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摘  要 

基于有限时间稳定性理论和分层滑模控制原理，本文研究了一类具有外部干扰和模型不确定性的二阶欠

驱动系统的跟踪控制问题。首先，采用非线性滑模面设计有限时间分层滑模控制器，使得系统达到全局

有限时间稳定并且避免了奇异现象。其次，为了提高系统的鲁棒性，采用RBF (Radial Basis Function)
神经网络对系统的外部干扰和模型不确定性的上界进行实时逼近以及采用自适应控制设计神经网络更新

律。再次，利用Lyapunov稳定性理论和齐次性理论证明系统的渐近稳定性和全局有限时间收敛性。最后，

通过仿真结果验证了该控制方法的有效性。 
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Abstract 
Based on finite time stability theory and hierarchical sliding mode control principle, this paper 
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studies the tracking control problem of a second-order underdrive system with external interfe-
rence and model uncertainty. Firstly, the nonlinear sliding mode surface is used to design a finite 
time hierarchical sliding mode controller, which makes the system achieve global finite time sta-
bility and avoids singular phenomenon. Secondly, In order to improve the robustness of the sys-
tem, the radial basis function (RBF) neural network is used to approximate the upper bounds of 
the system’s external disturbance and model uncertainty in real time, and the neural network up-
dating law is designed by adaptive control. Thirdly, Lyapunov stability theory and homogeneity 
theory are used to prove the asymptotic stability and global finite-time convergence of the system. 
Finally, the effectiveness of the control method is proved by simulation results. 
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1. 引言 

近年来，欠驱动系统的应用逐渐广泛，常见的欠驱动系统有机械臂、倒立摆、桥式起重器、四旋翼

无人机等。但是在欠驱动系统的控制过程中，由于系统的控制量个数小于自由度个数，以至于系统的部

分自由度无法进行直接控制，但是由于欠驱动系统在驱动器的数量少于全驱动系统，可以节约能源，因

此欠驱动系统的控制研究具有意义的。 
滑模控制方法是一种简单有效的鲁棒控制方法，且响应快速。虽然滑模控制器具有鲁棒性，但是抖

振现象是不可避免的，滑模控制中的切换项用于消除外界干扰和建模过程中带来的不确定项，但是过大

的切换项会导致较大的抖振，极大的影响到跟踪控制性能，所以外界干扰及不确定项是滑模控制中抖振

的主要来源之一[1]。因此滑模控制常和模糊控制[2]，神经网络[3] [4]，智能搜索算法相结合[5]，这些自

适应控制方法可以提高对系统不确定性的控制性能。神经网络具有自学习能力和非线性映射功能，可以

对任意的非线性函数进行逼近。基于分层滑模控制和在线扰动估计技术，文献[6]研究了两轮平衡车的跟

踪控制问题。基于分层滑模控制和自适应控制，文献[7]研究了球形机器人在存在外部干扰和输入饱和的

情况下的控制问题。基于扰动观测器的分层滑模控制，文献[8]研究了欠驱动浮力风力机的动态建模和鲁

棒控制。基于反步法和分层滑模算法，文献[9]解决了参数不确定和外部负载的多轴驱动系统的跟踪控制

问题。然而，文献[6] [7] [8] [9]采用的都是普通的线性滑模面，仅能保证系统渐近收敛却不能保证系统的

状态变量在收敛阶段达到有限时间内收敛。基于自适应模糊分层滑模控制，文献[10]解决了执行器故障的

不确定欠驱动系统的控制问题。虽然文献[10]采用了有限时间收敛的趋近律，使得系统在趋近阶段有限时

间稳定，但是没有考虑收敛阶段的有限时间稳定。基于分层快速终端滑模控制，文献[11]解决了桥式起重

机的负载的抗摇摆控制问题。基于双终端滑模控制，文献[12]实现了机器人机械手的有限时间收敛问题。

虽然文献[11] [12]采用了非线性滑模面使系统在收敛阶段有限时间内稳定，但是控制律存在奇异现象，导

致系统产生较大的抖振现象，影响了滑模控制器的鲁棒性，同时没有考虑模型不确定性和未知干扰的影

响。因此，欠驱动系统的有限时间收敛还没有被充分研究。 
因此，基于有限时间稳定性理论和分层滑模控制原理，本文重点考虑一类具有外部干扰和模型不确
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定性的二阶欠驱动系统的跟踪控制问题。通过在滑模面中添加积分项，不仅保证了系统状态能够在有限

时间内收敛至平衡点，且避免了奇异现象，引入含有非线性项的趋近律，使得系统能够在有限时间内到

达滑模面，通过齐次性理论和有限时间 Lyapunov 稳定性理论证明了系统全局有限时间收敛。通过 RBF
神经网络去逼近模型不确定性和外部扰动，采用自适应控制设计更新律实时调节 RBF 神经网络的权值，

从而提高控制器的控制精度。 

2. 系统描述 

针对一类二阶欠驱动系统： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

2 1 1 1

3 4

4 2 2 2

,

,

x x
x f x g x u d x t
x x
x f x g x u d x t

=
 = + +
 =
 = + +









                               (1) 

其中 [ ]T1 2 3 4x x x x x= 为系统状态变量， ( )1f x ， ( )2f x ， ( )1g x ， ( )2g x 为非线性函数，u 为系统的

控制输入， ( )1d t ， ( )2d t 为系统受到的总扰动，包括模型的不确定性和外部扰动。系统误差定义为： 

1 1 1 2 2 1 3 3 3 4 4 3, , ,d d d de x x e x x e x x e x x= − = − = − = −                        (2) 

假设 1：非线性函数 ( )1g x ， ( )2g x 不等于零。 
假设 2：假设系统所受到的不确定干扰是有界的，即 { }, 1, 2i id iδ< = ， , 1, 2i iδ = 为常数。 
引理 1 [13] [14]：设 [ ): 0,x R∞ → 为一阶连续可导，且当 t →∞ 时有极限，则如果 ( ) [ ), 0,x t t∈ ∞ 一致

连续，那么 ( )lim 0
t

x t
→∞

= 。 
引理 2 [15] [16]：若向量函数 ( )f x 是齐次的，且 0m < ，假设原点为全局渐进稳定的平衡点，那么

原点是系统 ( )f x 的有限时间稳定平衡点。 

3. 控制器设计 

本文的目的就是采用有限时间稳定性理论和分层滑模控制原理设计一个适当的控制律 u 使得系统(1)
的状态跟踪到期望轨迹，采用 RBF 神经网络对系统(1)的扰动进行逼近补偿提高控制器的鲁棒性，图 1 为

控制系统的结构框图。 
 

 
Figure 1. System control framework 
图 1. 系统控制框架 

3.1. 滑模控制器设计 

定义第一层滑模面为： 
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( )( ) ( )( )1 2
1 2 1 1 2 20

d
t

s e sig e sig e
α α

β τ β τ τ= + +∫                             (3) 

( )( ) ( )( )3 4
2 4 3 3 4 40

d
t

s e sig e sig e
α α

β τ β τ τ= + +∫                             (4) 

其中， 10 1α< < ， 1
2

1

2
1
α

α
α

=
+

， 30 1α< < ， 3
4

3

2
1
α

α
α

=
+

， ( ) ( )sig x x sgn xαα = ， 1β ， 2β ， 3β ， 4β 为正

常数。由等效控制法可得两个子系统的等效控制律为 

( ) ( ) ( )
( )

1 2
1 1 1 1 2 2

1
1

d
eq

f x x sig e sig e
u

g x

α αβ β− + +
= −



                           (5) 

( ) ( ) ( )
( )

3 4
2 3 3 3 4 4

2
2

d
eq

f x x sig e sig e
u

g x

α αβ β− + +
= −



                          (6) 

第二层滑模面为 

1 2S as bs= +                                         (7) 

其中， ,a b 为常数。取趋近律为[17] 

( ) ( ) ( )1 2
1 2 3 4S k sig S k sig S k S k sgn Sµ µ= − − − −                           (8) 

其中 1 2 3 4, , ,k k k k 为正常数，且 4 1 2k a bδ δ> + ， 1 20 1, 1µ µ< < > 。为了保证系统的两个状态变量能够沿着各

自的滑模面稳定滑动，系统的控制输入量包含了在每个子滑模面上的等效控制量。为了使系统能够在动

态的情况下在总滑模面上维持渐进稳定，需要引入切换控制部分 swu ，即 

1 2eq eq swu u u u= + +                                      (9) 

此时，切换控制律为 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
2 1 1 2 1 2 3 4

1 2 1 2

eq eq
sw

bg x u ag x u k sig S k sig S k S k sgn S
u

ag x bg x ag x bg x

µ µ+ + + +
= − −

+ +
            (10) 

则总控制律为 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 41 2

1 2

1 2

2 3 3 4 4 31 1 1 2 2 1

1 2 1 2

1 2 3 4

1 2

eq eq sw

dd

u u u u

b f x sig e sig e xa f x sig e sig e x

ag x bg x ag x bg x

k sig S k sig S k S k sgn S
ag x bg x

α αα α

µ µ

β ββ β

= + +

+ + −+ + −
= − −

+ +

+ + +
−

+



   (11) 

令 Lyapunov 函数为 

2
1

1
2

V S=                                         (12) 

求导，并将控制律 u 代入得 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( ) ( )( ))
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3 4
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1 1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 3 3 3 4 4

d
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 3 4

1 1 2
1 2 1 2 3 4

1 1 2
1 2 3 0

S ad bd k sig S k sig S k S k sgn S

ad bd S k S k S k S k S

k S k S k S

µ µ

µ µ

µ µ

+ +

+ +

= + − − − −

= + − − − −

≤ − − − ≤

                 (13) 

3.2. 神经网络滑模控制器设计 

为了保持较好的抗干扰性能，滑模控制器的设计过程中一般会选择较大的切换项来抵消干扰项 d，
但是随着切换项的增大，抖振增大。使用神经网络算法和自适应控制算法对控制输入进行在线调节，不

仅可以保留滑模控制的鲁棒性，也在一定程度上减小抖振。RBF 网络输入输出算法为： 
2

2exp
2

j
j

j

x c
h

b

 − = −
 
 

                                 (14) 

( )*T
1 1 1d W h x ε= + ， ( )*T

2 2 2d W h x ε= +                            (15) 

其中， [ ]T1 2 nx x x x=  为网络输入， jh 为隐藏层的第 j 个神经元的输出，
T

1 2j j j njc c c c =   为

第 j 个隐藏神经元的中心矢量值， 0jb > 为隐藏层神经元 j 的高斯函数的宽度； 1 2,W W∗ ∗为理想网络权值向

量， 1 2,ε ε 为神经网络的逼近误差，且 1 2 Na bε ε ε+ ≤ 。 
网络输入为 [ ]T1 2 3 4ix e e e e= ，则网络输出为 

( )T
1 1

ˆ ˆd W h x= ， ( )T
2 2

ˆ ˆd W h x=                               (16) 

其中 1̂W ， 2Ŵ 为估计权值。令 

( ) ( ) ( )*T T T
1 1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆd d d W h x W h x W h xε ε= − = + − = +
                      (17) 

( ) ( ) ( )*T T T
2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆd d d W h x W h x W h xε ε= − = + − = +
                     (18) 

其中 1 1 1̂W W W∗= − ， 2 2 2
ˆW W W∗= − 为神经网络的权值误差。控制律为 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

3 4

1 2

1 1 1 2 2 1 1

1 2

2 3 3 4 4 3 2

1 2

1 2 3 4

1 2

ˆ

ˆ

d

d

a f x sig e sig e x d
u

ag x bg x

b f x sig e sig e x d

ag x bg x

k sig S k sig S k S k sgn S
ag x bg x

α α

α α

µ µ

β β

β β

+ + − +
= −

+

+ + − +
−

+

′+ + +
−

+





                     (19) 

其中 4 Nk ε′ > ；取自适应律为 

( )1 1Ŵ aSh xγ= ， ( )2 2Ŵ bSh xγ=                              (20) 

4. 稳定性证明 

4.1. 渐进稳定性证明 

定理 1：对于式(1)所示的欠驱动系统，如果分别按式(3)、式(4)和式(7)设计的各级子滑模面，并且采

用式(19)所示的控制律，则系统的滑模面 S， 1s ， 2s 是渐进稳定的。 
证明：取 Lyapunov 函数为 
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2 T T
2 1 1 2 2

1 2

1 1 1
2 2 2

V S W W W W
γ γ

= + +                                  (21) 

求导并将式(20)代入可得 

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) )

1 2

3 4

T T
2 1 1 2 2

1 2

1 1 1 1 1 2 2

2 2 3 3 3 4 4

T T
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1 1ˆ ˆ

1 1ˆ ˆ
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α α

α α

γ γ

β β

β β

γ γ

= − −

= + − + +

+ + − + +

+ + − −

 

  





 

 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

T T
1 2 1 2 3 4 1 1 2 2

1 2

T T
1 1 1 2 2 2

1 2
1 1 2

1 2 3 4
1 1 2

1 2 3 4
1 1 2

1 2 3

1 1ˆ ˆ

1 1ˆ ˆ

N

S ad bd k sig S k sig S k S k sgn S W W W W

W aSh x W aS W bSh x W bS

k S k S k S k S

k S k S k S k S

k S k S k S

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ

γ γ

ε ε
γ γ

ε

+ +

+ +

+ +

′= + − − − − − −

   
= − + + − +   

   
′− − − −

′≤ − − − − −

≤ − − − ≤

 

 
 

 

 

0

         (22) 

结合式(21)可知 2 0V > ；由 Lyapunov 定理可知，系统是稳定的。对上式两边对 t 求积分可得： 

( ) ( ) 1 21 1 2
2 2 1 2 30

0 d
t

V t V k S k S k S tµ µ+ +− ≤ − − −∫                         (23) 

则 

( ) ( ) 1 2

1 2

1 1 2
2 2 1 2 30

1 1 2
1 2 30

0 d

d

t

t

V V t k S k S k S

k S k S k S

µ µ

µ µ

σ

σ

+ +

+ +

≥ + + +

≥ + +

∫

∫
                        (24) 

由式(7)可知，当 0t = 时，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 20 0 0S e as e bs e= + < ∞                             (25) 

由于 ( )( )1 0W e < ∞ ， ( )( )2 0W e < ∞ ，此时可知当 0t = 时， ( )( )2 0V e < ∞，求极限得 

( )1 21 1 2
1 2 3 20

lim d 0
t

t
k S k S k S Vµ µ σ+ +

→∞
+ + ≤ < ∞∫                         (26) 

则根据引理 1，可得当 t →∞ 时 lim 0
t

S
→∞

= ，可证得系统是渐近稳定的。由于总滑模面为两个子滑模面

的线性组合，则在保证总滑模面渐进稳定时，神经网络并不会影响到子滑模面的稳定性，因此子滑模面

也是渐进稳定的。 

4.2. 全局有限时间稳定性证明 

滑模控制在控制过程中一般有两个阶段：趋近阶段和收敛阶段，因此分两个步骤证明整个控制系统

的有限时间稳定性。 
定理 2：对于系统(1)，选用滑模面(3)，(4)，(7)和控制律(19)时，系统的跟踪误差是全局有限时间内

收敛。 
证：1) S-有限时间稳定：由式(8)可有 

( ) 2
3V S S=                                       (27) 
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求导得 

( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 1 2
3 1 2 3 4

1 1
2 21 3 2 3

2 2 2 2

2 2

V S k S k S k S k S

k V S k V S

µ µ

µ µ

+ +

+ +

′= − − − −

≤ − −



                       (28) 

其中， 1 1
0 1

2
µ +

≤ ≤ ， 2 1
1

2
µ +

≥ 。因此，系统在趋近阶段能够在有限时间内到达滑模面。 

2) x-有限时间稳定：当 1 0s ≡ ， 2 0s ≡ 时，有 0S ≡ ，此时系统是全局有限时间收敛到零。 
证明：以 ( )1 2,e e 为例，由于 1 0s ≡ ，则有 1 0s ≡ ，令 

( )
( ) ( ) ( )1 2

1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

dh x e x x

h x e sig e sig eα αβ β

 = = −


= = − −

  



                         (29) 

则有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 2

1 21 2 1 2

1 21 1 2 2

1 1 2 1 1

2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

,

,

l l l
d

l l l l

l l

h e e x x

h e e sig e sig e

sig e sig e

α α

α αα α

ε ε ε

ε ε β ε β ε

β ε β ε

= −

= − −

= − −

 

                    (30) 

由齐次性定义可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1

1 21 2 2

1 1 2 1 1

2 1 2 1 1 2 2

,

,

l l l m
d

l l l m

h e e x x

h e e sig e sig eα α

ε ε ε

ε ε β β ε

+

+

= −

 = − − 

 

                     (31) 

由上面两式可得 

1 2

2 1 1 2 2

l m l
l m l lα α
+ =
+ = =

                                  (32) 

令 1

1

1
0

1
m α

α
−

= <
+

，可得 1
1

2
1

l
α

=
+

， 2 1l = ，此时系统为齐次系统。取 Lyapunov 函数 

( )1 1 2
3 1 20

1d
2

e
V sig eαβ σ σ= +∫                               (33) 

对 3V 求导得 

( )
( ) ( ) ( )( )

1

1 1 2

2

3 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1
2 2 0

V sig e e e e

sig e e e sig e sig e

e

α

α α α

α

β

β β β

β +

= +

= + − −

= − ≤





                      (34) 

当 3 0V = 时，可得 2 10, 0e e= = 。可得通过 lasalle 原理[18]可知，第一个子系统系统是渐进稳定的。

由引理 2 可得第一个子系统状态 ( )1 2,x x 是有限时间稳定的。同理第二个子系统状态 ( )3 4,x x 也是有限时间

稳定，则可得整个欠驱动系统状态的跟踪误差在收敛阶段为有限时间收敛。此时可知系统在趋近阶段和

收敛阶段都是有限时间稳定。 

5. 仿真结果及其分析 

将单摆式架空起重机系统作为仿真实例，图 2 为起重机结构图，转化为状态空间模型(1)后，系统函

数 ( )1f x ， ( )2f x ， ( )1g x ， ( )2g x 的具体表达式为 
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Figure 2. Crane structure diagram 
图 2. 起重机结构图 

 

( )
2
4 3 3 3

1 2
3

sin sin cos
sin

MLx x mg x x
f x

M m x
+

=
+

， ( ) ( )
( )

2
3 4 3 3

2 2
3

sin sin cos
sin

M m g x mLx x x
f x

M m x L
+ +

= −
+

， 

( )1 2
3

1
sin

g x
M m x

=
+

， ( ) ( )
3

2 2
3

cos
sin

x
g x

M m x L
= −

+
 

其中，小车的位置，速度，摆角，摆角速度为 [ ] TT
1 2 3 4x x x x x x x θ θ = =  



 。系统的各个参数

来自文献[12]，即 1 kgM = ， 0.8 kgm = ， 0.305 mL = ， 29.8 m sg = ，初始状态变量为 [ ]T0 0 0 0x = ，

理想状态变量为 [ ]T2 0 0 0dx = 。首先，在不存在外部干扰的情况下，分别采用全局有限时间分层滑

模控制(GFHSMC)，双终端滑模控制(HDSMC) [12]和分层滑模控制(HSMC) [19]，在保持系统参数一致的 

同时，FHSMC 控制器参数为 1a = ， 1b = ， 1 0.7α = ， 2
14
17

α = ， 3 0.7α = ， 4
14
17

α = ， 1 1.2β = ， 2 0.9β = ， 

3 0.2β = ， 4 0.01β = ， 1 1k = ， 2 1k = ， 3 5k = ， 4 5k ′ = ， 1 0.5µ = ， 2 1.5µ = 。HSMC 控制器的参数与 FHSMC
一致；HDSMC 控制器的参数选取为原文献的参数。 

图 3 是系统状态变量的误差轨迹，可以看出 GFHSMC 控制器下的系统误差在 5~10 秒内收敛于零，

另外两个控制器在 10 s 后收敛到稳定状态，且 GFHSMC 的摆动角振幅小于另外两个控制器的。图 4 为

控制输入曲线，GFHSMC 的输入曲线变化缓慢，另外两个控制器有较大的抖动现象。图 5 为每层滑动面

的收敛趋势。可以看出，由于 HDSMC 存在个奇异点，所以出现了较大的抖振。GFHSMC 在有限时间内

收敛到平衡状态，保持较快的收敛速度和稳定的收敛趋势。 
在有外部扰动和模型不确定性的情况下，采用了基于 RBF 神经网络有限时间分层滑模控制和自适应

分层滑模控制[8]对单摆式架空起重机系统进行控制；其中神经网络参数为： 200ijb = ， 
2 1 0 1 2
2 1 0 1 2

0.1 0.05 0 0.05 0.1
0.4 0.2 0 0.2 0.4

ijc

− − 
 − − =
 − −
 
− − 

， 2 250γ = ，其他参数与无外部干扰和模型不确定性的情况下一致； 

外部扰动为 ( ) ( )0.2sin 0.2 ; 1,2i id t f x i= + = ；在外部扰动存在时，摆角控制在了一个较小的范围内波动。

图 6 为存在外界干扰作用下系统误差的收敛曲线。可以看出本文控制器(RBF-FHSMC)下的误差幅度小于

AHSMC 控制器下的误差幅度，且它能快速收敛到稳定状态。在 RBF-FHSMC 控制器下的负载的摆动角

振幅不仅很小，而且收敛速度快。图 7 为外部干扰下的控制输入曲线。图 8 为外界扰动作用下各级滑动

面的收敛曲线。RBF-FHSMC 控制器的滑动表面具有较小的颤振，并在 5 秒内达到稳定状态。 
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Figure 3. Systematic error curve without disturbance 
图 3. 无干扰下的系统误差曲线 

 

 
Figure 4. System control signal curve under no interference 
图 4. 无干扰下的系统控制信号曲线 

 

 
Figure 5. Sliding surface curve of the system without disturbance 
图 5. 无干扰下的系统滑模面曲线 
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Figure 6. System error curve in the presence of external disturbances 
图 6. 存在外部干扰下的系统误差曲线 

 

 
Figure 7. System control signals in the presence of external interference 
图 7. 存在外部干扰下的系统控制信号 

 

 
Figure 8. Sliding surface profile of the system in the presence of 
external disturbances 
图 8. 存在外部干扰下的系统滑模面曲线 
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6. 总结 

针对欠驱动系统，将系统作为两个单独的子系统，分别建立子滑模面，通过对子滑模面的线性组合

得到系统的总控制输入，从而完成对欠驱动系统的控制。该控制方案可以保证系统状态在有限时间内趋

近滑模面的同时也能够在有限时间内收敛到原点，达到一个全局有限时间收敛的目标。该控制器不仅避

免了奇异性的出现，而且能够在一定程度上消除抖动，通过 RBF 神经网络提高了系统的鲁棒性。最后通

过对单摆式架空起重机进行数值模拟实验，验证了该方法的有效性。本文所研究的欠驱动模型具有普遍

的适用性，例如倒立摆，水下机器人，四旋翼无人机等，且控制器能够保证系统在有限时间内稳定。 
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