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摘  要 

字典学习算法是图像去噪的常用方法，但字典训练是一个耗时的过程，且会丢失图像中的有效信息。本

文提出一种基于预学习字典的低秩算法，将图像中的干净数据和结构化噪声用对应的字典和系数矩阵表

示。首先通过消融实验证明模型各部分的作用，接着对部分损坏的图像进行训练并与其他算法对比，最

后将算法训练出的映射矩阵用于测试数据。结果表明PLID对于噪声的处理优于其他算法，测试数据经过

映射矩阵的线性变换后也可以去除噪声。 
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Abstract 
Dictionary learning algorithm is a common method for image denoising, but dictionary training is 
a time-consuming process and can lose valid information in images. In this paper, a low-rank algo-
rithm based on pre-learned dictionaries is proposed, which represents the clean data and struc-
tured noise in the image with the corresponding dictionaries and coefficient matrices. Firstly, the 
role of each part of the model is proved by ablation study, then the partially damaged images are 
trained and compared with other algorithms. Finally, the mapping matrix trained by the algorithm 
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is used for the test data. The results show that PLID can deal with the noise better than other algo-
rithms, and the test data can also remove the noise after the linear transformation of the mapping 
matrix. 
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1. 引言 

随着机器学习和稀疏表示的重大进步，图像处理已成为一个重要的研究课题，由于受到成像设备或

外界环境变化等因素的影响，图像中难免会存在不同程度的噪声。人们为了从图像中提取更多的有用信

息，运用图像去噪技术来去除噪声。 
字典学习是实现图像去噪的一种有效技术，但在传统的字典学习(K-SVD)中，字典训练是一个耗时

的过程，稀疏表示大多通过设置固定的硬阈值来停止，导致图像中的有效内容丢失[1]。基于上述问题，

一些研究对传统的字典学习算法进行改进，文献[2]提出了一种改进的 K-SVD 算法，用于稀疏表示去噪，

该算法具有更快的执行速度。Song 等人[3]提供了一种参数化的模糊自适应字典改编方法，嵌入了模糊集

的新机制，将字典列的更新与稀疏表示的更新相结合。然而，基于 K-SVD 的去噪算法仅利用图像块的内

部信息进行独立的稀疏编码，而不考虑与其他块相关的信息。 
数据不同的组成部分可能具有不同的结构，它们位于不同的子空间中可以单独表示[4]，因此可以根

据工作的特性构造特定的字典，这样可以有效地保留原始数据之间的局部几何结构[5]。基于此类想法，

Chen 等人[6]将 RPCA 的稀疏项替换为预学习的语音字典和系数矩阵的乘积，将背景噪声建模为低秩部分

和残差之和，从而实现语音增强。Xu 等人[7]基于预学习字典和自适应参数设置方法，选择平均重构质量

最好的字典作为预学习字典来降低计算的复杂性，实验表明该算法的性能优于其他去噪算法。Wright 等
人[8]指出人脸的干净数据可以很好地用子空间来表征，且同一类的干净数据位于同一低维子空间中。此

外，结构化噪声通常对应于人脸图像[9]中的面具、眼镜等，可以用字典和对应系数的乘积来表示。 
综上所述，本文提出了一种基于预学习字典的低秩算法用于人脸去噪，在算法中，干净数据和结构

化噪声分别被建模为它们对应的字典和系数矩阵的乘积，并进一步描述重构误差与干净数据的联系，然

后利用对称 ADMM 对所提的算法进行求解，最后，在 AR 数据集上验证所提算法的有效性。 

2. 相关理论与方法 

2.1. RPCA 

RPCA [10]旨在从损坏的观测矩阵 X 中恢复低秩矩阵 L，其数学模型为： 

( ) 0,
min

s.t. 
L S

rank L S

X L S

λ+

= +
                                (2.1) 

其中， ( )rank L 为矩阵的秩，
0

S 表示矩阵 S 中非零元素的个数。问题(2.1)是一个 NP-难问题，在实际应
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用中通常转化为问题(2.2) 

1,
min

s.t. 
L S

L S

X L S

λ
∗
+

= +
                                   (2.2) 

其中 L
∗
是矩阵 L 的奇异值的总和。

1
S 是矩阵中每个列向量的绝对值之和的最大值。 

2.2. 聚类评价指标 

评判聚类结果的好坏，除了凭直观感受评价可视化的结果外，还可以借助数值化的聚类有效性指标，

本文使用的评价值指标有 ACC，PUR [11]、NMI [12]。 

2.2.1. PUR 
纯度(Purity)为正确聚类的样本个数占总样本数的比例，可表示为 

( )
1

1Ω, max
k

k jji
Purity C w c

N =

= ∩∑                             (2.3) 

其中，N 表示总的样本个数， { }1 2Ω , , , Kw w w=  表示正确的聚类结果， { }1 2, , , JC c c c=  表示真实的聚类

结果。 [ ]0,1PUR∈ ，越接近 1 表示聚类的结果越好。 

2.2.2. NMI 
假定 X 是一个由 n 个样本点组成的样本集 { }1 2, , , nX x x x=  ， { }1 2, , , KP C C C=  是正确的聚类结果，

{ }1 2, , , KQ C C C′ ′ ′=  是待和 P 比较的聚类结果。P 和 Q 之间 NMI 指标(normalized mutual information)可表

示为 

( ) 1 1

1 1

2 log
,

log log

K K
h l h l

h l h l
K K

h h l l

h l

C C C C
n n C C

NMI P Q
C C C C
n n n n

=

′

=

=

′

=

′ ′∩ ∩
′

=
′ ′

+

∑∑

∑∑
                        (2.4) 

NMI 指标的最大值为 1，最小值为 0，值越大表示聚类结果越接近真实结果。 

2.2.3. ACC 
准确度(Accuracy)使用正确的聚类结果与真实的聚类结果进行匹配，可表示为 

( )( )
1

,
n

i i
i

s map r
AC

n

δ
==
∑

                                (2.5) 

其中， ir ， is 分别表示 ix 所对应的正确聚类结果和真实聚类结果，n 表示总样本数，δ 表示指示函数，

定义如下： 

( ) 1,               
,

0,        otherwise
x y

x yδ
=

= 


 

ACC 的取值范围为 0 到 1，值越大表示聚类结果越好。 

3. 模型的构建与求解 

3.1. PLID 模型的构建 

本文将原始数据 X 分为干净数据、结构化噪声和残差部分，分别用 c cD L ， s sD L 和 E 表示。其中 cD
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和 cL 分别为干净数据的字典和系数矩阵， sD 和 sL 分别为结构噪声的字典和系数矩阵，剩余残差

c s scLE X D LD− −= 。A 是将观测矩阵 X 转化为干净数据的映射矩阵，为此我们提出如下模型： 

( ) 2
1 2 31, **, 1,

1min
2

   s.t.   
s s

c c s s c c FA A A E

c c s s

D D D AX A E

X D

L L L

L LD E

λ λ λ+ + − + +

= + +
                   (3.1) 

上式对于任意固定的字典 sD ，有
1 1 1s s s sD DL L≤ ，所以系数矩阵可以直接控制稀疏性[13]。因此

s sD L 和 c cD L 的稀疏性和低秩性分别由系数矩阵 sL 和 cL 控制。为此将(3.1)式进一步调整后如下： 

( )** 1

2
1 2 31, , ,

1min
2

   s.t.   
s s

c s c c FA A A E

c c s s

D AXL L A E

X D L D

L

L E

λ λ λ+ + − + +

= + +
                     (3.2) 

3.2. PLID 模型的优化求解 

对于模型(3.2)中的变量，本文利用对称交替方向乘子法(ADMM)解决该最小化问题[14]。首先，引入

辅助变量 Q，P，M，N 得到如下的优化问题： 

( ) 2
1 2 31 1, , , ,

, , ,

1min
2

   s.t.   , , ,
          ,

c s FA A A P
Q M N E

c s c c

c c s s

Q P M N E

L Q L P D AX M
A N X D D E

L
L L

λ λ λ
∗ ∗
+ + + +

= = − =

= = + +

                      (3.3) 

问题(3.3)对应的增广拉格朗日函数为 

( )

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )

2
1 2 31 1, , , ,

, , ,

2 2
1 2

2
3 4

22
5

   , , , , , , ,

1arg min
2

   
2 2

   
2

   
2 2

c s

c s

FA A A P
Q M N E

T T
c c s sF F

T T
c c c c F

T
c c s s c c s sF F

L L A P Q M N E

Q P M N E

Tr Y Q L Q Tr Y P L P

Tr Y D AX M D AX M Tr Y

L

L L

AL L

L

N

A N Tr Y X D D E X D D EL L L

µ

λ λ λ

µ µ

µ

µ µ

∗ ∗
= + + + +

+ − + − + − + −

+ − − + − − + −

+ − + − − − + − − −


           (3.4) 

其中 1Y ， 2Y ， 3Y ， 4Y ， 5Y 是拉格朗日乘子， 0µ > 是罚参数。 
1) 求解 Q 的子问题，保持其他变量不变，更新 Q： 

( )( )

( )

2
1

2

1

1/

arg min
2

1 1    arg min
2

    Ω

T
c c F

Q

c
Q

F

Q Q Tr Y Q Q

YQ Q

L L

H

L

µ

µ

µ µ

∗
∗

∗

= + − + −

 
= + − + 

 

=

                     (3.5) 

其中， ( ) [ ]1
1/ 1/, T

c
YH L H U Vµ µµ

= + Ω = Ψ ∑ 表示奇异值阈值算子[15]， [ ] ( ) ( )Ψ sgn max ,0x x xε ε= − 是收缩

算子， [ ]U V∑ 是 H 的奇异值分解。 

2) 求解 P 的子问题，保持其他变量不变，更新 P： 
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( )( )

( )
1

2
1 21

2

1 2
1

/

arg min
2

1    arg min
2

    Ψ Γ

T
s s F

P

s
P

F

P P Tr Y P P

YP P

L L

L

λ µ

µλ

λ
µ µ

∗ = + − + −

 
= + − + 

 

=

                    (3.6) 

其中， 2Γ s
YL
µ

= + 。 

3) 求解 M 的子问题，保持其他变量不变，更新 M： 

( )( )

( )
2 3

2
1 2 31

2

3
1 2 1

/

arg min
2

      arg min
2

      Ψ

T
c c c c F

M

c c
M

F

M M Tr Y D AX M D AL L

L

X M

YM M D AX

Zλ λ µ

µλ λ

µλ λ
µ

∗ = + − − + − −

 
= + − − + 

 

=

           (3.7) 

其中， 3
c cD L YZ AX

µ
= − + 。 

4) 求解 N 的子问题，保持其他变量不变，更新 N： 

( )

( )
2

2
2 4

2

4

*

2

/

arg min ( )
2

ar     

   

g min
2

  Ω

T
F

N

N
F

N Tr Y A N A N

YN N A

N

Kλ µ

µλ

µλ
µ

∗

∗

+ − + −

 
+ − + 



=

=


=                     (3.8) 

其中， ( ) [ ]2 2
4

/ /, TYK A K U Vλ µ λ µµ
= + Ω = Ψ ∑ 是奇异值阈值算子。 

5) 求解 cL 的子问题，保持其他变量不变，更新 cL ： 

( )( )

( )( )

( )

1

2

* 2

2
3

5

arg min
2

2

     

   

2

  

c

T
c c F

T
c c c c F

T
c c s s c c

L

s s F

c Tr Y Q L Q

Tr Y D AX M D AX M

Tr Y

L L

L L

X D D E X D D EL L L L

µ

µ

µ

− + −

− − + − −

+ − − − + −

+

− −

=




                (3.9) 

该子问题的最优解为： 

( ) 1*
12 T

c c cL I D D K
−

= +                                (3.10) 

其中， ( ) ( )1
1 1 3 5+T T T

c s s c cK Q D AX M D L E X Y D Y D Yµ−= + + − − + − − 。 
6) 求解 sL 的子问题，保持其他变量不变，更新 sL ： 

( )( )

( )

*
2

2

2
5

arg min
2

       
2

s

T
F

T
c c s s c c s s F

s s s
L

Tr Y P L P

T

L L

L L L Lr Y X D D E X D D E

µ

µ

− + −

+ − − − + − −

=

−


               (3.11) 
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该子问题的最优解为： 

( ) 1

2
*
s s

T
sL I D D K

−
+=                               (3.12) 

其中， ( ) ( )1
2 2 5

T T
s c c sK P D X D L E Y D Yµ−= + − − − − 。 

7) 求解 A 的子问题，保持其他变量不变，更新 A： 

( )( )

( )( )

2
3

*

2
4

arg min
2

        
2

T
c c c c F

A

T
F

Tr Y D AX M D AX M

Tr Y A N A N

A L Lµ

µ

+ − − + − −

+ − + −

=
                (3.13) 

该子问题的最优解为： 

( )3
* 1TK IA XX

−
+=                                (3.14) 

其中， ( )1
3 3 4

T T T
c cK D L X MX N Y X Yµ−= − + + − 。 

8) 求解 E 的子问题，保持其他变量不变，更新 E： 

( )( )2*
5

2   

1arg min
2

2
     

T
c c s sF

E

c c s s F

E L LE Tr Y

L L

X D D E

X D D Eµ

− −

− −

+ −

+ −

=
                   (3.15) 

该子问题的最优解为： 

* 5

1 c c s sX D D YE L Lµ
µ µ

 
−= +− +  

                           (3.16) 

 
算法 1 给出了求解优化问题(3.3)的 PLID 迭代过程 
 
算法 1. PLID 迭代过程 

输入：数据矩阵 X ，字典 cD ， sD ，参数 1λ ， 2λ ， 3λ ； 
初始化： 1 2 3 0, 0.1,c sL M Y Y YL µ= = = = = ==  

6 6
max 4 5 0, 1.1, 1010 , A N Y Yµ ρ ε −= = = = = ==  

while 不满足收敛条件 do 
1) 更新拉格朗日乘子中间步 

( )

( )

( )

( )

( )

1
2

1 1

1
2

2 2

1
2

3 3

1
2

4 4

1
2

5 5

k k k k
c

k k k k
s

k k k k k
c c

k k k k

k k k k k
c c s s

Y Y Q

Y Y P

Y Y D A X M

Y Y A

L

L

L

N

Y X ELY D D L

µ

µ

µ

µ

µ

+

+

+

+

+

= + −

= + −

= + − −

= + −

= + − − −

 

2) 通过公式(3.5)，(3.6)，(3.7)，(3.8)，(3.10)，(3.12)，(3.14)，(3.16)更新 1 1 1 1, , , ,k k k kQ P M N+ + + + 1 1 1 1, , ,k k k k
c sA A A E+ + + + 。 

3) 更新拉格朗日乘子步和参数 µ  
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续表 

( )

( )

( )

( )

( )

1
1 1 12

1 1

1
1 1 12

2 2

1
1 1 1 12

3 3

1
1 1 12

4 4

1
1 1 1 12

5 5

kk k k
c

kk k k
s

kk k k k
c c

kk k k

kk k k k
c c s s

L

L

L

Y Y Q

Y Y P

Y Y D A X M

Y Y A N

Y Y X D D EL L

µ

µ

µ

µ

µ

++ + +

++ + +

++ + + +

++ + +

++ + + +

= + −

= + −

= + − −

= + −

= + − − −

 

( )maxmin ,µ ρ µ µ∗ = ∗  

4) 检查收敛条件 
1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

, ,

, ,

,

k k k k
c s

k k k k k
c c

k k k
c c s s

L Q L P

D L A X M A N

X D L D L E

ε ε

ε ε

ε

+ + + +

∞ ∞

+ + + + +

∞ ∞

+ + +

∞

− < − <

− − < − <

− − − <

 

end while 
输出： 1k

cL + ， 1k
sL + ， 1kA + ， 1kE +  

3.3. 算法的复杂度分析 

算法 1 中，Q 和 N 涉及了对矩阵进行奇异值分解，所以求解 cL 和 A 的步骤是最耗时的。对于一个矩

阵 m nX R ×∈ ，精确 SVD 的计算复杂度为 ( )( )2 2min ,O mn m n 。因此，更新 cd nQ R ×∈ 的计算复杂度为

( )( )22min ,c cO nd d n ，类似的更新 m mN R ×∈ 的计算复杂度为 ( )3O m 。 

4. 实验结果与讨论 

在本节中，首先在 ORL1和 Yale2数据集上进行消融实验，验证 PLID 算法各个成分的有效性。其次

对 PLID 算法的收敛性进行分析。最后在 AR 数据集[16]上与 RPCA [10]，PSSV [17]，DRPCA [18]，ARPCA 
[19]等算法进行比较。表 1 总结了实验所用的数据集的特征。 
 

Table 1. Description of the experimental dataset 
表 1. 实验数据集的描述 

Type Dataset Class Number Size 

Face 

ORL 40 400 28 × 23 

Yale 15 165 25 × 25 

AR 100 2600 55 × 40 

4.1. 预学习字典 

在算法 1 的框架之外，需要提前学习字典 cD 和 sD 。首先采用 RPCA 方法将原始数据分解为干净部

分和结构化噪声，然后利用 KSVD 学习这两部分的字典 cD 和 sD ，两个字典分别为干净数据字典和结构

化噪声字典。本文对 ORL，AR 和 Yale 数据集干净部分和结构化噪声的两个字典的原子数分别设置为 2
和 3。 
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4.2. 收敛性分析 

当涉及到具有三个以上变量块的凸问题时，ADMM 可能是发散的[20]，因此本文采用实验证明算法

的收敛性，其中

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, , ,
max

,

k k k k k k k
c s c ck

k k k k k
c c s s

L Q L P D L A X M
r

A N X D L D L E
ε

+ + + + + + +

∞ ∞ ∞

+ + + + +

∞ ∞

 − − − − = < 
− − − −  

从图 1 可以看出，PLID

在所有数据集中大约会在迭代 80 次收敛。 
 

 
Figure 1. Convergence curves of PLID on three datasets 
图 1. PLID 在三个数据集的收敛曲线 

4.3. 消融实验 

上述所提出的模型是由几个模块组成，为验证各个模块的相关性和有效性，我们对其进行消融实验，

具体方式如下： 
1) 为了评估预学习字典的作用，将 PLID 的完整版本与没有预学习字典的方法进行比较，即干净数

据和结构化噪声不分解为字典和系数矩阵的乘积。 
2) 理论上，对不同的数据分别进行预学习字典可以提高算法的恢复性能。为了证实这种潜在的优势，

将完整版本的算法和它的简化版本进行比较，即字典用单位矩阵表示。 
3) 为了验证正则项的作用，对 PLID 在参数 2λ 为零和非零时的性能进行比较。 
最后，用准确度(Accuracy, ACC)，归一化互信息(normalized mutual information, NMI)和纯度(Purity, 

PUR)做为评价指标，对 ORL 和 Yale 数据集进行聚类实验，检验各个组件的聚类效果，所得结果汇总于

表 2。表中结果表明，PLID 的每个模块在提高算法的性能方面发挥着积极和显著的作用。 

4.4. 人脸去噪实验 

首先随机在 AR 数据集上[16]选择 5 个类，然后进一步选择每类中 14 张无遮挡的干净图像和 3 张带

眼镜的图像作为训练数据，剩下 3 张带眼镜图像作为每类的测试数据。将每张图片的大小重新调整为 55 
× 40，参数设置 1 0.01λ = ， ( )2 0.5 max ,m nλ = ， 3 1.8λ = 。此外，我们将同时对每张图像添加如下的两

种噪声： 
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Table 2. Cluster index analysis of different components of PLID 
表 2. PLID 不同组成成分的聚类指标分析 

 指标 没有预学习字典 字典矩阵为单位矩阵 λ2 = 0 PLID 

ORL 

ACC 0.3846 0.8462 0.7308 0.8846 

NMI 0.5313 0.8272 0.8109 0.8583 

PUR 0.5385 0.8462 0.8077 0.8846 

Yale 

ACC 0.3846 0.3462 0.7692 0.8077 

NMI 0.2680 0.1796 0.7062 0.7318 

PUR 0.4615 0.3462 0.7692 0.8077 

 
1) 添加信噪比为 15 dB 的高斯噪声 
2) 添加 3 个大小为 5 × 5 黑色遮挡块 

 

 
Figure 2. Example of AR image corruption 
图 2. AR 图像损坏示例 

 
上图 2 是添加两种噪声后的图像示例。下面将提出的算法与其他方法进行比较，并使用 k-means 方

法对获得的干净数据进行聚类分析，聚类结果如表 3 所示。 
 

Table 3. Clustering results of corrupted AR images 
表 3. 损坏的 AR 图像聚类结果 

指标 RPCA PSSV DRPCA ARPCA SLRPD 

ACC 0.7294 0.5412 0.5529 0.5647 0.8118 

NMI 0.6849 0.5703 0.3763 0.6101 0.7611 

PUR 0.7882 0.5647 0.5882 0.6353 0.8471 

 
从表 3 可以看出，PLID 相比其它四种算法对损坏图像的聚类效果更好，体现了更好的性能。同时，

图 3 展示了不同算法的恢复图像，很容易发现 RPCA，PSSV，DRPCA 和 ARPCA 算法可以很好的处理

一部分高斯噪声和黑色遮挡块，但是不能很好地处理人脸的眼镜遮挡。相比之下，本文所提的算法不仅

去除了眼镜干扰，还很清晰地去掉了三个黑色块，说明 PLID 更适合处理复杂的噪声情况。 
 

 
Figure 3. Example of recovery. (a) is the image damaged, (b)~(f) is the image 
reconstructed by RPCA, PSSV, DWRPCA, ARPCA, and PLID, respectively 
图 3. 算法恢复 AR 图像的可视化示例。(a) 是被噪声损坏的图像，(b)~(f) 
分别是被 RPCA，PSSV，DWRPCA，ARPCA 和 PLID 重建的图像 
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此外，为了验证映射矩阵 A 对新样本(即测试数据)的有效性，先使用 PLID 通过训练数据求得 A，然

后对测试数据中 5 个类的 10 张带有太阳眼镜图像直接处理，恢复结果如图 4 所示。可以看出，添加噪声

的测试样本在通过映射矩阵的线性变换后，也可以恢复出一张清晰的人脸。 
 

 
Figure 4. Example of recovery of the test sample. The first row is the test 
sample with added noise, and the second row is the data AX reconstructed 
with mapping matrix A 
图 4. 测试样本的恢复示例。第一行是添加噪声的测试样本，第二行是利

用映射矩阵 A 重构的数据 AX 

5. 结论 

本文提出了一种基于预学习字典的低秩算法，该算法将干净数据和结构化噪声分别表示为字典矩阵

和系数矩阵的乘积，同时在重构误差和低秩结构之间建立联系。预学习的字典可以表示小数据集中的子

空间，可以提高图像的去噪性能。此外，基于训练数据得到的映射矩阵可以用于处理未参与训练的新样

本。采用对称 ADMM 将优化模型的目标函数分解为若干个子问题进行求解，大大减少了数据集中恢复

出干净数据的计算量并加快了算法的迭代速度。最后在 AR 数据集上的实验表明，该方法从噪声数据中

恢复具有低秩结构的干净数据方面优于其他方法。 
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