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摘  要 

因人们在社会中的不同角色的关系而会有不同的网络连接方式，网络结构对传染病的扩散也有重要的影

响，特别是近几年来，双层网络在传染病模型中被广泛运用。基于此，本文开展有限资源限制下的双层

网络间的传染病传播模型研究，其中一层是信息传播层，另一层是疾病传播层，两层的节点代表相同的

实体，但两层节点的连接方式不同。本文提出了双层网络上的UAU-SIS信息–疾病传播动力学模型，并

创新的引入资源函数μ，μ的数值是随着资源量和双层网络中被感染者人数的变化而变化的。通过马尔科

夫链的方法求出了疾病传播的阈值，并发现在合理的区间控制资源量对传染病的遏制具有影响。 
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Abstract 
Due to the different roles of people in society, there are different network connection modes, and 
the network structure also has an important impact on the spread of infectious diseases. In recent 
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years, especially, the two-layer network has been widely used in infectious disease models. Based 
on this, this paper studies the infectious disease spreading model between two-layer networks 
under the restriction of limited resources. One layer is the information dissemination layer, and 
the other layer is the disease dissemination layer. The nodes on both layers represent the same 
entity, but the connection mode of nodes on both layers is different. This paper proposes a 
UAU-SIS information-disease spreading dynamics model on the two-layer network, and innova-
tively introduces a resource function μ, whose value changes with the amount of resources and the 
number of infected people in the two-layer network. The threshold value of disease transmission 
is obtained by Markov chain method, and it is found that controlling the amount of resources 
within a reasonable range has an impact on the containment of infectious diseases. 
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1. 引言 

在传染病领域，复杂网络理论可以用于构建传染病传播模型，揭示疾病在网络中的传播规律，通过

考虑网络拓扑结构、节点间的联系方式以及传播动力学等因素，可以模拟传染病在人群中的传播路径和

速度[1] [2] [3]。通过评估不同的疾病控制策略的有效性，模拟传染病在网络中的传播过程，可以优化控

制措施，提高控制效率。利用复杂网络理论还可以对传染病的传播趋势进行预测和监测，及时发现传播

风险区域和高风险人群，为疫情预警和应急响应提供科学依据。 
双层网络模型被广泛应用于传染病的研究，为传染病研究提供了新的拓扑结构。一层为信息传播层，

另一层为疾病传播层，两层网络一般存在着相互影响的因素，因为随着传染病的爆发，不仅仅只存在着

病毒的传播，还伴随着一些信息或舆情，在双层网络中往往考虑了多个因素，例如信息层中的行为改变、

负面信息、个体意识等等[4] [5] [6]。2013 年，Granell 等人首次建立了信息传播和疾病传播的双层网络，

来探究以上两种传播过程的相互关系，并得到了流行病传播的阈值与双层网络拓扑结构变化的关系[7]。
通过对信息传播中社交媒体影响的深入研究，2014 年，Granell 等人提出了更加成熟的疾病传播双层网络

模型，并探讨了个体对疾病的认识与疾病传播之间的相互作用[8]。Kabir 和 Tanimoto 提出了疾病和个体

意识的双层传播模型 SIR-UA，来探究个体意识对疾病传播的影响，并测试了在不同的网络拓扑结构下模

型的效果[9]。在以上的双层网络研究中，两层节点均是一一对应的关系。而 Guo 等人建立了节点不是一

一对应情况下的疾病传播和信息传播的双层网络，探讨了上层和下层网络节点间的对应率对疾病传播阈

值的影响[10]。 
我们引入了资源函数[11]： 

 ( ) ( )1 0
0,

b
b I

I b
µ µ

µ µ
−

= +
+

 (1) 

其中 0µ 表示感染者的最小恢复率， 1µ 表示感染者的最大恢复率，b 代表资源量，I 表示已被感染的人数。

从式子中可以看出，函数 ( ),b Iµ 关于 b 是递增的函数，关于 I 是递减的函数，μ的数值在 0µ 和 1µ 之间。 
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2. UAU-SIS 双层网络模型建立 

本文构建的双层网络，如图 1 所示，下层是疾病传播物理层，上层是信息传播层，每一层网络的节

点数量为 N，且每一层网络的节点集合相同，信息传播层和疾病传播物理层的拓扑结构可以不相同。本

文假设两层网络结构均为静态网络。上层网络节点有 A (aware)和 U(unaware)两种状态，A 表示已知信息，

U 表示未知信息，下层网络节点有 S 和 I 两种状态，分别表示易感态和已感染态。因此网络中的节点理

应一共有四种状态：US、AS、UI、AI，因为易感染态是肯定知晓信息的，所以双层网络中节点为 UI 状

态的情况不存在。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of node status in two-layer network at a certain moment 
图 1. 某时刻双层网络节点状态示意图 

 
设 ija 和 ijb 分别是信息传播层和疾病传播层的邻接矩阵的元素。在 t 时刻，每个顶点 i 所处的状态概

率分别为： ( )US
iP t 、 ( )AS

iP t 、 ( )AI
iP t 。 ( )ir t 表示顶点 i 没有被任一邻点告知的概率， ( )U

iq t 表示网络中

无信息顶点 i 没有被其任一邻点感染的概率， ( )A
iq t 表示网络中无信息顶点 i 没有被其任一邻点感染的概

率， Aβ 表示网络中有信息健康节点患病的概率，设 Uβ 表示网络中无信息健康节点患病的概率，且
A Uβ γβ= 。 

用状态转移概率树可以很明了的看出节点的状态转移改变，因此构建了图 2 所示的状态转移概率树，

概率树的树根表示网络中的节点在 t 时刻可能的三种状态，叶子表示网络中的节点在 1t + 时刻可能的状态。

网络中节点的状态是在不断改变的，第一层箭头表示信息传播层节点状态改变，第二层箭头表示疾病物

理传播层节点状态改变，并且在过渡的箭头上标注相应的概率。 
若 i 节点为无信息节点，则与它相邻的有信息邻居的概率为 ( )A

ij ja P t ，则它被其中一个有信息邻居告

知的概率为 ( )A
ij ja P t λ ，不被该邻居告知的概率为 ( )1 A

ij ja P t λ− ，那么顶点 i 没有被任一邻点告知的概率

为 ir ，其数学表达式为： 
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Table 1. Meaning of model parameter symbols 
表 1. 模型参数符号的意义 

参数 意义 
A
iq  表示有信息节点 i 没有被其任一邻点感染的概率 
U
iq  表示无信息节点 i 没有被其任一邻点感染的概率 
Uβ  无信息健康节点患病的概率 
Aβ  有信息健康节点患病的概率 

ir  表示顶点 i 没有被任一邻点告知的概率 

δ  有信息节点变为无信息节点的概率 

λ  无信息节点变为有信息节点的概率 
µ  表示已感染节点变为易感染节点的概率 

 

 
Figure 2. Transition probability tree of three possible states of nodes in a two-layer network 
图 2. 双层网络中的节点可能处于的三种状态的转移概率树 

 

 ( ) ( )( )1 A
i ij j

j
r t a P t λ= −∑  (3.2) 

同理，有信息顶点 i 没有被其任一邻点感染的概率为 A
iq ，无信息顶点 i 没有被其任一邻点感染的概

率为 U
iq ，其对应的数学表达式为： 

 ( ) ( )( )1A AI A
i ij j

j
q t b P t β= −∑  (3.3) 

 ( ) ( )( )1U AI U
i ij j

j
q t b P t β= −∑  (3.4) 

其中， ( ) ( ) ( )A AS AI
j j jP t P t P t= + ，表示时刻 t 节点 j 处于有信息状态的概率。根据上述概念和等式，可以

从 t 推导出 1t + 的方程等式，从而得到顶点的马尔可夫链方程。 
得到等式： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1US US U AS U
i i i i i iP t P t r t q t P t q tδ+ = +  (3.5) 

同理可以得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 , 1 1AS AI US A AS A
i i i i i i i iP t P t b I P t r t q t P t q tµ δ+ = + − + −  (3.6) 

以及： 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
1 1 , [ 1 1

1 1 1 1

AI AI US A
i i i i i i

U AS U A
i i i i i

P t P t b I P t r t q t

r t q t P t q t q t

µ

δ δ

+ = − + − −

 + − + − + − −  

 (3.7) 
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3. 阈值求解 

为了得到传染病传播的阈值，需要求出顶点状态的马尔可夫链进化方程的稳定解，在稳定状态下即

t →∞： 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1
1

AI AI AI
i i i
US US US

i i i
AS AS AS

i i i

P t P t P
P t P t P
P t P t P

 + = =


+ = =
 + = =

 (3.8) 

在求阈值过程中，假设 1AI
i iP ε=  ，所以得到： 

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1

1 1

A AI A A
i ij j ij j

j j

U AI U U
i ij j ij j

j j

q t b P t b

q t b P t b

β β ε

β β ε

 = − = −



= − = −


∑ ∑

∑ ∑
 (3.9) 

并且在 t →∞时， 0I → ， ( ) ( ) ( )0 1 0 1,b I b I bµ µ µ µ µ= + − + → ，将 0AI
i iP ε= ≈ 、 ( ) 1,b Iµ µ→ 和(3-9)

带入到(3.5)~(3.7)中分别得到： 

 US US AS
i i i iP P r P δ= +  (3.10) 

 ( ) ( ) ( ), 1 1 1 1AS AI US A AS A
i i i i i ij j i ij j

j j
P P b I P r b P bµ β ε δ β ε

   
= + − − + − −      

   
∑ ∑  (3.11) 

 
( ) ( )

( )

11 1

1

AI AI US A U
i i i i ij j i ij j

j j

AS U A
i ij j ij j

j j

P P P r b r b

P b b

µ β ε β ε

δβ ε δ β ε

 
= − + − + 

 
 

+ + − 
 

∑ ∑

∑ ∑
 (3.12) 

又因为 0AI
i iP ε= ≈ ， ( ) 1 1A A

i ij j
j

q t bβ ε= − ≈∑ ，所以式子(3.11)可以化简成为： 

 ( ) ( )1 1AS US AS
i i i iP P r P δ= − + −  (3.13) 

(3.12)可以化简成为： 

 

( ) ( ){ }
( )

( )

1 1 1AI US A U AS U A
i i i i i ij j

j

US U AS U AS A
i i i i ij j

j

U US AS AS A
i i i i ij j

j

U AS AS A
i i ij j

j

P P r r P b

P r P P b

P r P P b

P P b

µ β β δβ δ β ε

β δβ β ε

β δ β ε

β β ε

 

   = − + + + −

 

 

  

= + +

= + +

= + 

∑

∑

∑

∑

 (3.14) 

又因为 A AI AS AS
i i i i iP P P P ε= + = + ， 1AI AS US

i i iP P P+ + = ，所以等式(3.14)可以进一步化简成为： 

 ( )( )1 1 1AI A U
i i i ij j

j
P P bµ γ ε γ β ε= + − − ∑  (3.15) 

因为 iε 的二阶项是 iε 一阶项的高阶无穷小，所以可以忽略省去，因此得到： 

 ( ) 11 1 0A
i ji ij jU

j
P b µ

γ δ ε
β

  − − − =   
∑  (3.16) 
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(其中 ijδ 是单位矩阵) 

因此等式(3.16)的解等价于求矩阵的特征值，令一个矩阵为 H，矩阵 H 的元素为 ( )1 1 A
ji i jih P bγ = − −  。

所以疾病传播的阈值是满足(3.16)的 Uβ 的最小值，因此当矩阵 H 的特征值取得最大值时， Uβ 的值能够

取得最小值，所以临界点为： 

 
( )
1

max

U
C H

µ
β

∧
=  (3.17) 

所以当 U U
Cβ β< 时，疾病将无法传开，若 U U

Cβ β> ，则传染病将一直存在，并且最后处于非零的稳

定状态。 
又由： 

 
1

US US AS
i i i i

US AS
i i

P P r P
P P

δ = +


+ =
 (3.18) 

得到： 

 1
1

A i
i

i

r
P

r δ
−

=
− +

 (3.19) 

又因为在稳定时刻(3.1)成立，带入上式中得到： 

 
( )

( )
1 1

1 1

A
ji jjA

i A
ji jj

a P
P

a P

λ

λ δ

− −
=

− − +

∏
∏

 (3.20) 

因此，将 A
iP 带入 ( )1 1 A

ji i jih P bγ = − −  中，即可得到矩阵 H 的最大特征值，带入(3.17)可以得到阈值

U
Cβ 。 

4. 数值模拟 
本节用 MATLAB 进行数值模拟，上下两层网络均构建有 1000 个节点，k = 6，连边概率 p = 0.3 的

WS 小世界网络。设定相同的初值 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 0 0.99,0,0.01US AS AIP P P =， 。 

图 3 取参数 λ = 0.015，δ = 0.01，βU = 0.15，βA = 0.05，μ0 = 0.05，b = 0.5 * N，在取不同的 μ1数值下

双层网络中三种状态的变化趋势。如图 3 中(a)，(b)所示，在选取 μ1 = 0.2 和 0.3 的情况下，双层网络中

AI 状态始终存在且最后处于稳定状态，此时的阈值 0.0944U
Cβ = 和 0.1396 均小于 βU = 0.15，因此疾病能

够传播扩散。如图 3 中(c)，(d)所示，在选取 μ1 = 0.4 和 0.5 的情况下，双层网络中 AI 状态的密度从增加

到减少到为 0，此时的阈值 0.1544U
Cβ = 和 0.1915 均大于 βU = 0.15，因此疾病不能传播扩散，数值模拟结

果验证了数学推导结果。 
图 4 中取参数 λ = 0.015，δ = 0.01，βU = 0.15，μ0 = 0.005，μ1 = 0.35，做出了在取不同的 βA数值下双

层网络中状态为 AI 的节点密度随着资源 b 的变化的拟合曲线，从图中可以看出随着资源 b 的增加，网络

中状态为 AI 的节点密度不断减少到一定的数值，且随着获取信息健康节点患病的概率 βA的增加，b 在数

值较小时网络中最终 AI 的节点密度差别不大，模型对 βA的敏感度较小，但随着 b 的数值增加，网络中

最终 AI 的节点密度变化较大，模型对 βA的敏感度较大。并且随着 b 的增加，AI 的拟合曲线的梯度逐渐

减小，且在 βA = 0.05 当 b 大于 0.8 时 AI 的密度不发生明显下降趋势，因此资源的提升在一定的范围内具

有显著的作用，且 b 的数值越小时发挥的作用越强。 
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Figure 3. The variation trend of three states under different μ1 values 
图 3. 不同 μ1数值下三种状态的变化趋势 

 

 
Figure 4. The influence of different values of βA on the node density of AI 
图 4. βA数值不同对 AI 的节点密度影响 
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5. 总结 

本文提出了双层网络上的 UAU-SIS 模型，并且画出了该模型的概率转移树，通过概率转移树、运用

MMCA 方法，求出传染病传播理论阈值并进行了分析。通过数值模拟验证了理论阈值的准确性和仿真模

型一定的正确性，得出以下结论： 
(1) 资源在一定的区间内对传染病控制具有很好的效果，适当的医疗资源对遏止传染病的传播和传染

病的控制有极好的效果，但是过多的医疗资源对控制疾病的效果不佳。 
(2) 发现信息在疾病防控中具有重要的作用，资源和信息都影响着疾病传播的范围，不同的无信息健

康节点患病的概率与有信息健康节点患病的概率比值将影响疾病是否爆发。 
(3) 通过构建不同的网络结构，发现当信息和物理传播层的聚类系数都更高时疾病也能更快扩散和爆

发，且感染密度更高，但当仅仅信息传播层的聚类系数高时，疾病得到了有效的控制，即信息在传播过

程中发挥了遏制疾病的作用。 
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