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摘  要 

非凸鲁棒张量主成分分析问题包括从被噪声破坏的张量中恢复低秩和稀疏部分，这在广泛的实际应用中

引起了极大的关注。然而，现有的非凸方法面临许多问题，其中最重要的两个问题是对特定非凸函数的

限制和低秩部分的信息损失。在本文，我们提出了一种广义非凸鲁棒张量主成分分析模型(N-RTPCA)，
其中包括一些最常用的非凸函数。并且提出了一个非凸ADMM算法来求解广义非凸鲁棒张量主成分分析

模型(N-RTPCA)。最后，实验部分通过模拟实验和真实图片的实验验证了所提方法的优越性。 
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Abstract 
The problem of nonconvex robust tensor principal component analysis, which consists of recov-
ering the low-rank part and sparse part of a tensor corrupted by noise, has attracted great atten-
tion in a wide range of practical applications. However, existing nonconvex methods face many 
problems, the two most important of which are the restriction to specific nonconvex functions and 
the loss of information in the low-rank part. In this paper, we propose a generalized nonconvex 
robust tensor principal component analysis model (N-RTPCA) which includes some of the most 
commonly used nonconvex functions. And a nonconvex ADMM algorithm is proposed to solve the 
generalized nonconvex robust tensor principal component analysis model (N-RTPCA). Finally, the 
experimental part verifies the superiority of the proposed method by simulation experiments and 
experiments on real pictures. 
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1. 引言 

张量是多维数组或矩阵的扩展，常用于表示和处理多维数据，目前已被广泛应用于实践中[1]。然而，

在实际应用中，张量的获取往往并不完美，通常会受到异常值或非高斯噪声(如稀疏噪声)的严重破坏，因

此，找到能处理带有噪声的张量数据的去噪方法至关重要。 
鲁棒张量主成分分析(RTPCA)，目的是从被稀疏噪声污染的张量中精确地恢复低秩部分，已被广泛

用于实践中，见[2]和[3]。具体来说，假设 是一个被稀疏噪声破坏的张量，RTPCA 指出该张量可以被

分解为两部分，即 = +   ，其中是低秩张量，  是稀释张量。RTPCA 的最小化问题表述如下： 

( ), 1min ,s.t. ,rank λ+ = +                                  (1) 

其中 ( )rank  代表张量秩，
1 代表 1 -范数。要实现这种想法，张量秩的定义及其严格松弛就成了一个不

可忽视的问题。一种被称为张量乘积(t-product) [4]的新方法被引入，它被作为矩阵乘法到张量的自然扩展。

这一进步促成了一种新颖的张量分解框架—张量奇异值分解(t-SVD)的发展。与其他分解不同，t-SVD 无需

对张量进行矩阵化即可进行计算。在 t-SVD 的基础上，[5]提出了张量管道秩的概念，以解决张量恢复问题。

从本质上讲，张量管道秩侧重于利用奇异值信息来揭示张量的内在结构。为了解决 RTPCA 问题，文献[6]
引入了张量平均秩的概念，证明了它与张量管道秩的密切联系。此外，他们还定义了一种新的张量核范数，

并在张量谱范数的单位球内建立了其凸包特性。那么，(1)中的 RTPCA 问题可以放宽为 

, 1min ,s.t. ,λ
∗
+ = +                                  (2) 

其中
∗

 表示张量核范数。模型(2)可用交替方向乘法(ADMM) [7]求解。该研究首次将 RPCA 直接扩展到

三向张量，并包含了矩阵情况下的所有特性。为了和统一的 RTPCA 问题区分，将模型(2)记为 TRPCA。

此外，张量管道秩和张量核范数已被广泛应用于张量恢复[8]和图像聚类[9]等众多领域。同时，一些基于

TNN 的改进方法也被提出来提高 TRPCA 的性能。文献[10]提出了一种基于低秩核矩阵的张量管道秩的近

似凸替代(IRTPCA)。然而，尽管张量核范数在 RTPCA 问题上取得了很好的效果，TRPCA 的这些改进方

法在张量互补以及张量去噪方面也取得了很好的性能，但它们仍然存在一些不可避免的缺点。 
首先，需要注意的是，张量核范数是张量平均秩的紧凸包络，而不是张量管道秩的凸包。因此，使

用这种松弛方法可能会导致(1)中原始 RTPCA 问题的次优解，从而与最小化管道秩产生差异。为了解决

这一局限性，人们在张量恢复问题中广泛探索了非凸松弛技术[11]-[13]。与经典的凸方法相比，这些非凸

方法表现出更高的精确度，突出了它们实现更精确解的潜力。例如，文献[14]提出了一个专门针对管道秩

的广义非凸框架，旨在解决张量补全问题。他们为这一框架内的精确和鲁棒恢复提供了理论保证。然而，

他们并没有考虑张量主成分分析问题(RTPCA 问题)。此外，现有的非凸算法主要适用于特定的非凸函数

[15] [16]。因此，有必要为 RTPCA 问题建立一个通用、统一的非凸框架。 
本文重点研究了非凸框架下的鲁棒张量主成分分析问题。主要贡献有三个方面。 
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首先，本文提出了广义非凸鲁棒张量主成分分析模型(N-RTPCA)，它保证了满足特定条件的非凸惩

罚函数的普遍性，比经典 TRPCA 获得了更好的低阶解。 
其次，文本提出了一个新的非凸 ADMM 算法来求解 N-RTPCA，并给出了算法的计算复杂度分析。 
最后，实验验证了 N-RTPCA 模型具有良好的张量恢复效果。同时，我们将这模型应用于实际图片

数据，结果证实了所提出的 N-RTPCA 模型优于经典 TRPCA 模型和较先进的 IRTPCA 方法。 

2. 相关知识 

为了更清晰的表述本文的工作，需要引入一些记号。对于 1 2 3
1 2, n n n× ×∈  ，张量内积被定义为

( ) ( )
1 2 1 2, ,i i

i=∑    。然后，沿着张量 第三维度的离散傅里叶变换(DFT)记为 ( ),[],3fft=  ，同

时逆 DFT 记为 ( ),[],3ifft=  。接下来，沿着张量第三维度矩阵化的算子被定义为 

( ) 3( )(1) (2); ; ; nunfold  =      ，该算子的逆算子被定义为 ( )( )fold unfold =  。 
定义 1 (T-product [4]) 假设 1 2 3

1
n n n× ×∈  and 2 3

2
n l n× ×∈ ，它们的 t-product 被定义为一个大小为

1 3n l n× × 的张量，记为 ( ) ( )( )1 2 1 1: fold bcirc unfold∗ = ⋅    。 
引理 1 (T-SVD [6]) 对于任意张量 1 2 3n n n× ×∈ ，它存在 t-SVD 如下式： 

∗= ∗ ∗    ， 

其中 1 1 3n n n× ×∈ ， 2 2 3n n n× ×∈ 是正交张量， 1 2 3n n n× ×∈ 是一个 F-对角张量。 
为了介绍所提出的非凸最小化模型，需要介绍张量管道秩的统一非凸替代、几个相关定义以及张量

管道核范数的部分和。 
 

Table 1. Some of the most commonly used non-convex penalty functions 
表 1. 一些最常用的非凸惩罚函数 

非凸函数 表达式( 0, 0, 0x β γ≥ > > ) 

Laplace 1 exp xβ
γ

  
− −  

  
 

Logarithm ( ) ( )log 1
log 1

xβ γ
γ

+
+

 

pL  ,0 1px pβ < <  

MCP 

2

2

, ,
2

1 , .
2

xx x

x

β γβ
γ

γβ γβ


− ≤


 >

 

Capped 1L  , ,
, .

x x
x

β γ
βγ γ

<
 ≥

 

SCAD ( )
( )

2 2

2

, ,
2 , ,

2 1

1
, .

2

x x
x x x

x

β β
γβ β β γβ
γ

β γ
γβ


 <
− + − ≤ < −
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
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定义 2 (统一非凸替代[14]) 假设 ∗= ∗ ∗    是张量 1 2 3n n n× ×∈ 的 t-SVD，其张量管道秩的统一非

凸替代定义为 

( ) ( )
3

1 13

1:
nm

ij
i jn

ψ σ
= =

Ψ = ∑∑ ，                               (3) 

其中 :ψ + +→  是一个连续、单调非递减的凹函数，且满足 

( ) ( )0 0, lim 0
x

x xψ ψ
→+∞

= = ， 

表 1 总结了文献[14]中提到的一系列常用的非凸惩罚函数。 
定义 3 (加权 t-TNN [14]) 对于张量 1 2 3n n n× ×∈ ，它的加权 t-TNN 被定义为 在傅里叶域上所有前向

切片的所有奇异值加权和，表示如下 
3

,
1 13

1:
nm

ij ij
i jn

ω σ
= =

= ∑∑W 
 ，                               (4) 

其中 ( )
3

ij m n
ω

×
=W 。 

定义 4 (加权 T-SVT [14]) 对于任意常数 0τ > 以及张量 1 2 3n n n× ×∈ ，假设其 t-SVD 为 ∗= ∗ ∗    ，

其加权 T-SVT (WTSVT)算子被定义为 

( ), ,:τ τ
∗= ∗ ∗W W     ，                              (5) 

其中 ( )( ), ,[],3τ τ= −W ifft   ， 1 2 3n n n× ×∈ 是一个 F-对角张量且它的第 j 个前向切片的对角元素等于权

重矩阵W 的第 j 列元素。 

3. 基于广义非凸框架的鲁棒张量主成分分析模型 

本节通过[14]中的广义非凸替代给出RTPCA的广义非凸框架。根据经典的基于TNN的RTPCA问题，

对于原始张量 1 2 3n n n× ×∈ 来说，它可以自然地由低秩张量和稀疏张量 组成。要从 中恢复理想的

和  ，需要求解最小化问题(2)，其中张量核范数被用作张量管秩的凸替代。 

3.1. 广义非凸鲁棒主成分分析模型 

然而，与 TNN 相比，非凸框架能带来更严密的管道秩替代。考虑到非凸替代的通用性，我们将广义

非凸鲁棒张量主成分分析模型称为 N-RTPCA，并将该模型表述为 

( ), 1min ,s.t. λΨ + = +                                  (6) 

从(6)可以看出，N-RTPCA 作为一个广义的非凸框架，包含一系列张量核范数的非凸替代。例如，文

献[15] [16]就是(6)的特例。 
尽管文献[15]提出了一种加权张量 SVT 算子来求解广义非凸管道秩最小化，但其重点在于张量补全

而非去噪，这导致其无法探究噪声的组成和分布。简而言之，与[15]中的管道秩最小化模型相比，模型(6)
多了一个 1 -范数约束，其目的是从原始张量中恢复低秩部分和稀疏部分。为此，我们提出了一种使用

WTSVT 算子的 ADMM 算法。下面，我们将详细介绍 ADMM 求解(6)的方法。 

3.2. 模型的优化算法 

首先(6)的增广拉格朗日函数写法如下： 

( ) ( ) 2
1, , ,

2
 Fµ

µλ= Ψ + + + − + + −L             ，            (7) 
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其中 µ 是增广拉格朗日惩罚参数，是对偶变量。在(7)的 ADMM 算法中，我们选择 0.015 作为惩罚参

数的初始值，并在每一步迭代中更新它。 
更新：关于变量的子问题表述为： 

( )
2

1 arg min
2

k k
k k

k F

µ
µ+ = Ψ + + − +


     ，                     (8) 

直接解决该子问题比较困难，因此需要对其进行松弛。考虑到非凸函数的凹性，上述子问题可以放

宽如下： 

( ) ( )( )3
2

1
1 13

1arg min
2

nm
k k k k k

k ij ij ij ij k
i j k Fn

µψ σ ω σ σ
µ+

= =

= + − + + − +∑∑


    ，         (9) 

然后，去掉常数项，根据方程(4)可以得出方程(9)与下面的问题等价： 
2

1 ,

1 1arg min
2

k
k k

k k Fµ µ+ = + + − +W 


     ，                   (10) 

根据相关理论[14]，我们可以通过以下 WTSVT 算子求解方程(10)： 

1 ,
k

k k
k

τ µ+

 
= − − 

 
W


    。                              (11) 

更新  ：关于变量  的子问题表述为： 
2

1 1

/

arg min
2

k

k k
k k

k F

k
k

k
λ µ

µλ
µ

µ

+ = + + − +

 
= − − 

 




    


  

，                      (12) 

其中 ( )τ ⋅ 是软阈值算子，被定义为 

( ) ( ) { }max ,0X sgn X Xτ τ= − 。                           (13) 

对于参数 µ 的选择和更新，本文设定初始值 0 0.015µ = ，算法更新的第 k 步中的参数 kµ 通过下式计

算： 

1k kµ ρµ −= ， 

其中 1.1ρ = 。最后，算法 1 总结了 N-RTPCA 的整个优化过程。 
 

算法 1 N-RTPCA 的 ADMM 算法 

输入：非凸函数Ψ 的公式， 1ρ > ， 1 2 3n n n× ×∈ ， λ  
初始化： 0 0 0 0 0= = = =    , 0 0.015µ = , 1e8maxµ = , 1e 8ε = − , 0k =  
While 不收敛： 

更新 1k+ ：通过算子(11)求解问题(10)得到 1k+  
更新 1k+ ：通过算子(13)求解问题(12)得到 1k+  

更新 1k+ ：通过 ( )( )1ij ij kω ψ σ +∈∂  得到 1k+ . 

( )1 1 1k k k k kµ+ + += + + −      
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续表 

( )1 maxmin ,k kµ ρµ µ+ =  

检查收敛条件： 

1 1

1

, ,k k k k

k k

ε ε

ε
+ +∞ ∞

+ ∞

− ≤ − ≤

+ − ≤

   

  
 

更新 1k k= +  
end while 

输出：低秩张量，稀疏张量   

3.3. 计算复杂度分析 

现在，给定一个原始张量 1 2 3n n n× ×∈ ，我们分别给出算法 1 的计算复杂度分析。算法 1 的每一个迭

代步需要分别更新， ，，。根据公式(13)，每一步中更新 的计算复杂度为 ( )1 2 3n n n 。然后，

由于更新需要计算 WTSVT 算子，而 WTSVT 算子已经包含了的更新，更新的计算复杂度与  相 

同，因此算法 1 每个迭代步骤的主要计算复杂度来自于更新，这需要计算 DFT 和 3 1
2

n + 
  

个 1 2n n× 矩 

阵的 SVDs。总的来说，算法 1 每一个迭代步中的计算复杂度为 ( )2
1 2 3 3 (1) (2) 3logn n n n n n n+ ，其中

( )(1) 1 2max ,n n n= ， ( )(2) 1 2min ,n n n= 。 

4. 实验 

在这些实验中，我们将实验结果与目前最先进的基于 t-SVD 方向的张量主成分分析方法进行了比较，

即 TRPCA [6]、IRTPCA [10]。上述方法的超参数都是根据理论值或实验最优值设定的，而我们提出的方

法的超参数设置为理论值 ( )1 2 31 max ,n n nλ = 。在所有实验中，我们从常用的满足属性[14]的非凸惩罚

函数中选择了性能非最佳的 SCAD 函数( 100γ = ， 0.95β = )。 
所有实验均在装有 Windows 10 和 MATLAB (R2019b)的电脑上进行，CPU 为英特尔酷睿 i5-7300HQ 

2.50 GHz，内存为 8 GB。 

4.1. 生成实验 

我们首先通过对生成的张量数据进行数值实验验证了所提方法的合理性和收敛性能，然后验证了所

提 N-RTPCA 对具有不同管道秩和不同稀疏噪声的张量的恢复能力。我们采用与文献[6]相同的生成方法，

随机生成一个大小为 n n n× × 、管道秩为 r 的张量 0 ，并分别取 50n = 和 100n = 。 0 的支持集Ω  (大小

为 m )是均匀随机选择的。为简单起见，张量 0 的稀疏度(即 0 上的非零元素个数)为 m。 
表 2 列出了两种拟议方法在不同管道等级和稀疏性条件下的恢复结果。具体而言，N-RTPCA 的结果

用 ， 表示。可以看出，N-RTPCA 在所有情况下都能提供正确的秩估计，而且相对误差都小于 10e−7。
同时，N-RTPCA 恢复稀疏部分的相对误差小于 10e−8，它在估计 0 方面也较为成功(在噪声稀疏时，能

近似到 m )。 

4.2. 在 Berkeley Segmentation 数据集上的恢复实验 

在本节中，为了评估所提出的方法在张量恢复方面的性能，我们将 N-RTPCA 应用于恢复被随机噪

声严重破坏的真实图像。由于彩色图像的 R、G、B 三通道可以定义为张量的三个前向切片，一个公认的

事实是彩色图像可以通过低秩矩阵或张量获得。实验表明，在恢复真实彩色图像数据方面，我们提出的

方法优于目前最先进的几种方法。 
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Table 2. Correct recovery for randomly generated tensors of different sizes 
表 2. 对不同大小的随机生成张量的正确恢复 

n  m  ( )tr   

0
  



0

0

F

F

− 


 



0

0

F

F

− 


 

( ) 3
0 0 0

0.1 , 0.05tr n m n= = =   

50 6250 5 6431 3.08e−7 2.44e−9 

100 5e4 10 53,214 5.14e−7 2.52e−9 

( ) 3
0 0 0

0.1 , 0.1tr n m n= = =   

50 12,500 5 13,873 3.42e−7 3.13e−9 

100 1e5 10 130,449 5.98e−7 3.39e−9 

( ) 3
0 0 0

0.2 , 0.05tr n m n= = =   

50 6250 10 13,168 3.01e−7 8.95e−9 

100 5e4 20 84,998 5.16e−7 7.15e−9 

( ) 3
0 0 0

0.2 , 0.1tr n m n= = =   

50 12,500 10 16,219 3.06e−7 5.89e−9 

100 1e5 20 126,464 5.35e−7 4.99e−9 

 
我们从伯克利分割数据集(BSD) [17]中随机选取了 20 幅大小为 321 × 481 × 3 的彩色图像进行恢复实

验。首先，我们用“CR”表示损坏率，它是张量中被稀疏噪声损坏的条目的比率。其次，对于每幅图像，

我们分别将 20%、25%和 30%的像素随机损坏为[0, 255]中的值。然后，针对带有不同比例噪声的图像，

我们使用 TRPCA、IRTPCA 和提出的新方法进行了恢复实验。最后，我们使用峰值信噪比(PSNR)和结构

相似性(SSIM)评估了可恢复性。众所周知，PSNR 和 SSIM 值越高，相应方法的恢复能力就越强。 
 
Table 3. Comparison of image “Lake” recovery when CR is 20%, 25% and 30% respectively 
表 3. CR 分别为 20%、25%和 30%时，图像“Lake”的恢复情况对比 

方法 
CR = 20% CR = 25% CR = 30% 

PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM 

TRPCA 27.12 0.9152 25.99 0.8875 24.85 0.8480 

IRTPCA 27.95 0.9225 25.88 0.8823 24.46 0.8253 

N-RTPCA 28.23 0.9278 26.93 0.8974 25.42 0.8472 

 

图 1 显示了 CR = 25%时三幅图像的恢复结果。为了突出我们提出的方法的优越性，表 3 详细介绍了

“湖泊”图像在三种不同噪声率下的恢复结果。最大的 PSNR 和 SSIM 值以粗体标出。首先，图 1 中的

可视化示例表明，与 TRPCA 相比，基于管道秩的非凸方法恢复的图像具有更清晰的结构和纹理。其次，
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从表 3 所示的 PSNR 和 SSIM 值中，我们可以得出结论：在大多数真实图像数据上，所提出的方法在恢

复性能上优于其他方法。这要归功于提出的方法对张量管道秩进行了更严格的替换，从而保留了张量低

秩部分的更多信息。因此，我们提出的方法具有更强的抗噪声能力。 
 

 
Figure 1. Comparison of the recovery performance of three example images corrupted by 25% random noise. From top to 
bottom, geese, lakes and starfish. (a) Original image. (b) Observed image. (c)~(e) Images recovered with TRPCA, IRTPCA 
and N-RTPCA, respectively 
图 1. 被 25%随机噪音破坏的三幅示例图像的恢复性能比较。从上到下依次为鹅、湖泊和海星。(a) 原始图像。(b) 观
察到的图像。(c)~(e) 分别用 TRPCA、IRTPCA 和 N-RTPCA 恢复的图像 

5. 总结 

本章采用广义非凸方法解决 RTPCA 问题，这项工作不仅将广义非凸框架很好地应用于 RTPCA 问题，

包括算法和理论的扩展，而且在开发改进模型的同时，还实现一些实验证明了模型在实际应用中的优越

性。具体地，非凸 RTPCA 对张量管道秩有更优的近似，通过求解 N-RTPCA 问题，能得到更接近于原始

张量的低秩张量。与此同时，通过我们的非凸 ADMM 算法求解 N-RTPCA 问题，能得到 N-RTPCA 问题

的最优解。不过，虽然这项工作成功地促进了 t-SVD 框架下 RTPCA 问题的发展，但这项工作的理论方

面研究甚少。探索基于张量非相干性条件的非凸理论恢复保证也是一个极其复杂但可行的方向。 
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