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摘  要 

具有两种材料双层热传导问题，由于具有两种传热性质不同的材料，标准的三角函数正交系难以满足两

种材料界面处温度和热流量的连续条件，问题难以求解。本文基于三角函数在正交性上良好的性质，根

据函数系正交性的定义，用连续条件构造了一个间断的三角函数正交系，并且该正交函数系的系数中含

有待定函数。利用该正交函数系级数展开的方法可以满足连续条件、边界条件和任意的初始条件，并且

其系数中的待定函数由连续条件和初始条件共同确定，而在一般情况下系数中的待定函数是由初始条件

决定的。该解析解与数值模拟对比一致性较好。文中提出的求解方法构造了一种新的间断的正交函数系，

为多相介质的热传导问题提供了解析解。也为其他多相介质求解析解或者求解不光滑的解析解提供了一

种新的思路。 
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Abstract 
Because there are two kinds of materials with different heat transfer properties, the standard 
trigonometric orthogonal system makes it difficult to meet the continuous conditions of tempera-
ture and heat flow at the interface of the two materials, and the problem is difficult to solve. In this 
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paper, a discontinuous orthogonal system of trigonometric functions is constructed based on the 
good properties of orthogonality of trigonometric functions and the definition of orthogonality of 
function systems, and its coefficients contain undetermined functions. The continuous condition, 
boundary condition and any initial condition can be satisfied by the method of series expansion of 
the orthogonal system of functions, and the undetermined function in the coefficient is deter-
mined by the continuous condition and the initial condition together. In contrast, the initial condi-
tion, in general, determines the undetermined function in the coefficient. The analytical solution is 
in good agreement with the numerical simulation. The method proposed in this paper constructs a 
new discontinuous orthogonal function system, which provides an analytical solution for the heat 
conduction problem in multiphase media. It also provides a new way of thinking for solving ana-
lytic solutions of other polyphase media or solving non-smooth analytical solutions. 
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1. 引言 

热传导方程，是偏微分方程中最重要的基本方程，是空气动力学、弹性力学、电动力学、流体动力

学、近场动力学、量子力学、等离子体物理、数字信号处理等领域的基本理论方程[1] [2]；多相介质热传

导问题的研究方法，对上述领域相关问题研究大多有借鉴意义[3]；也即，热传导问题的研究成果可为上

述力学领域的研究提供理论支撑。 
对于经典的一维有限区间热传导问题，将材料的热参数假定为已知常数，标准的三角函数正交系[4]

就可以满足边界条件和任给的初始条件。对于无限区域上的热传导问题，可利用 Fourier 变换和 Laplace
变换等积分变换方法[5]求解，这也是这类问题的基本解。 

从 1822年第一个热传导模型被解出以来[6]，热传导方程一直是数学物理方法研究的基础内容之一[7] 
[8]。但至今为止还有一些比较常见的问题难以直接用现有的正交函数系求解，如多相介质的热传导问题

[9] [10]，或非线性方程[11]等问题。在求解两种介质中的温度场分布的过程中，正交函数系需要满足界

面处的温度和热流量连续条件，一般连续的正交函数系难以满足，因此无法直接求解。 
正因为界面处连续条件的特殊性，导致这方面的理论研究较少；但两相热传导问题在自然界中十分

普遍[12]-[14]，所以他的解析解在相应的研究中十分重要[15] [16]。针对上述问题，无法根据现有的文献

求解，故本文基于分离变量法[17]，根据界面处的连续条件[18]构造了间断的正交函数系，该函数系可以

满足边界条件和界面处的连续条件，用级数叠加的方式满足了任給的初始条件，求出了该问题的解。这

种求解方法，可为类似的多相热传导问题[19] [20]或其他多相的偏微分方程问题提供一种求得解析解的方

法。 

2. 基本模型 

2.1. 控制方程的通解 

首先确定一个半径为 r1 和 r2 的同心圆球域(见图 1)。原点 O 位于圆域的中心(坐标(0,0))。其中，
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[ ]1 10,I r⊂ ， ( ]2 1 2,I r r⊂ 。 
 

 
Figure 1. Spherical coordinates of the double 
layer 
图 1. 双层球面坐标 

 
蓝色部分为区域 I1，黄色部分为区域 I2。控制方程分别如下： 

1 1
1 1

1 1

0 , 0u k u r r t
t c ρ

∂
= ∆ ≤ ≤ ≥

∂
 

2 2
2 2

2 2

0 , 0u k u r r t
t c ρ

∂
= ∆ ≤ ≤ ≥

∂
 

u 为温度分布函数，k，ρ，c 分别是导热系数、密度、比热容。下标 1 和 2 分别代表区域 I1 和 I2。 
球对称的热传导方程式(1)如下 

2
1 1 1 1 1

2
1 1 1 1

12u k u k u
t c r r c rρ ρ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 

用变量分离法[17]可得，通解为 

( ) ( )
2 21 1

1 1 1 1
1 1 2

1 1cos e sin e
k kt t

c cu C r C r
r r

β β
ρ ρβ β

− −

= +                        (1) 

相同的，区域 I2 的通解为 

( )( ) ( )( )
2 22 2

2 2 2 2
2 1 2 2 2

1 1cos e sin e
k kt t

c cu D r r D r r
r r

ω ω
ρ ρω ω

− −

= − + −                  (2) 

其中 β 和ω 是特征值，C1、C2、D1 和 D2 是待定常数。 

2.2. 边界条件，初始条件和连续条件 

球对称的状态下， 0r = 处的边界条件为 

1

0

0
r

u
r =

∂
=

∂
                                        (3) 

2r r= 处的边界条件为 
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2

23 4
2 0

r r

u u
r

α α
=

∂ + = ∂ 
                                    (4) 

其中 3α 和 4α 是常数。 1r r= 处的连续条件为 

1 11 2r r r ru u
= =

=                                         (5) 

1 1

1 2
1 2

r r r r

u uk k
r r= =

∂ ∂
=

∂ ∂
                                     (6) 

初始条件分别为 

( )1 10tu rϕ
=
=                                         (7) 

( )2 20tu rϕ
=
=                                         (8) 

3. 两相介质热传导问题的解 

3.1. 满足边界条件 

将通解(1)式代入边界条件(3)式，得待定系数 1 0C = ，将通解(2)式代入边界条件(4)式，得待定系数，

( )3 2 4 1 3 2r D Dα α ωα− = 。简写为 1 2D B D= ， 2 1D B D= ，其中， 1 3 2 4B rα α= − ， 2 3B ωα= ，得到满足边

界条件的通解如下 

( )
2 1

1 1
1 2

1 sin e
k t

cu C r
r

β
ρβ

−

=                                 (9) 

( )( )( ) ( )( )( )
2 22 2

2 2 2 2
2 2 2 1 2

1 1cos e + sin e
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ω ω
ρ ρω ω

− −

= − −             (10) 

3.2. 满足连续条件的间断正交函数系 

将满足边界条件的解式(9)和(10)代入连续条件(5)式和(6)式，分别得 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
2 2 21 2 2

1 1 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1 2sin e cos e sin e
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从上两式中可以看出，要满足所有 0t > 的连续条件，前提是变量分离后的时间项相等，如下 
2 21 2

1 1 2 2e e
k kt t

c c
β ω

ρ ρ
− −

=  

由此可得 ( ) ( )2 2
1 2 2 2 1 1k c k cω β ρ ρ= ，简写 Kω β= ，为了方便证明函数系的正交性，将通解简写为 

1 2 1 1
1

n n n nu C T
r

φ=                                    (11) 

2 2 1
1

n n n nu D T
r

φ=                                    (12) 

其中 ( )1 sinn nrφ β= ， ( )( ) ( )( )2 2 2 1 2cos sinn n n nB K r r B K r rφ β β= − + − ，
2 1

1 1
1 e

n
k t

c
nT

β
ρ

−

= ，整理可得， 
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其中 ( )1 1n rφ ， ( )2 1n rφ ， ( )1 1m rφ 和 ( )2 1m rφ 分别为函数 1nφ 2nφ 1nφ 和 2mφ 在 1r r= 处的取值。将通解(11)式和(12)
式代入连续条件(5)式和(6)式，联立可得 

( )
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                          (15) 

联立(13)式(14)式和(15)式 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1

2
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1 20
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d d 0
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(16)式说明，在 ( )20,r r∈ 上有间断的正交函数系 ( )n rφ ，满足正交性如下 

2
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∫∫  

根据函数系的正交性确定待定系数的表达式如下， 
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其中含有待定函数 3ϕ 和 4ϕ ，将待定系数表达式带入连续条件(5)式，求出待定函数 3ϕ 和 4ϕ ，最终得待定

系数如下 
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                 (18) 

4. 结果与分析 

就前几节阐述的问题而言，本文总共分析了 4 种不同的参数和初始条件组合的例子(见表 1)。 
本文用 matlab 自编程序实现了理论解中特征值的取值，计算了函数系的系数，实现了理论解和数值

解的可视化。自编程序代码与详细的理论推导过程见附件 1，分析结果见图 2~图 5。 
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Table 1. Thermal properties 
表 1. 材料的热属性 

例 1k  2k  1c  2c  1ρ  2ρ  1r  2r  3α  4α  2 0t
u

=
 1 0t

u
=

 

1 1 11 2 12 3 13 4 20 1 3 20 20 

2 21 51 32 42 3 33 8 10 1 1 e x−  x 

3 2 51 37 4 7 33 4 10 1 1 sine x  sin x  

4 47 3 38 5 7 28 5 10 1 1 20 -20 

 

 
(a)                                                (b) 

Figure 2. Temperature distribution (a) and error (b) of theoretical solution and numerical solution at 200 s, 400 s, 600 s, 800 
s and 1000 s respectively under the parameter combination of Example 1 
图 2. 例 1 的参数组合下，理论解和数值解分别在 200 s、400 s、600 s、800 s、1000 s 时的温度分布(a)和误差(b) 
 

 
(a)                                                  (b) 

Figure 3. Temperature distribution (a) and error (b) of theoretical solution and numerical solution at 200 s, 400 s, 600 s, 800 
s and 1000 s respectively under the parameter combination of Example 2 
图 3. 例 2 的参数组合下，理论解和数值解分别在 200 s、400 s、600 s、800 s、1000 s 时的温度分布(a)和误差(b) 
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(a)                                                (b) 

Figure 4. Temperature distribution (a) and error (b) of theoretical solution and numerical solution at 200 s, 400 s, 600 s, 800 
s and 1000 s respectively under the parameter combination of Example 3 
图 4. 例 3 的参数组合下，理论解和数值解分别在 200 s、400 s、600 s、800 s、1000 s 时的温度分布(a)和误差(b) 
 

   
(a)                                                  (b) 

Figure 5. Temperature distribution (a) and error (b) of theoretical solution and numerical solution at 200 s, 400 s, 600 s, 800 
s and 1000 s respectively under the parameter combination of Example 4 
图 5. 例 4 的参数组合下，理论解和数值解分别在 200 s、400 s、600 s、800 s、1000 s 时的温度分布(a)和误差(b) 

 
图 2~图 5 的两相材料中的温度分布结果显示，温度在两种材料的界面处连续，满足连续条件式(5)，

而温度梯度在界面处会产生突变。温度梯度突变的比例满足连续条件式(6)，与两种材料对应的热传导系

数 k1 和 k2 成反比。解析解与数值解的误差在各种参数与初始条件的组合情况下，始终小于 5%，具体精

度受 matlab 自编程序代码影响。数值解的网格密度与解析解计算系数时的积分精度，会影响解析解与数

值解的误差。在以上所有情况下，解析解与数值解的温度结果高度一致。这说明该解析解是有效且准确

的。可以为双层球体中的温度分布和其他不光滑的解析解求解提供参考。 

5. 结论 

本文通过理论分析结合数值模拟，得出结论如下。 
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1) 用两种介质间温度的连续条件，构造了间断的正交函数系，利用该间断的正交函数系首次推导出

了任给初始条件下双层热传导问题的解析解。说明间断的正交函数系可以以级数的形式逼近初始条件，

从理论求解过程可见，间断的正交函数系在两相介质中的与连续的正交函数系在单相介质中的地位相同。 
2) 本研究提出的间断正交函数系，可以有效地满足两相介质的初始条件，对多相介质的问题的理论

求解具有一定意义。这将为多相介质的解析解求解提供一种新的思路。并对以其他正交函数系为解答的，

多相介质问题提供一种构造解析解的思路。该间断正交函数系本身也可以作为一种间断的解析解，满足

相关的间断解的问题。 
3) 当两相介质的“热传导系数/比热容/密度”的差异较大时，界面处的温度梯度变化较大。理论解

与数值模拟间的误差在界面两侧的波动较大。不同的界面位置和不同的初始温度分布则对上述规律的影

响较小。 
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