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摘  要 

实际运行中的单关节机器人系统往往面临模型参数摄动及未知外部扰动等非精确建模因素的影响，这给

高精度轨迹跟踪控制带来了挑战。针对这一问题，本文提出了一种基于反步法的鲁棒自适应跟踪控制策

略。首先，建立了考虑外部扰动的严格反馈非线性系统模型。随后，针对系统中存在的未知非线性动态，

引入一个未知常数作为其上界的核心参数，并设计自适应律对其进行在线估计，以补偿不确定性对系统

的影响。在控制器设计过程中，结合Lyapunov稳定性理论，逐步构造虚拟控制律与实际控制律，并利用

不等式放缩技巧处理非线性耦合项。理论分析证明，所提方法能保证闭环系统中所有信号一致最终有界，

且通过调节设计参数可使跟踪误差收敛至原点任意小的邻域内。最后，仿真结果表明，系统输出能够快

速、准确地跟踪期望轨迹，验证了该控制策略在处理模型不确定性方面的有效性和可行性。 
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Abstract 
In practical operation, single-joint robotic systems often face challenges posed by imprecise modeling, 
such as parameter perturbations and unknown external disturbances, which pose difficulties for 
high-precision trajectory tracking control. To address this issue, this paper proposes a robust adaptive 
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tracking control strategy based on backstepping. First, a strict-feedback nonlinear system model ac-
counting for external disturbances is established. Subsequently, to handle the unknown nonlinear 
dynamics in the system, an unknown constant is introduced as the core parameter that defines an 
upper bound for it, and an adaptive law is designed to estimate it online, compensating for the im-
pact of uncertainties. During controller design, the Lyapunov stability theory is employed to construct 
virtual and actual control laws step by step, while inequality techniques are used to manage nonlin-
ear coupling terms. Theoretical analysis demonstrates that the proposed method ensures that all 
signals in the closed-loop system are uniformly ultimately bounded, and by adjusting design param-
eters, the tracking error can be made to converge to an arbitrarily small neighborhood of the origin. 
Finally, simulation results show that the system output can quickly and accurately track the desired 
trajectory, validating the effectiveness and feasibility of this control strategy in handling model un-
certainties. 
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1. 引言 

研究非线性反馈的方法有很多，各种方法有各自的优点，例如有通过神经网络[1] [2]作为非线性反馈

的，是一种高度不确定非线性系统，不依赖于状态估计的直接自适应输出反馈控制设计方法。还有通过

模糊控制[3] [4]设计控制器，并通过模糊逻辑系统的万能逼近性能对非线性系统中的不确定性因素进行辨

析识别，设计出具有约束条件的控制器。通过模糊控制器和反步法结合设计[5]，有约束的反馈设计[6]，
还有基于观测器反馈的非线性控制器设计，通过设计扰动观测器[7]补偿系统中的未知扰动。PID 控制反

馈[8] [9]和 H∞控制反馈[10] [11]的非线性系统也具有其各自的优缺点。 
本文首先对系统进行精确建模，包括系统参数、外部扰动和内部不确定性。这些不确定性因素会显

著降低传统控制器的跟踪精度甚至导致系统失稳。尽管自适应控制和鲁棒控制理论已相对成熟，但如何

针对单关节机器人设计一个结构简洁、既能在线估计未知动态又能保证暂态性能的控制器，仍然是一个

具有工程实际意义的问题。基于此，引入核心函数对系统中的未知非线性项进行参数化逼近，结合反步

法设计自适应控制器，旨在解决经典系统在非精确建模条件下的高精度跟踪问题。因此，选择一个合适

的核心函数，这个函数能够反映系统的行为和控制目标。核心函数通常与系统的性能指标相关，如稳态

误差、过渡过程等。基于核心函数，设计一个控制器，使得系统的性能指标达到最优。这个控制器需要

能够适应系统参数的变化和外部扰动。对设计的控制器进行稳定性分析，确保在不确定性和外部扰动的

情况下，系统仍然稳定。通过仿真和实验验证控制策略的有效性，调整控制器参数以满足实际应用的需

求。研究严格反馈非线性系统状态反馈下的机器人系统自适应跟踪控制问题。通过对严格反馈非线性系

统的建模和分析，结合自适应控制理论和技术[12] [13]，提出一种有效的控制方法。该方法能够实现机器

人系统对参考轨迹的高精度跟踪，同时具有较强的鲁棒性和适应性。首先，介绍了严格反馈非线性系统

和机器人系统的基本概念和特点。然后，对严格反馈非线性系统的建模和分析方法进行了详细阐述。接

着，介绍了自适应控制理论和技术，并将其应用于机器人系统的自适应跟踪控制中。最后，通过仿真实

验和实际应用验证了所提出的控制方法的有效性和可行性。 
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2. 问题描述 

本文主要研究已知参数严格反馈非线性机器人系统，通过反步法设计控制器，运用状态反馈的方法

使机器人系统跟踪上目标。严格反馈非线性系统的输出不会对系统的输入产生反馈影响的一种系统，是

一种不可参数分解的系统。严格反馈非线性系统的应用涵盖了控制工程、机器人技术、信号处理、工业

生产等多个领域，为系统建模、分析和控制提供了重要的理论基础和工具。 

2.1. 机器人数学模型 

考虑如下不可参数分解的单关节机械臂系统： 

 ( ) ( )sin ,Mq Bq N q d t uθ+ + + =   (1) 

其中， q∈， q∈ 分别代表机器人系统的位移和速度； u∈是控制输入； ( )0.1sind tθ= ∈代表外

界干扰；选取系统参数 1M = ， 1B = ， 10N = ， 1θ = 。 
把上述机器人系统化为状态空间表达的形式，让 1 2,x q x q= = ，我们可以得到如下状态空间表达式： 

 ( ) ( )
1 2

2 2 110sin ,
x x
x x x d t u
y x

θ
=

 = − − − +
 =



  (2) 

其中， 1 2,x x ∈； ( ) ( )2 1 2 2 1, , 10sin ,f x x x x d tθ θ= − − − ∈是光滑非线性函数，u∈是控制输入； y∈
是系统输出。 

假设 1. 系统状态 1 2,x x ∈、 2x 完全可观。 

假设 2. 理想信号 ( )dy t 及其导数 ( )k
dy 已知有界且分段连续。 

2.2. 相关定义引理及定理 

命题 1. 存在 2 0a > 和光滑函数 ( )2 1 2, 0x xϕ ≥ ，使得 ( ) ( )2 1 2 2 2 1 2, , ,f x x a x xθ ϕ≤ 。 

证明：由 ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1, , 10sin ,f x x x x d tθ θ= − − − ， 

所以 

( ) ( ) ( )2 1 2 2 1

2

, , 10sin ,

10.1

f x x x x d t

x

θ θ≤ + +

≤ +
 (3) 

故存在 2 0a > 使得 ( ) ( )2 1 2 2 2 1 2, , ,f x x a x xθ ϕ≤ ,当 2 2 10.1xϕ ≤ + 时， 2 1a ≥ 。当 2 2 10.1xϕ > + 时，

20 1a< < 。 

引理 1. [13]考虑变量 ,n nx y∈ ∈  和满足
1 1 1
p q
+ = 的常数 p 和 q，对于任意的 0ε > ，以下不等式成

立： 

T 1p
p q

qx y x y
p q
ε

ε
≤ +  

值得注意，当 x∈时，可以改写为 
2 2

2 2
x yxy ≤ +  

2
2

4
yxy x≤ +  
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3. 鲁棒控制器设计 

控制器设计的目标是要使系统信号 1x 跟踪上理想信号，通过设计 Lyapunov 函数判定状态量 1x 、状态

量 2x 和自适应率 b̂ 是否收敛，从而判断系统是否稳定。 
步骤 1. 定义如下形式坐标变换 

 1 1

2 2 1

dz x y
z x α
= −

 = −
 (4) 

其中 1z 是真实误差， 2z 是虚拟误差， 1α 是需要设计的虚拟控制器，因为 2 2 1x z α= + ，真误差 1z 的时间导

数为 

 1 2 1 dz z yα= + −   (5) 

为了更清晰地掌握鲁棒自适应控制方法的思路，选取以下 Lyapunov 函数 

 2
1 1

1
2

V z=  (6) 

其关于时间 t 的导数为 

 ( )1 1 2 1 dV z z yα= + −

  (7) 

设计虚拟控制器 1α 为 

 1 1 1 dc z yα = − +   (8) 

其中 1 0c > 是设计参数，将虚拟控制器代入(7)式，可得 

 2
1 1 1 1 2V c z z z= − +  (9) 

步骤 2. 定义如下控制律 

 2u α=  (10) 

根据坐标变换，注意到虚拟控制器 1α 是关于状态 1x ，理想信号 dy 、 dy 的函数，因此 

 ( )
( )

1
11 1

1 2
01

k
dk

k d

x y
x y
α α

α +

=

∂ ∂
= +
∂ ∂

∑  (11) 

 
( )

( )

2 2 1
1

11 1
2 2 2

01

k
dk

k d

z x

f x y
x y

α
α α

α +

=

= −

∂ ∂
= + − −

∂ ∂
∑



 (12) 

定义 Lyapunov 函数 

 2
21 1 2

1
2

V V z= +  (13) 

则 Lyapunov 函数 21V 的导数为 

 2
21 1 1 2 2V c z z α≤ − + +Ξ  (14) 

其中 

 ( )
( )

1
11 1

2 2 2 1 2
01

k
dk

k d

z f x y z z
x y
α α +

=

 
Ξ   

 

∂ ∂
= − − +

∂ ∂
∑  (15) 
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是总的非线性项，对Ξ利用引理 1，可以得到以下四个不等式 

 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1
4

z f z a a zϕ ϕ≤ ≤ +  (16) 

 
2

21 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1

1
4

z x z x z x
x x x
α α α ∂ ∂ ∂

− ≤ × ≤ + ∂ ∂ ∂ 
 (17) 

 ( )
( )

( )
( )

2
1 1

1 121 1
2 2

0 0

1
4

k k
d dk k

k kd d

z y z y
y y
α α+ +

= =

 ∂ ∂
− ≤ +  ∂ ∂ 
∑ ∑  (18) 

 2 2
1 2 1 2

1
4

z z z z≤ +  (19) 

利用以上四个等式对Ξ放缩为 

 2
2 2 1bz φΞ ≤ +  (20) 

2φ 定义如下 

 ( )
( )

22 1
12 21 1

2 2 2 1
01

k
dk

k d

x y z
x y
α α

φ ϕ +

=

 ∂ ∂
= + + +  ∂ ∂

 
 
   

∑  (21) 

其中 

 { }2
2max 1,b a=  (22) 

式(14)可进一步写为： 

 2 2
21 1 1 2 2 2 2 1V c z z bzα φ≤ − + + +  (23) 

定义如下 Lyapunov 函数： 

 2
2 21

1
2

V V b
γ

= +   (24) 

则 Lyapunov 函数 2V 的导数为： 

 
.

2 2
2 1 1 2 2 2 2

11V c z z bz b bα φ
γ

≤ − + + + − 


  (25) 

其中， ˆb b b= − 是参数估计误差，所以
..

b b= −  ，b̂ 是未知虚拟参数 b 的估计值，γ 是正的设计参数。真实

控制器 2α 为 

 2 2 2 2 2c z bzα φ= − −   (26) 

其中， 2 0c > 是设计参数，自适应律设计为 

 ( )
.

2
2 2

ˆ ˆ, 0 0b z b bγ φ σ= − ≥  (27) 

其中， γ 和σ 是正的参数， ( )ˆ 0b 是参数估计 ( )b̂ t 的初始值。 

 
( )2

2 2

2
2 2

1 1ˆ ˆ

ˆ

bb b z b

bz bb

γ φ σ
γ γ

σφ
γ

− = − −

= − +



 

 

 (28) 
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( ) ( )2
1 1

2 2 2
2

2 2
2

1 1
2 2
1 1
2 2

bb b b b bb b

b b b

b b

σ σ σ
γ γ γ

σ
γ
σ
γ

= − = −

≤ + −

= −

 
 
 
 
 
 


    

 



 (29) 

将虚拟控制器代入 2 2z α ，利用自适应律表达式(27)，式(25)可进一步放缩为 

 2 2 2
2 1 1 2 2 2

V c z c z bσ
γ

≤ − − − + ∆
  (30) 

其中 

 21
2

bσ
γ

∆ = +  (31) 

定理 1. 对于机器人控制系统满足假设 1、假设 2 和命题 1 的不可参数分解的严格反馈非线性系统，

设计的鲁棒控制器(10)和自适应率律(27)，提出的算法不仅保证闭环系统所有信号有界，同时保证跟踪信

号收敛到原点的足够小区域。 
证明：如果 Lyapunov 候选函数为  

 2V V=  (32) 

则根据式(30)可得 

 2V V Cρ≤ − +  (33) 

其中， { }1 2min , , 0c cρ σ= > ；C = ∆。 

首先，分析闭环系统信号的有界性。根据式(30)可以得到 ( )V t L∞∈ ，因此 1z L∞∈ ， 2z L∞∈ ，b L∞∈ ，

因为 ˆb b b= − ，所以 b̂ L∞∈ 。根据坐标变换 1 1 dz x y= − ，且 dy L∞∈ ，则 1x L∞∈ 。根据虚拟控制器 1α 表达

式可以看出是有界的。因为 2φ 有界，所以真实控制器 2α 和自适应律
.

b 有界。同理可以判断系统状态 2x ，

真实控制器 u 有界。 
其次，分析跟踪性能，式(33)可写为以下形式 

 2
2 1 1V c z C≤ − +  (34) 

当 ( )1 1z C cµ> + 时。 2V 为负，其中 µ 是一个小常数，因此 1z 会进入并停留在紧凑集合

( ){ }1 1 1 1|z z z C cµ= ∈ ≤ +Ω  ，通过增加设计参数 1c 可确保得到较好的跟踪效果。 

4. 仿真及结果分析 

4.1. 仿真参数 

机器人系统要跟踪上设计的信号并使其稳定，采用如下仿真参数：设计的跟踪信号 ( )0.5sindy t= ，

2 2 15xϕ = + ， 1 6c = ， 2 6c = ， 0.5γ = ， 0.5σ = ，初始值 ( )1 0 0x = ， ( )2 0 0x = ， ˆ 0b = 。 

4.2. 仿真结果 

如图 1 所示，理想信号 ( )dy t 可以跟踪上状态量 1x ，我们可以调节设计参数 1c 就可以调节控制的跟踪

误差。在初始阶段，由于系统状态 ( )1 0 0x = 与理想信号存在微小偏差，系统存在短暂的动态调节过程；
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但随后实际输出与理想信号的曲线几乎重合，呈现出良好的稳态跟踪性能。这验证了基于反步法设计的

控制器在实现轨迹跟踪方面的有效性。 
 

 
Figure 1. ( )dy t 、 1x  simulation diagram 

图 1. ( )dy t 、 1x 仿真线图 

 

 
Figure 2. u  simulation diagram 
图 2. u 仿真线图 

 
图 2 为控制输入 u 的仿真曲线。由图可知，控制信号 u 整体平滑且有界，未出现高频抖振或发散现

象。这表明所设计的控制器不仅能够驱动系统稳定运行，而且具有良好的工程可实现性。结合图 1 的跟

踪效果，验证了控制方案的有效性。 
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Figure 3. b̂  simulation diagram 
图 3. b̂ 仿真线图 

 
图 3 为自适应参数 b̂ 的估计曲线。从图中可以看出， b̂ 在初始阶段经过短暂调整后，迅速收敛至稳

定值附近，并在后续时间内保持有界且无明显波动。这表明所设计的自适应律(27)能够有效在线估计未知

参数 b，参数估计误差最终一致有界。结合定理 1 的 Lyapunov 稳定性分析， b̂ 的收敛性进一步验证了闭

环系统所有信号有界的理论结论，证明了控制方案中参数估计部分的准确性与有效性。 

5. 结论 

本文针对单关节机器人系统的轨迹跟踪问题，提出了一种基于反步法的鲁棒自适应控制策略。在建

立考虑外部扰动的严格反馈非线性系统模型的基础上，结合 Lyapunov 稳定性理论，逐步设计了虚拟控制

器、实际控制律以及参数自适应更新律。所设计的控制器能够在线估计系统非线性项的上界参数，有效

克服了模型不确定性和外部扰动对跟踪性能的影响。理论分析表明，通过合理调节设计参数 1c 、 2c 等，

可将跟踪误差收敛到原点附近任意小的邻域内，且闭环系统中所有信号均有界。仿真结果验证了控制方

案的有效性：系统输出能够快速准确地跟踪理想信号，动态响应平稳，稳态误差小；控制输入曲线平滑

有界，具有良好的工程可实现性；自适应参数估计收敛迅速，验证了 Lyapunov 稳定性分析的正确性。本

文方法解决了传统控制技术中跟踪误差大、抗扰能力弱的问题，为机器人高精度跟踪控制提供了一种结

构简洁、稳定性严格保证的有效方案。 
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