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Abstract: This paper according to the matrix form of Schrödinger equation of n-dimension coupled harmonic oscillator, 
on the basis of representation theory, the element of matrix Hnn of Hamiltonian operator Ĥ  is derived. Through con-
structing one of complete normed linear space, the Hnn is proved to be boundedness in this space by using functional 
theory, and eigenvalue E of Hamiltonian operator is obtained; and then the author get the spectrum condition number 
formula of E that is made use of matrix theory. From this expressions, the formula of operator norm of energy E and 
harmonic oscillator’s  state is acquired. Researching the relationship between spectrum condition number of E and 
operator norm, the supremum and infimum of E operator norm is estimated, the reason of numerical size of energy 
spectrum condition number is presented. It turned out that: when the approximately range of spectrum condition number 
and operator norm is achieved, under the representation theory frame, the difference degree between two states of har-
monic oscillator are estimated, which in terms of the exactly value of spectrum condition number, and analysis the fea-
ture states of harmonic oscillator. 
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摘  要：本文根据 n 维耦合谐振子矩阵形式的薛定谔(Schrödinger)方程，在表象理论的基础上，得到了哈密顿

(Hamiltonian)算子 Ĥ 的矩阵元 Hnn。通过构建一类完备的赋范线性空间，由泛函理论，证明了 Hnn在此空间中是

有界算子，同时求得哈密顿算子的本征值 E；进而利用矩阵理论得到 E 的谱条件数公式。从这个表达式出发，

得到了能量 E 的算子范数与谐振子的状态 之间的关系式；研究了 E 的谱条件数与算子范数之间的关系，并估

算 E 的算子范数上、下界的值，给出了能量谱条件数值大小的原因。结果表明：求出谱条件数与算子范数的大

致范围，就可以根据谱条件数的准确值，在表象理论框架内，估测谐振子两个状态之间的差异程度，分析谐振

子的状态特征。 


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1. 引言 

物理学的诸多领域都涉及到谐振子的问题。例如

分子振动、原子核壳层模型、晶格振动等问题都有赖

于耦合谐振子的量子求解；针对上述问题，普遍的方

法是求解不同条件下谐振子 Schrödinger 方程的波函

数与本征值。文献[1]给出了 n 维耦合谐振子的求解。 
*资助信息：湖北文理学院大学生科研项目(2011DXS097)。 
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n 维谐振子的定态 Schrödinger 方程： 
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同时得出谐振子的本征值 
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从结果看到，n 维谐振子的波函数表达式十分复

杂，不便直观地从函数图像来考察谐振子的概率分布

情况。然而我们可以利用(2)式谐振子能量的简洁表达

式，从另一角度来研究谐振子能量算子的谱。 

文献[2-4]用二次型方法计算 n 维谐振子的本征

值，以及 Hamiltonian 量对角化的标准型。以上文献

用经典方法求出的结果，并不能深层次地了解谐振子

不同状态差异的原由；因为谐振子的能量值是由

Hamiltonian 算子 Ĥ 的扰动性引起的，扰动后算子的

谱会发生变化，这些变化会对谐振子状态产生怎样的

影响？ 

此类问题不仅仅是算子理论中一类有意义的数

学问题，重要的是它有深刻的物理背景。本文根据表

象理论，列出 n 维谐振子 Hamiltonian 算子的矩阵元

Hnn，并证明它在巴拿赫(Banach)空间中的有界性，由

于 Hnn与矩阵 E 相等，且 E 中元素的值都是已知的，

故引出 Banach 空间中能量 E 的算子范数，列出能量

的谱条件数公式；推演得到了谐振子能量 E 的算子范

数与它状态 之间的关系式，并估测算子范数上、下

界的值；利用谱条件数－算子范数不等式，分析谐振

子的状态特性。 



2. 构造 Banach 空间中能量 E 的算子范数 

完备的赋范线性空间称为 Banach 空间[5]。先得到

一个完备的线性空间，然后在此空间中将矩阵和向量

赋以范数。 

2.1. Schrödinger 方程的矩阵形式 

在表象理论中[6]，波函数可展开成 
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nnH H 在自身表 

象中，故它是一个对角矩阵。 

2.2. 建立 E 的谱条件数与算子范数之间的联系 

因为波函数的本征函数： 与  nR r

 1 1 2 ,  ,  , nY    是属于希尔伯特(Hilbert)空间，它

是一类特殊的赋范空间，记它为 ；对于 Ĥ 算子有

Ĥ E  ，所以存在另一空间 ，是 Ĥ 从  到 
的一种映射，记为 Ĥ (→)；并且 Ĥ (→)组成的

集合满足线性运算规则，因此它构成一个线性空间，

可记为 。由于 、 都是完备空间，所以  是完

备的线性空间[7,8]。 

在  中定义一个矩阵 A， ，按某一

法则，存在 A 的一个实值函数，记为

 jk m n
a


A

A ，并有

 1 2†A A A 。 †( A 表示 A 的埃尔米特(Hermite)共

轭)，那么这个空间就是完备的赋范线性空间。 

虽然 Ĥ 是无界算子[9]，考虑到实际物理模型，取

nnH 中的 n 为有限大的值，因此  是有限维空间。Ĥ
算子是 → 的映射，用 nnH 的范数 nnH 来衡量这

种映射的效果应该是最精确的；Ĥ 算子对应的本征值

E，在  空间也可以看成一种算子，并且是有界算子。 

将(2)式改写为  
2n
nE m m    

 
          (5) 

n 代表谐振子的维数，m 代表所在的能级 

( 1 , 2 ,m   )，并且将 m 看作 的函数。由于(4)式 nE
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左边 nnH 是一个 n 阶矩阵，右边的 E 也写成一个 n
阶方阵， 
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将(6)式代入(4)式，可得出 jj jjH E  ( )。 1 , 2 ,  ,j n 
因为矩阵元 nnH 是由内积产生的，它的范数

nnH 也可以由内积公式导出，而且 nnH 和向量

的范数  满足下列性质[10] 
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由于  nnE H ，可推得 E 的范数 E 也满足矩阵范数

的运算法则，用 E 来衡量 Ĥ 算子的这种映射和

nnH 得到的效果是一致的，并且它将能量值与状态

联系起来，故用矩阵 E 代替 nnH . 

由(7)式引出下式[8] 
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即可引入 E 的谱条件数，记为  2
cond E 。由文献[10]

中的定义式： 
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可以直接计算得到。 
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根据(9)式的定义,谱条件数就是算子范数中的一

种，因此  2
cond E 除了可以用 E 中的元素计算，还

可以用算子范数来估计，由(9)式 
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于      *, kx t u x dka t   ，准确计算此积分较为困 

难，因此这里只作估计，(证明见附录 A1)结果得到 
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同时 E 还存在上界。类似上面的估算过程(证明见

附录 A2)，最后计算得 
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4. 结果讨论 

本文中 Ĥ 算子的谱点是由它的本质谱与离散谱

组成的[11,12]，E 中元素的差异程度是由算子的离散谱

点产生裂变引起的。  2
cond E 的值反映的正是 E 中

元素的相对差异程度，虽然用算子范数估算的值精确

度不高，但它更深层次地反映造成  2
cond E 值大小不

同的原故。 

联系(8)(10)两式，又由算子范数的性质[13]可得 
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附录 A1 
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根据谐振子的几率特性，当 k 较小时，谐振子出现的

可能性较大；当 k 较大时，出现的概率小，即 1k ka a  (k
较大时)，假定 ，则(2)式可看作一个等比数

列求和， 
1k ka a  q

1 12 2

m m
k

k
k k

n nk a k q
 

        
   

   ( 0 1 ) q 

令
1 2

m
k

k

nk q


   
 

 ，直接写出结果 

 

1 1

2 1 2 11

m m mq q mq n q q
q qq


  

  
 

将 代

入

1  ,  m
ma q a q 

 
 1 11 1

2
1 11

1

1 2 11
m m a aa a ma a n

a aa


  

 
 

附录 A2 

由赫尔德(Hölder)不等式[14]： 
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根据闵可夫斯基(Minkowski)不等式： 
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同时利用詹森(Jensen)不等式：
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中 ，0ja  1,  2, ,  j n  ，  0 r s 

∴(3)式变成  
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实际上 p 为度量空间的维数[13]，可以取 。 q m
∴综合上面公式可得 
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