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Abstract 
In this paper, the distribution of velocity in Cartesian coordinates and spherical coordinates de-
duces on the basis of the distribution of energy and momentum, and calculates the most probable 
speed in both coordinates and the most probable energy, average speed, average energy and av-
erage momentum and other related physical quantities. Through the analysis results, we found 
that: in the both coordinates, the calculation result was consistent with scalar, vector calculation 
results were different. This paper also studied the scope of Maxwell distribution and the reason 
why the most probable energy Maxwell energy distribution corresponding speed and the most 
probable speed of Maxwell velocity distribution values were not equal. 
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摘  要 

本文以速度的分布为基础，推导出了在直角坐标系和球坐标系下能量和动量的分布，并计算出在两种坐

标系下的最概然速率和最概然能量、平均速度、平均能量和平均动量等相关物理量。通过对计算结果的

分析我们发现：在两类坐标系下，标量的计算结果是一致的，矢量的计算结果是不同的。本文还介绍了

麦克斯韦分布的适用范围，以及麦克斯韦能量分布的最概然能量对应的速率与麦克斯韦速率分布的最概

然速率数值不相等的原因。 
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1. 引言 

任何(宏观)物理系统的温度都是组成该系统的原子和分子的微观运动的结果。这些粒子有不同速度的

范围，而任何单个粒子的速度都因与其它粒子的碰撞而不断变化。然而，对于大量粒子来说，如果系统

处于或接近处于平衡，则处于一个特定的速度范围的粒子所占的比例却几乎不变。麦克斯韦-玻尔兹曼分

布具体说明了这个比例。它以詹姆斯·麦克斯韦和路德维希·玻尔兹曼命名。本文由数学理论出发推导

出麦克斯韦分布函数的不同形式。麦克斯韦分布函数在分子动理论和热中子能谱分布中有广泛应用，它

研究中有极其重要意义。 

2. 推导麦克斯韦速度分布函数 

2.1. 推导直角坐标系下麦克斯韦分布 

设系统内有一定量微观粒子处于平衡态，其总数为 N， ( )dN v 为速度在 ( ), d+v v v 的粒子数，如图

1 所示。速度在直角坐标系下三个速度分量分别为 xv ， yv ， zv 。由文献[1] [2]的结论： 

( ) ( )
( )2 2 23 2d

d exp d d d
2π 2

x y z
x y z

m v v vN mf v v v
N kT kT

 + +   = = −      

v
v v                      (1) 

其中，k 为玻尔兹曼常数，T 为平衡时介质温度。 
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Figure 1. Cartesian coordinates 
图 1. 直角坐标系 
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(1)式左右两端对 y,z 分别在 ( ),−∞ +∞ 积分求得在 x 方向的麦克斯韦速度分布如下： 

( ) ( )
1 2 2d

d exp d
2π 2

x x
x x x

N mvmf v
N kT kT

  = = −  
   

v
v v                             (2) 

其中， ( )d xN v 表示速度分量 xv 在 ~ dx x xv v v+ 上的粒子数。 
将它推广到三维空间，得任意 i 方向速度 iv 分布函数： 

( ) ( )
1 2 2d

d exp d
2π 2

i i
i i i

N mvmf v
N kT kT

  = = −  
   

v
v v                           (3) 

已知： 
2 dd d d

2 2
mv EE E mv v v

mE
= ⇒ = ⇒ =                              (4) 

将(4)式带入(1)式，得： 

( ) ( )
( )

3 2

3

d d dd
d exp

2π 2

x y z x y z

x y z

E E E E E EN E mf E E
N kT kT m E E E

+ +  = = −  
   

                 (5) 

假设 x, y, z 三个方向是独立的，得 i 方向能量 iE 分布函数： 

( ) ( )
( )

1 2d d
d exp

2π 2
i i i

i i
i

N E E Emf E E
N kT kT m E

  = = −      
                       (6) 

已知： 

d di i i im m= ⇒ =p v p v                                  (7) 

代入(3)得动量 ip 的分布函数 

( )
1 2 21 exp

2 π 2
i

i
p

f
m kT mkT

  = −  
   

p                               (8) 

求在直角坐标系的物理量 
i 方向的最概然速度，令： 

( )d
0 0ip

ip

N

N
= ⇒ =

v
v                                 (9) 

i 方向的平均速度 

( )d 0iav i i if
+∞

−∞
= =∫v v v v                                 (10) 

i 方向 2
iv 的平均值 

( )2 2 diav i i i
kTf
m

+∞

−∞
= =∫v v v v                              (11) 

对应 

3
2 2iav av

kT kTE E= ⇒ =                                 (12) 

i 方向最概然动量，令： 
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( ) 0 0i ipf ′ = ⇒ =p p                                  (13) 

i 方向动量 ip 的平均值 

( )d 0iav i i if
+∞

−∞
= =∫p p p p                               (14) 

i 方向 2
iavp 的平均值 

( )2 2 diav i i if mkT
+∞

−∞
= =∫p p p p                             (15) 

2.2. 推导球坐标系下麦克斯韦分布 

考察速率为 ( ), dv v v+ ，对应在速率 v 附近 dv厚度球壳内的粒子数为 ( )dN v ，如图 2 所示。 
则： 

( ) ( ) 2d 4π dN v D v v v=                                  (16) 

将(1)式代入，得： 

( ) ( ) ( )2 2 23 2d
exp

d d d 2π 2
x y z

x y z

m v v vN v mD v N
v v v kT kT

 + +   = = −      
                     (17) 

再将(17)式代入(16)式，得速率分布函数： 

( )
3 2 2

24π exp
2π 2

m mvf v v
kT kT

  = −  
   

                            (18) 

这与[3]大学物理中分子动理论所给出表达式一致[4]。考察能量为 ( ), dE E E+ ，对应在能量 E 附近 dE
厚度球壳内的粒子数为 ( )dN E 。 

( ) ( ) 2d 4π dN E D E v v=                                 (19) 

将(4)式代入，得： 

( ) ( ) ( ) 3 2d d
exp

dd d d d 2πd
2 2 2

yx y z x z

x y z

N E N E m ED E N
Ev v v E kT kTE

mE mE mE

   = = = −      
          (20) 

将(19)式代入(18)式，得能量 E 的分布函数： 
 

 
zv

xv

v
dvv +

0 vy 

 
Figure 2. Spherical coordinates 
图 2. 球坐标系 
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( ) 3 2
1 2d 2 1 exp d

π
N E E E E

N kT kT
   = −      

                       (21) 

这与反应堆物理中热中子能谱所得结果是一致的[5]。 
求在球坐标系的物理量 
最概然速率 pv 的值，令： 

( ) 0
20 p

kTf v v E kT
m

′ = ⇒ = ⇒ =                           (22) 

平均速率 avv 的值 

( )
0

8d
πav
kTv vf v v
m

+∞
= =∫                                (23) 

速率平方 2v 的平均值 

( )2 2
0

3d kTv v f v v
m

+∞
= =∫                                 (24) 

最概然能量 pE ，令： 

( ) 0
2p

kTf E E′ = ⇒ =                                  (25) 

平均能量 avE 的值 

( )
0

3d
2av
kTE Ef E E

+∞
= =∫                                (26) 

动量 p 最大概率的值，令： 

( ) 0 2pf p p mkT′ = ⇒ =                               (27) 

动量 p 的平均值 

( )
0

8d
πav

mkTp pf p p
+∞

= =∫                              (28) 

2p 的平均值 

( )2 2
0

d 3avp p f p p mkT
+∞

= =∫                             (29) 

2.3. 两种坐标系下计算结果比较 

见表 1。 

3. 结论 

分析两种坐标系下计算结果，见表 1，可以得出如下结论： 
1) 平均能量 avE 、方均根速度(速率) 2

avv 与方均根动量 2
avp 都是标量。标量在直角坐标和球坐标下

得到的结果是一致的； 
2) 最概然速度 ipv 、平均速度 avv 、最概然动量 pp 与平均动量 avp 都是直角坐标下的矢量；而最概然

速率 pv 、平均速率 avv 、最概然动量 pp 与平均动量 avp 都是球坐标下的标量。在直角坐标的矢量和球坐

标下标量得到的结果是不一致的。 
3) 麦克斯韦分布适用范围有一个发展过程。它不仅适用于理想气体的速度或速率分布，同时也适用

于非理想气体和多元气体；后来又被推广到固体、液体或任何经典粒子系统；再后来讨论了相对论效应 



两种坐标系下速度(率)、能量、动量的分布 
 

 
28 

Table 1. The calculation of each physical in both coordinates 
表 1. 两种坐标系下各物理量计算结果 

空间直角坐标系 球坐标系 

i 方向最概然速度 ipv  0 三个方向最概然速度 ipv  0 最概然速度 pv  2kT
m

 

i 方向平均速度 iavv  0 三个方向平均速度 avv  0 平均速度 avv  8
π
kT
m

 

i 方向平均能量 iavE  
2

kT  三个方向平均能量 avE  3
2
kT  平均能量 avE  3

2
kT  

i 方向的方均根 2
iavv  kT

m
 

三个方向的方均根速度
2
avv  

3kT
m

 方均根速率 2
avv  3kT

m
 

i 方向最概然动量 ipp  0 三个方向最概然动量 pp  0 最概然动量 pp  2kTm  

i 方向平均动量 iavp  0 三个方向平均动量 avp  0 平均动量 avp  8
π

mkT  

i 方向的方均根动量
2
iavp  mkT  

三个方向的方均根动量
2
avp  3mkT  方均根动量 2

avp  3mkT  

 
下的分布函数，并给出了量子统计方法的结果。详细内容见文献[6]此处只作简要说明。 

4) 最概然速率 pv 对应的能量 vE kT= 与最概然能量
2p

kTE = 不相等，这一结果可能引起读者疑惑现

做如下说明：
( ) ( )

d
d

N v
f v v

N
= 才表示速率为 ~ dv v v+ ，对应在速率 v 附近 dv 厚度球壳内的粒子数为 

( )dN v 占总数 N 的份额。文献 [7]指出经精确推导，速率在 ~ dp pv v v+ 范围内的份额与能量在

~ dp pE E E+ 范围内的份额(概率)是相等的。 
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