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摘  要 

本文给出了稳定变分方法计算单价原子的动态极化率的理论方法，在此基础上，自主开发了计算程序。

利用该程序，以氢原子为例，计算了不同频率下氢原子基态的动态极化率。本文计算结果与文献中Green
函数法的结果进行了比较，具有很好的一致性。分析了稳定变分法的收敛性，并利用计算的动态极化率

进一步确定了相应的tune-out波长。 
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Abstract 
The theoretical method for calculating the dynamic polarizability of monovalent atoms by the 
variationally stable procedure is given. On this basis, the calculation program is independently 
developed by us. As an application, the dynamic polarizabilities at different frequencies are calcu-
lated with hydrogen atoms as an example, by this program. The calculation results are compared 
with the Green function data in the literature, with good consistency. The convergence of the vari-
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ationally stable procedure is analyzed, and the corresponding tune-out wavelength is further de-
termined by using the polarizability calculated in the present work. 
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1. 引言 

极化率是描述原子在外电场作用下核外电子云偏离正常分布的一个物理量，在宇称不守恒、原子光

钟、钟跃迁中的黑体辐射位移以及原子相互作用的色散系数等方面有着极其重要的应用。当原子态在特

定激光的波长下，电子云不受外电场影响，这一特征波长称为 tune-out 波长[1]。人们在该波长的激光场

下进行实验测量，可以避免电场的影响，从而得到高精度的原子参数。理论上计通过计算原子的动态极

化率，可以确定原子的 tune-out 波长，为实验测量提供数据支持。 
价壳层只有一个电子的原子(离子)动态极化率一直是人们关注的热点[2] [3]。这是由于这类原子价

壳层上只有一个电子，其极化率的精确计算可以用来验证相对论和量子电动力学理论，检验新的计算

方法的正确性和可靠性等，并在此基础上给出精确的原子数据。Baye [4]利用 Lagrange 网格方法给出了

非相对论下氢原子静态极化率的解析表达式，该方法可以提供精确的能量和波函数。Sahoo 等人[5]利
用对动态极化率的研究，确定了圆极化光诱导 Li、Na 和 K 碱金属原子 ns-np 跃迁的魔幻波长。指出可

以利用圆极化光实现对碱金属原子的不同原子态的俘获。1986 年，Tang 和 Chan [6]利用径向库仑 Green
函数法给出了氢原子任意原子态的多极动态极化率；2014 年，唐永波等人[7]在相对论框架下发展了半

经验原子结构模型方法，利用 B 样条计算了碱金属原子的极化率，由极化率给出了长程两体色散系数。

除了自由状态下的原子离子极化率计算，约束环境下类氢离子极化率计算也是人们感兴趣的课题。如

2021 年，Mukherjee 等人[8]分别利用 ECSCP 和 WCP 势函数描述了稠密等离子体和弱耦合等离子体环

境，计算了这两类等离子体约束下的类氢离子的动态极化率，并与自由环境下极化率进行了比较；同

年，He 等人[9]利用态求和方法计算了 Hulthúen 势下类氢原子多极极化率，其中系统的束缚态和准连续

态波函数由广义赝光谱方法产生。近年，黄时中等人[10]采用稳定变分法计算了碱金属等电子系列两体、

三体色散系数。计算结果可以与数值计算方法的结果相比较，均具有很好的一致性。稳定变分方法最

早由 Gao 和 Starac 提出[11] [12]，由于该方法有两个显著优势：第一，随着所选的基组数目的增加，极

化率和色散系数的计算结果迅速收敛并趋于稳定；第二，此方法的应用只需要知道原子的基态波函数。

近年来，稳定变分法被广泛用来计算基态氢原子和基态碱金属原子的极化率及色散系数[13] [14]。虽然，

针对动态极化率已经开展了大量的计算工作，但是随着冷原子物理和原子钟的研究进展，对原子动态

极化率理论数据的需要越来越大。因此，从理论探讨动态极化率的计算方法，并给出大量高精度的极

化率数据是十分必要的。 
本文将基于稳定变分法，给出单价原子动态极化率计算的理论方法，编写相应的计算程序代码。以

氢原子为例，计算了其动态极化率，并确定存在的 tune-out 波长，这些计算给出新的计算数据，可以为

后来的研究者提供一个很好的参考。 
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2. 理论方法 

2.1. 哈密顿和波函数 

类氢体系是少数几个可以被精确求解的量子体系之一。在原子单位之下，类氢体系的哈密顿可以写

成为 
2 2 2

2 2

1ˆ
2 2 2

Z d Z lH r
r r rdr r

∇
= − − = − − +                                (1) 

上式第一个等号后面的第一项是电子的动能，第二项电子和原子核的库仑排斥势。第二个等式是在

球坐标系下表示。Z 为核电荷数。(1)式对应的本征值和本征函数分别为 
2

22n
ZE
n

= −                                           (2) 

和 

( ) ( ) ( ), , ,nlm nl lmr R r Yψ θ ϕ θ ϕ=                                   (3) 

式中 n，l 和 m 分别为主量子数、轨道量子数和磁量子数。 ( ),lmY θ ϕ 是球谐函数，是电子波函数的角向部

分， ( )nlR r 是电子波函数的径向部分，可以表示为 

( ) ( )
( ) ( )

1

0

!2 2
1 ! 2 1 ! !

l kZr n l
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nl nl
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n lZr ZrR r N e
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式中 nlN 为归一化因子，可以写成 

( )
( )

3 2 1 !2
!2nl

n lZN
n n l n

− − =   + 
                                   (5) 

2.2. 动态极化率 

多极动态极化率可以用双光子过程的跃迁矩阵 ( ) ( )2
i iT ω→ 表示，即[11] [12] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2N N
L i i i iT Tα ω ω ω= =

→ →
 = − − ＋                                (6) 

其中跃迁矩阵元的定义为 

( ) ( )2 1ˆ ˆ
ˆi i L L

i

T i d d i
E H

ω
ω→ =

+ −
                                 (7) 

这里 ( )| , ,nlmi rψ θ ϕ〉 ≡ 是原子的初态波函数， iE 是原子的初态能量， Ĥ 是原子的哈密顿量，ω 是多

极场的频率， ˆ
Ld 是 2L 极矩算符， 

( )0
4ˆ ,

2 1
L

L Ld r Y
L
π θ φ=
+

                                    (8) 

当 0ω → 时，即得到静态极化率。 
为了计算双光子过程的跃迁矩阵元，按照稳定变分法，引入中间态 λ ，即 

1 ˆ
ˆ L

i

d i
E H

λ
ω

=
+ −

                                     (9) 

从而，(7)式可以改写成 
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( ) ( )2 ˆ ˆ2i i L iT i d E Hω λ λ ω λ→ = − + −                              (10) 

将中间态 λ 用斯莱特基进行展开，则有 

( ) ( )' '
1

,
M

l mY a rµ µ
µ

λ θ ϕ φ
=

= ∑                                   (11) 

其中，斯莱特波函数 ( )rµφ 形式为 

( ) ' el rr N r µ
µ µφ + −=                                       (12) 

式中的 Nµ 是归一化因子 

( )
2 2 32

2 2 2 !

l

N
l

µ

µ µ

′+ +

=
′+ +

                                    (13) 

(11)式中 aµ 是展开系数，M 是基组的大小。将初态和中间态代入到(10)式，完成的积分，可得 

( ) ( ) ( )2 2i iT a N D a a N N A B Cµ µ µ µ µ µ µ µµ µµ µµ
µ µ µ

ω ′ ′ ′ ′ ′→
′

= − + +∑ ∑∑                     (14) 

根据变分原理
( ) ( )2

0i i

u

T
a
ω→∂

=
∂

，得到参数 aµ 所满足的代数方程 

( )
1

M
a N N A B C N Dµ µ µ µµ µµ µµ µ µ

µ
′ ′ ′ ′ ′

=

+ + =∑                              (15) 

上式是一个 M×M 维线性方程组，通过求解这个方程组，可以确定系数 aµ ，然后将其代入式(14)式
可以求得氢原子的多极动态极化率。上式中 Dµ 的具体形式为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1
0

!
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k
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∑                 (16) 

其中 1L l lβ ′= + + + ， 2Z nε = 。 ( )0I lmL l m′ ′ 为角向积分部分，可以用 3-J 符号表示 

( ) ( ) ( )( )0 1 2 1 2 1
0 0 0 0

m l L l l L l
I lmL l m l l

m m
′ ′  ′ ′ ′= − + +   ′−  

                   (17) 

其余几个积分参数分别表示为 

( ) ( )

( )( ) ( )

1

1

1
2 2

1
1

2
1 2 2 !

2 2

iA E

B l

l
C

µµ µ

µµ µ

µµ µ

µω

µ
µ

µ µ µ

′ +

′

′ −

 = + + 
 

−
= + +

− + −
=

！

！
                                 (18) 

其中 2lµ µ µ′= + + 。 

3. 计算与讨论 

基于以上计算公式，我们编写了相应的计算代码，并以氢原子为例，计算了基态的动态极化率，结

果在表 1 中给出。 
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Table 1. Theoretical calculation of the dynamic polarizabilities of H atom 
表 1. 氢原子动态极化率的理论计算 

ω  M = 1 M = 5 M = 10 M = 15 Ref. [4] 

0 4.0000 4.5000 4.5000 4.5000 4.5 

0.1 4.1667 4.5676 4.7843 4.7843 4.7843 

0.2 4.7619 5.9417 5.9417 5.9416 5.9417 

0.3 6.25.00 10.5633 10.5639 10.5639 10.564 

0.36 8.3057 40.5865 40.9230 40.9230 40.923 

0.37 8.84173 110.0630 115.1460 115.1470 115.15 

0.38 9.4697 −116.928 −106.532 −106.53 −106.53 

0.39 10.2145 −34.2042 −32.1536 −32.1525 −32.153 

0.4 11.1111 −18.2496 −16.8242 −16.8226 −16.823 

0.41 12.2100 −11.2076 −9.69566 −9.69187 −9.6981 

0.42 13.5870 −6.97838 −4.85358 −4.83994 −4.8399 

0.43 15.361 −3.8483 0.213959 0.297127 0.29713 

0.44 17.7305 −1.01496 14.2445 16.2725 16.273 

0.441 18.0119 −0.72251 18.702 22.2494 22.288 

0.442 18.303 −0.42538 25.7284 32.9657 33.059 

0.443 18.6043 −0.12267 38.6338 58.1354 58.466 

0.444 18.9165 0.18660 70.6765 193.029 197.29 

0.445 19.2400 0.503502 295.508 −166.464 −162.91 

0.446 19.5756 0.829208 −150.939 −60.2881 −59.727 

0.447 19.9239 1.16501 −62.3121 −37.389 −37.128 

0.448 20.2856 1.51235 −39.963 −27.2858 −27.114 

0.449 20.6616 1.87283 −29.7042 −21.5285 −21.396 

0.45 21.0526 2.24826 −23.7674 −17.7615 −17.647 

 

为了考查本文计算的收敛性，表 1 中分别给出了 M = 1，M = 5，M = 10 和 M = 15 的计算结果。可

以看出，ω较小时，收敛的较快，ω越大收敛的越慢。在本文所考虑的范围内，M = 15 已经足够收敛。

为了保证本文计算方法和程序代码的可靠性，我们将 M = 15 的计算结果与径向库仑 Green 函数法[4]的计

算结果进行了比较。从表中可以看出，本文的计算结果与文献的结果符合的很好，除了 ω = 0.444 和 ω = 
0.445 时误差分别为 2.16%和 2.18%外，其余误差均在 1%以内。 

从表 1 中的数据我们还可以看到，动态极化率随着 ω的变化而发生波动。为了清晰地展现这种依赖

关系，我们在图 1 中给出了动态极化率与 ω变化曲线。可以看出，在 ω = 0.3~0.65 范围内，动态极化率

存在若干 ω = 0 位置，这些位置对应的波长即 tune-out 波长，tune-out 波长对于精密的实验测量非常重要。

因为该波长光入射下，原子的电子云分布不受外场影响，这就为原子数据的精确测量提供了保证。图中

红色原点标出的即 tune-out 波长的位置，对应的分别为 0.43，0.46，0.49，0.53 和 0.59。 
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Figure 1. Dynamic polarizabilities and tune-out wavelength of H atom in ground state 
图 1. 氢原子基态动态极化率及 tune-out 波长 

4. 总结 

本文给出了稳定变分法计算动态极化率的理论计算公式，编写了相应的计算程序。利用我们的程序，

以氢原子为例，计算了氢原子基态的动态极化率，考察了基组大小对计算结果的影响，发现对于氢原子

动态极化率，M = 15 计算结果已经足够收敛。计算结果与文献比较，具有很好的一致性，说明本文的计

算方法和计算代码的可靠性。利用我们计算的动态极化率，给出了五个 tune-out 波长。本文的结果可以

为原子参数的精密实验测量提供数据支撑。需要说明的是，与其他数值计算相比，本文所采用的稳定变

分方法是完全解析的，再结合最弱受约束电子势模型理论[15]给出得任意原子的波函数，理论上可以完成

任意单价电子的原子体系任意原子态的动态极化率计算。由于是解析计算，物理图像更加清晰，程序编

写简单，易于推广。 
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