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摘  要 

本文继续研究、评述与本专题上篇“规范场论札记(I)”中的“人造”(synthetic)规范场和“呈展”(emergent)
规范场有关的两个主题。本文“规范场论札记(II)”主要研究三个具体问题：i) 在前人的磁荷和对偶变

换理论基础之上，提出了局域电磁对偶变换对称性和对偶规范场概念，指出对于电磁波而言，对偶规范

势的效果使得真空中的电磁波好似在介电系数和磁导率均为张量的各向异性介质中传播；ii) 给出了一

种非阿贝尔版本或广义的卡鲁扎–克莱因理论的详细推导过程，其目的是为了具体介绍一个统一爱因斯

坦广义相对论引力和杨–米尔斯规范相互作用的理论。在此模型中，杨–米尔斯规范场以高维引力度规

场分量的身份在普通四维时空中呈现出来，或者说，杨–米尔斯规范场在本质上是一种非阿贝尔卡鲁

扎–克莱因高维引力场；iii) 介绍了笔者提出的一种自旋联络高维引力规范理论，其引力拉格朗日量用

黎曼曲率平方项构造，高维自旋仿射联络(洛伦兹联络)具有杨–米尔斯规范势的特征、矢量场和旋量物

质场的高维自旋流在四维时空内表现为杨–米尔斯规范荷流，从而该高维引力规范理论可以统一引力相

互作用和杨–米尔斯规范相互作用。在文献中，引力理论有很多家，虽然本文仅对非阿贝尔版本的卡鲁

扎–克莱因理论和引力规范理论的长处和缺陷作了评述，但希望本文对此二者的析评有助于读者举一反

三、触类旁通理解文献中各类引力理论的风格特征和优缺点。 
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Abstract 
This paper continues to explore and review the two topics of “synthetic” gauge field and “emergent” 
gauge field, which have already been considered in the last paper entitled “Notes on Gauge Field 
Theories (I)”. The present paper on “Notes on Gauge Field Theories (II)” includes three topics: i) A 
theory of local electromagnetic dual transformation symmetry and dual gauge field is suggested 
based on the previous theories of magnetic charge and dual transformation, and it is pointed out 
that the effect of dual gauge potential makes an electromagnetic wave in vacuum seem to propagate 
in an anisotropic medium whose permittivity and permeability are both tensors; ii) A non-Abelian 
version or generalized Kaluza-Klein theory is given in detail. The purpose is to introduce a theory of 
fundamental interaction that unifies Einstein’s general-relativity gravity and Yang-Mills gauge inte-
raction. In this model, the Yang-Mills gauge potential is a higher-dimensional gravitational me-
tric-field off-diagonal component emerging in the ordinary four-dimensional spacetime, or in other 
words, the Yang-Mills gauge field is essentially a non-Abelian Kaluza-Klein higher-dimensional gra-
vitational field; iii) A theory of higher-dimensional spin-connection gravitational gauge field theory, 
of which the gravitational Lagrangian density is quadratic in the Riemannian curvature, is reviewed. 
The higher-dimensional spin-affine connection (the Lorentz connection) can serve as a Yang-Mills 
gauge potential and the spin currents of vectorial and spinorial matter fields play a role of Yang-Mills 
gauge charge currents in the four-dimensional spacetime, and so the gravitational interaction and the 
Yang-Mills gauge interaction can be unified into the present higher-dimensional spin-connection gra-
vitational gauge theory, which was suggested by us. There have been many theories of gravitation in 
the literature. Although the merits and weaknesses of only the non-Abelian version of Kaluza-Klein 
theory and the gauge theory of gravitation are reviewed in this paper, we expect that the analysis of 
these two theories would still help readers to draw parallels among the relevant gravity theories and 
to understand the stylistic characteristics, advantages and disadvantages of various gravitation theo-
ries in the literature. 
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1. 引言 

规范场论是近代理论物理柱石之一[1] [2] [3] [4]。规范对称性和规范耦合确定了基本粒子相互作用的

主要基本结构[5] [6] [7]。在历史上，魏尔在爱因斯坦统一场论风尚召唤下，在量子力学建立前后率先发

现了电动力学的规范相互作用结构[8] [9]，尽管当时它只是作为一个优雅的内禀特性揭示但无甚用处。不

过，随着亚原子物理学中的强、弱相互作用的发现，使用规范对称原理来建构基本相互作用理论，正如

使用相对论来写物质基本运动方程一样，成为一种范式[5] [6] [7]。事实上，局域规范相互作用(包括波函

数的局域相位变换)和广义相对论中的广义坐标变换(局域时空变换如局域洛伦兹转动变换及局域时空平

移对称变换)地位一样基本、同等重要，如前者(局域规范对称性)和后者(广义坐标变换协变性)分别要求

杨–米尔斯规范相互作用的存在和引力相互作用的存在。在一些高维引力规范理论中，这两种对称性又

可以统一在一起(本文将述及)，意味着自然界的基本相互作用具有统一的本质。 
规范相互作用尽管是物质世界的秉性，但是在一些应用物理领域(如光学、电磁材料领域和冷原子物

理学中)，也出现了“人造”(synthetic)规范场[10] [11] [12] [13] [14] [15]。这是一个有趣的现象。除了“人

造”规范场以外，高维引力理论(如五维卡鲁扎–克莱因理论)也能产生电磁场[16] [17] [18] [19] [20]，其

被称为“呈展”(emergent)规范场。“呈展”的含义是“呈现展示”，意味着在卡鲁扎–克莱因理论中，

电磁场和电磁相互作用并非是基本的，它们在本质上属于引力场和引力相互作用[16] [17] [18] [19] [20]。
在本专题上篇“规范场论札记(I)”文中，我们已经介绍、研究、评述了一些“人造”(synthetic)规范场和

“呈展”(emergent)规范场方面的工作[21]，它们有的属于综述前人已经有的工作，有的属于叙述笔者钻

研的心得。在目前下篇“规范场论札记(II)”文中，我们将介绍三个具体专题(主要是本作者的研究结果)：
i) 电磁场的复张量表述和局域电磁对偶规范场论；ii) 非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论和呈展的杨–

米尔斯规范场论；iii) 自旋联络高维引力规范理论和引力–规范统一模型。我们对各主题扼要含义说明如

下： 
i) “电磁对偶规范场论”(本文第 2 节)：假设存在磁荷，电磁场方程满足电磁对偶变换对称性[22]，

我们在他人的电磁场复矢量表述[23]基础之上，引入电磁场的复张量表述，可以让电磁学理论(电磁拉格

朗日量、场方程、能量–动量张量等)写得更为凝练和对称[24]。将电磁对偶变换[22]用于复张量表述[24]，
我们发现对偶变换实际上是一种(整体)规范变换。于是，我们认为值得提出针对电磁场的局域对偶规范变

换，这要求存在一种对偶规范势。我们揭示这样的对偶规范势的各分量的物理意义的一个应用例子是各

向异性介电系数和磁导率张量内的非对角分量。 
ii) “卡鲁扎–克莱因理论”(本文第 3、4 节和第 5 节评述)：在非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论

中，杨–米尔斯场不再是一种基本的规范场，相反，它是从高维引力场中展现出来的，它在本质上是高

维空间中的引力场在普通四维空间中的“投影”，可以被称呼为衍生或呈展(emergent)规范场。笔者在

2007 年之前曾“独立”提出和研究多年，后来发现前人也有此类研究[25]。借助 Killing 矢量方法[25]，
同时含有高维与低维指标的非对角度规分量可以化身为杨–米尔斯规范势。尽管非阿贝尔版本的卡鲁扎–克

莱因理论可以将引力场和杨–米尔斯规范场统一起来，但是其拉格朗日量内杂项过多，有可能违反 2017
年 8 月的“双中子星合并事件”中观察到的“引力波和伽玛射线几乎同时到达地球”这一“双星使”现

象[26] [27] [28] [29]。 
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iii) “高维引力规范理论”(本文第 5、6 节)：笔者提出了该类理论[30] [31] [32] [33]。它也可以统一

引力场和杨–米尔斯规范场，且拉格朗日量不携带这么多杂项，不违反“双星使”现象。在这一理论中，

引力拉格朗日量以曲率平方项形式出现，一些高维自旋仿射联络(洛伦兹联络)会表现为杨–米尔斯规范

势，矢量场和旋量场的高维自旋流在普通四维时空内表现为杨–米尔斯荷流密度[30] [31] [32] [33]。本专

题上篇“规范场论札记(I)”文中已经指出，引入新的规范场，在历史上有魏尔的规范对称路线[8] [9]和卡

鲁扎–克莱因高维路线[16] [17] [18] [19] [20]两种。在引力规范理论中，这两种路线都被贯彻，如引入局

域洛伦兹转动规范对称性(魏尔路线)，得到新的引力理论，然后借助高维统一思想(卡鲁扎–克莱因路线)，
把杨–米尔斯规范场论从引力理论中衍生出来[30] [31] [32] [33]。引力规范理论[30] [31] [32]加上高维统

一思想，原则上可将引力场和杨–米尔斯规范场统一起来[33]。对引力场的规范场论特征的揭示，意味着

四种基本相互作用需要在引力规范场论下统一，四种基本相互作用在本质上都是引力场。 
本文除了包含作者的研究结果外，还将文献中与本专题有关、在推导叙述上显得步骤简略的内容进

行详细补证，这有利于读者具体掌握这方面的知识。譬如，非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论虽然亦有一些

文献，但是其往往写得很晦涩，数学过程在紧要处往往一笔带过，这让读者研习起来十分艰难，这有时

会让读者可能要静候几年甚至十年以上才能悟透其中的数学理论部分(笔者和其他人想必都有这方面的

体会，例如他在某问题上无法打通某一步推导，等在钻研其它相关问题时才忽然明白过来，但是时间已

经十年过去了。但凡那原作者当年能写得稍微详细一点，也不至于让读者静等十年才悟透)，故本文作者

尽可能给出翔实的推导，以飨读者。另一方面，本文作者在 1998~2007 年也曾“独立提出”非阿贝尔卡

鲁扎–克莱因理论这个专题，目的是为了将广义相对论引力理论和杨–米尔斯规范理论写为对方形式或

者统一引力理论和规范场论，虽然得到了其中要旨，但是到了后半部分却被“卡壳”，无法将呈现出来

的高维引力规范群与杨–米尔斯规范群联系起来，主要原因是笔者当时不知道它可以用 Killing 矢量关系

式来摆脱困难、建立与杨–米尔斯规范群的联系。本文将介绍与 Killing 矢量有关的理论[25]并将此用于

“统一引力和规范力”的广义卡鲁扎–克莱因理论。广义卡鲁扎–克莱因理论以及有关的高维引力理论

在文献中一直不绝[25] [34] [35] [36] [37]。附录中有一个关于 Killing (基林)矢量和 Lie (李)导数的介绍，

这是属于为使用非阿贝尔版卡鲁扎–克莱因机制统一引力理论和规范场论时所需要的知识构件，放在末

尾，希望有助于读者进一步理解。 
文中涉及到的一些中外研究人员的姓氏，对凡是比较常见的名姓，用中文译法；对非常见姓氏，或

在文内只偶尔出现几次的，或因缺少约定的汉译，我们用其西文姓氏，即沿袭这些作者论文内的姓氏写

法，读者因此亦可方便检索西文姓氏获得相关原始文献。 

2. 麦克斯韦方程的对偶规范变换 

就麦克斯韦方程的整体电磁对偶变换，前人已经揭示其性质[22]。在此整体变换下，以电荷和磁荷作

为源的麦克斯韦方程形式不变(对偶对称性)。此变换对称性成立的前提是要求磁荷存在，否则该电磁对偶

对称性就被破坏。但其实也可以退一步，即使磁荷不存在，如果同时假设所研究的系统内不存在电荷，

那么自由电磁场的麦克斯韦方程组的整体电磁对偶对称性(对偶变换不变性)仍旧成立。 
基于前人的三维矢量形式的电磁对偶变换[23]，我们使用四维时空相对论张量方法来阐述整体对偶变 

换。以四维电流密度为源的麦克斯韦方程是 f Jµν ν
µ∂ = ，以四维磁荷流密度为源的麦克斯韦方程是 

f Kµν ν
µ∂ =  (注意：这里用到了“相同指标求和”法则，取 0,1,2,3µ = )，其中电磁场张量为

f A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ ，其对偶电磁场张量为
1
2

f fµν µν αβ
αβε=  ( µν

αβε 为全反对称 Levi-Civita 符号，
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我们定义其中一个分量为 0123 1ε = + ，其它分量按此数值根据全反对称原则定出)。如果磁荷存在，电磁

势 Aν
不再是解析函数，例如 A Aν ν

α β β α∂ ∂ ≠ ∂ ∂ 。在对偶变换[22]下，我们写出新的电磁场张量 'f µν
和

对偶张量 'f µν
 与旧的电磁场张量 f µν

和对偶张量 f µν
 的关系如下： 

' cos sinf f fµν µν µνξ ξ= +  ， ' cos sin .f f fµν µν µνξ ξ= −   

它们可以化为我们熟知的三维空间内的矢量形式[22]。于是，将以上变换关系应用到麦克斯韦方程，

我们可以得到 

' cos sin cos sin ,

' cos sin cos sin .

f f f J K

f f f K J

µν µν µν ν ν
µ µ µ

µν µν µν ν ν
µ µ µ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

∂ = ∂ + ∂ = +

∂ = ∂ − ∂ = −



 

 

故而在整体电磁对偶变换下，四维电流密度变换规则是 ' cos sinJ J Kν ν νξ ξ= + ，四维磁荷流密

度的变换规则是 ' cos sinK K Jν ν νξ ξ= − 。于是以四维电流密度为源的麦克斯韦方程 f Jµν ν
µ∂ = 和

以四维磁荷流密度为源的麦克斯韦方程 f Kµν ν
µ∂ = 在整体电磁对偶变换下形式不变。 

以上是电磁对偶变换的相对论协变形式的实数表述法。其实也存在其复数表述形式(下面将叙述)。这

样我们就可以证明，传统的电磁对偶变换其实是一种规范变换，我们可称之为“整体电磁对偶规范变换”

(global electromagnetic dual gauge transformation)。对于笔者而言，这一性质的发现过程如下：先是许冰等

人提出了电磁场的三维复矢量表述形式(2007 年) [23]，我们受此启发，提出了具有明显相对论协变性的

电磁场复张量表述(2009 年) [24]，再结合前述的电磁对偶变换的相对论协变形式的实数表述法，我们把

它(电磁对偶变换)转化为复数表述，于是立即可以看出(在复数表述下)电磁对偶变换的规范变换特性。下

面来叙述这一研究结果： 
在普通的电磁场张量 f µν

和对偶张量 f µν
 基础之上，再受电磁场的三维复矢量表述形式[22]的启发，

我们就可以定义两个新的电磁场张量： F f fµν µν µν= + i 和对偶张量 F f fµν µν µν=  -i  (复数张 

量) [24]。此二者张量之间的关系是 F Fµν µν= -i 和
1
2

F Fµν µν αβ
αβε=  (注意：对偶张量的对偶，与原

张量比起来，前者多出一个负号，即 f fµν µν= −

 ， F Fµν µν= −

 )。这样一来，我们从前面的实数张量

式子可以得到对应的复数张量 

F f f J Kµν µν µν ν ν
µ µ µ∂ = ∂ + ∂ = +i i ， .F f f K Jµν µν µν ν ν

µ µ µ∂ = ∂ ∂ =
 -i -i  

这正是当存在电荷和磁荷时、在电磁场的复数张量形式下的麦克斯韦方程组： F J Kµν ν ν
µ∂ = +i ，

F K Jµν ν ν
µ∂ = -i  [24]。值得说明的是，本身此二方程并非独立，它们之间可以通过对偶变换，彼此 

推 导 ， 其 对 偶 变 换 规 则 为 ： F Fµν µν→  和 ( )J K J Kν ν ν ν+ → − +i i i 或 者 F Fµν µν→ 和

( )K J K Jν ν ν ν− → −i i i 。 
下面我们来看新的电磁场张量 F f fµν µν µν= + i 和对偶张量 F f fµν µν µν=  -i 的整体对偶变换： 

' ' ' ( cos sin ) ( cos sin )

exp( )( ) exp( ) ,

F f f f f f f

f f F

µν µν µν µν µν µν µν

µν µν µν

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

= + = + + −

= − + = −

  



i i

    i i i
 

' ' ' ( cos sin ) ( cos sin )

exp( )( ) exp( ) .

F f f f f f f

f f F

µν µν µν µν µν µν µν

µν µν µν

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

= = − − +

= − = −

  





-i i

    i -i i  
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复数形式的电、磁荷流密度的对偶变换为 

' ' ( cos sin ) ( cos sin )
exp( )( ),

J K J K K J
J K

ν ν ν ν ν ν

ν ν

ξ ξ ξ ξ

ξ

+ = + + −

= − +

i i

        i i
 

' ' ( cos sin ) ( cos sin )
exp( )( ).

K J K J J K
K J

ν ν ν ν ν ν

ν ν

ξ ξ ξ ξ

ξ

= − − +

= −

-i i

        i -i  

我们看到复数形式的电磁场张量和电、磁荷流密度的对偶变换都出现了一个复数因子(相位因子) 

exp( )ξ−i 。于是，麦克斯韦方程组 F J Kµν ν ν
µ∂ = +i ， F K Jµν ν ν

µ∂ = -i 具有整体电磁对偶规范变

换对称性。 
上面我们讨论了整体电磁对偶变换。下面我们考虑局域对偶变换，即相位因子 exp( )ξ−i 是时空坐

标的函数。在该变换下，麦克斯韦方程必须包含协变导数即 

( )gW F J Kµν ν ν
µ µ∂ − = +i i ， ( ) .gW F K Jµν ν ν

µ µ∂ − =i -i  

于是 ( )' 'gW F µν
µ µ∂ −i 可以在局域对偶变换下化为 

( ) ( )( )
( )
( )

' '

'

' exp( )

exp( )

exp( ) .

gW F gW F

gW F

gW F

µν µν
µ µ µ µ

µν
µ µ µ

µν
µ µ

ξ

ξ ξ

ξ

∂ − = ∂ − −

= − ∂ − ∂ −

= − ∂ −

i i i

              i i i

              i i

 

它与电、磁荷的四维流密度的变换规则 ( ' ' exp( )( )J K J Kν ν ν νξ+ = − +i i i ) 一样，其中

'gW gWµ µ µξ∂ + = ，故而局域电磁对偶规范势的变换规则为
' /W W gµ µ µξ= − ∂ 。同理，我们还有 

( ) ( ) ( )' '' exp( ) exp( ) .gW F gW F gW Fµν µν µν
µ µ µ µ µ µ µξ ξ ξ∂ − = − ∂ − ∂ − = − ∂ −  i i i i i i  

它与电、磁荷的四维流密度的变换规则( ' ' exp( )( )K J K Jν ν ν νξ= −-i i -i )亦同。于是，局域对偶

变换对称性对于麦克斯韦方程仍旧是成立的。 
上面是“局域电磁对偶规范变换”的相对论协变形式。我们也可以将上述内容化为普通三维空间形

式。我们发现此时电磁波恰似在各向异性真空中传播，对偶规范势Wµ 的物理含义是介电张量和磁导率

张量的非对角分量。 
我们设平直时空度规张量对角元符号为[ , , , ]+ − − − 。我们具体写出每一个电磁场张量分量：电磁场

张量分量之一 1
01 0 1 1 0f A A E= ∂ −∂ → ，于是 0

i
if E→  (电场强度分量， 1,2,3i = )；磁感应强度分量

3
12 1 2 2 1f A A B= ∂ −∂ → − ，于是三个磁感应强度分量可以写为{ }23 31 12, ,f f f { }1 2 3, ,B B B→ − − − ；

电磁对偶张量分量之一 01 01
1
2

f fαβ
αβε=

23
01 23fε= 1

23f B= → − ，于是 0
i

if B→−  ( 1, 2,3i = )；对偶

张 量 分 量 之 一 12 12
1
2

f fαβ
αβε=

30
12 30 1230 30f fε ε= = − 0123 30fε= 3

30f E= → − ， 于 是 我 们 有

{ }23 31 12, ,f f f   { }1 2 3, ,E E E→ − − − 。 

再来看电磁场张量(复数形式)的定义 F f fµν µν µν= + i 和 F f fµν µν µν=  -i  [24]。为了方便，我

们先在自然单位制中考虑。我们得到如下结论： 0 0 0i i iF f f= + i i iE B→− +i  ( 1, 2,3i = )；
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12 12 12F f f= + i ， 3 3B E→− −i ，于是{ }23 31 12, ,F F F { }1 1 2 2 3 3, ,B E B E B E→ − − − − − −i i i ；电

磁对偶分量为 0 0 0i i iF f f= −
 i i iB E→ +i  ( 1, 2,3i = )； 12 12 12F f f= −

 i 3 3E B→− +i ，于是

{ }23 31 12, ,F F F   { }1 1 2 2 3 3, ,E B E B E B→ − + − + − +i i i 。这样带有对偶规范势的麦克斯韦方程

( )gW F J Kµν ν ν
µ µ∂ − = +i i 左边的一个分量可以化为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1 21 31 01
2 2 3 3 0 0

3 3 2 2
2 2 3 3

1 1
0 0

( ) ( )

( ).

gW F gW F gW F gW F

gW B E gW B E

gW E B

µ
µ µ∂ − = ∂ − + ∂ − + ∂ −

= ∂ − + + ∂ − − −

+ ∂ − − +

i i i i

             i i i i

               i i

 

于是，三个空间分量 ( ) igW F µ
µ µ∂ −i  ( 1, 2,3i = )可以化为三维矢量形式(注意要用到“相同指标

求和”法则，取 0,1,2,3µ = ) 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( ).igW F gW B E gW E Bµ
µ µ∂ − → ∇+ × + − ∂ − −

    

i i i i i  

则麦克斯韦方程的空间分量 ( ) i i igW F J Kµ
µ µ∂ − = +i i  ( 1, 2,3i = )化为 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( ) .gW B E gW E B J K∇+ × + = ∂ − − + +
      

i i i i i  

麦克斯韦方程的时间(第零)分量 ( ) 0 0 0gW F J Kµ
µ µ∂ − = +i i  (也即高斯定律)可被展开为 

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0

0 0

( )

( ) .

i i i
i i i igW F J K gW E B J K

gW E B J K

∂ − = + ⇒ ∂ − − = +

⇒ ∇+ ⋅ − = +
  

   i i     i i i

i i i
 

下面我们来看麦克斯韦方程的对偶形式 ( )gW F K Jµν ν ν
µ µ∂ − =i -i 。对偶方程分量之一 

如 ( ) 1 1 1gW F K Jµ
µ µ∂ − =i -i 左边项 ( ) 1gW F µ

µ µ∂ − i 可以被展开为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1 21 31 01
2 2 3 3 0 0

3 3 2 2
2 2 3 3

1 1
0 0

( ) ( )

( ),

gW F gW F gW F gW F

gW E B gW E B

gW B E

µ
µ µ∂ − = ∂ − + ∂ − + ∂ −

= ∂ − − + ∂ − − +

+ ∂ − +

   i i i i

             i i i i

               i i

 

则方程左边的空间分量( 1, 2,3i = )为(注意要用到“相同指标求和”法则， 0,1,2,3µ = ) 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( ).igW F gW E B gW B Eµ
µ µ∂ − → ∇+ × − + ∂ − +

    

i i i i i  

于是麦克斯韦对偶方程的空间分量为 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( ) .gW E B gW B E K J∇+ × − = − ∂ − + + −
      

i i i i i  

此式也可以由前面已经得到的麦克斯韦矢量方程 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( )gW B E gW E B J K∇+ × + = ∂ − − + +
      

i i i i i
 

两边乘以 −i得到。 

电磁场的对偶方程的时间分量(即第零分量，也即高斯定律) ( ) 0 0 0gW F K Jµ
µ µ∂ − =i -i  (注意要

用到“相同指标求和”法则， 0,1,2,3µ = )可以化为 ( ) 0 0( )i i
i igW B E K J− ∂ − + =i i -i  (注意要用到
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“相同指标求和”法则， 1,2,3i = )。最终我们得到 ( ) 0 0( )gW B E K J− ∇ + ⋅ + =
  

i i -i 。此式也可以

由前面的 ( ) 0 0( )gW E B J K∇+ ⋅ − = +
  

i i i 两边乘以 −i得到。 

以上“局域电磁对偶规范对称性”理论系笔者在 2012 年底讲授研究生《光学电磁理论》课程时想到，

因而它算是笔者在教学过程中的一点心得。它是笔者基于之前文献内其它相关工作(如三维形式的电磁对

偶变换形式[22]、电磁场的三维复数形式[23]以及电磁场的复数张量表述[24])而思考的结果。需要指出，

尽管麦克斯韦方程可以在数学上恒等变形化为各种有趣的形式，如薛定谔方程形式、狄拉克方程形式以

及复数张量形式[24]，但是其物理含义没有变，因此这些变形也没有带来任何新的具有实质性价值的内容。

不过，新的数学形式也有可能成为将来未可预见的推广的理论的生长点。在近代物理学中这样的例子有

很多。 
上面的普通电磁对偶变换[22]经过复张量改造，我们发现它是一个规范变换。下面我们来看对偶规范

势的物理含义。为了简化，设麦克斯韦方程无源，即去掉 J K+
 

i 和 K J−
 

i ，同时假设对偶规范标量势

0W 为零，以及再设电磁场是时谐波( 0 / )cω∂ → −i ，那么上面已经得到的麦克斯韦方程及其对偶方程

的空间分量可以被简化为 

( )

( )

( ) ( ),

( ) ( ).

gW B E E B
c

gW E B B E
c

ω

ω

∇+ × + = − −

∇ + × − = +

    

    

i i i i

i i i i

 

我们可以从这两个方程得到一个二阶微分方程 

( ) ( )
2

2( ) ( ).gW gW B E B E
c
ω ∇ + × ∇ + × + = + 

     

i i i i  

根据“规范场论札记(I)”[21]，我们已经知道这样的方程实际上是各向异性介质(介电系数与磁导率

都是张量)内的电磁波方程。由此，对偶规范势(的分量)的物理含义是介电张量与磁导率张量的各向异性

矩阵元。这就打通了“对偶规范势”与“光学规范势”[15]之间的关系。 
以上仅针对阿贝尔情形，即电荷、磁荷和电磁规范场都是阿贝尔的。能否将“对偶规范势”推广到 

非阿贝尔情形，也是一个值得考虑的问题。新的规范场张量 F f fµν µν µν= + i 和对偶张量

F f fµν µν µν=  -i 的整体和局域对偶变换 ' exp( )F Fµν µνξ= −i 和 ' exp( )F Fµν µνξ= − i 仍旧可以保

留；复数形式的荷流密度的对偶变换 ' ' exp( )( )J K J Kν ν ν νξ+ = − +i i i 和 

' ' exp( )( )K J K Jν ν ν νξ= −-i i -i 也保留。现在，对偶变换参数ξ 可以采用矩阵形式，将规范场张量

和荷流密度看作某个李代数空间中的基矢量，因此，这些变换都是么正变换。规范场方程左边的对偶变

换 ( ) ( )' ' exp( )gW F gW Fµν µν
µ µ µ µξ∂ − = − ∂ −i i i 及其对偶部分的对偶变换 

( ) ( )' ' exp( )gW F gW Fµν µν
µ µ µ µξ∂ − = − ∂ − i i i 也保留，但是普通导数如 'F µν

µ∂ 要改为(非阿贝尔规

范群下的)协变导数
'' ' [ , ' ]D F F g A Fµν µν µν

µ µ µ= ∂ −i 。现在 exp( )ξ−i 是非阿贝尔群元，因此以上构

件的变换都是非阿贝尔么正变换。如此说来，非阿贝尔规范场的非阿贝尔对偶变换是存在的、自然的，

对偶规范势Wµ 很容易被推广到非阿贝尔情形。 

3. 非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论 

我们在上篇(“规范场论札记(I)”)中已经详细论述[21]，表明卡鲁扎–克莱因理论将引力场与 U(1)
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电磁场统一起来了[16] [17] [18] [19] [20]。由于在后来(1954 年)阿贝尔的电磁场理论又被推广到非阿贝尔

规范场理论[1]，后者成为描述夸克的强相互作用、中微子–电子的弱相互作用的理论，而电磁场本身也

成为 ( )NSU 非阿贝尔规范场的一个子群规范场；电磁场被统一进入 Glashow-Weinberg-Salam 弱电统一模

型(1961、1967、1968 年，已经被粒子物理学实验证实)和进一步被统一进入 George-Glashow 大统一模型

(1974 年，还未被实验证实) [5] [6] [7]。如此，为了把引力与强、弱、电相互作用统一起来，就需要把引

力场与非阿贝尔规范场统一起来。下面我们就来研究这种思路，即将上述卡鲁扎–克莱因理论推广到非

阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论，这是可以办到的。这一节叙述本人曾经(在 2007 年之前)的研究。 
首先我们进行符号约定：在本理论中，希腊字母 , ,λ µ ν 等表示普通四维时空内的坐标指标，大写拉

丁字母如 , , ,M N L P 等表示高维内空间的坐标指标；如果物理量字母上带有波浪线，表示该量是在四维

(外部)时空和高维内空间这一巨时空体(bulk spacetime)内进行定义的；若没有波浪线，则它们或定义在四

维(外部)时空，或定义在高维内空间(规范群流形)中；如果时空指标是平直的，那么就在 , ,λ µ ν 或

, , ,M N L P 上添加一横。在非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中，最重要的高维 Levi-Civita 联络可以写为 

( )

( ) ( )

,
1
2
1 1 .
2 2

M M M M

M M M M

g g g

g g g g

λ µ λµ µ λ λ µ

µ λ λ µ µ λ λ µ

Γ = ∂ + ∂ − ∂

→ ∂ −∂ = ∂ −∂



  

        

 

那么如何得到杨–米尔斯规范场呢？一个直观的方法是让度规非阿贝儿化，即 
ab ab

M M M Mg g g gµ λ λ µ µ λ λ µ∂ − ∂ → ∂ −∂    。但是这种思路并不直接奏效，难以生成杨–米尔斯场。于是在其

上乘上规范群生成元 i
baT  (指标 i 表示规范群生成元序号，如对于 ( )NSU 群，指标

21, 2,3,..., 1i N= − )，

即得到 ( )ab ab i
M M bag g Tµ λ λ µ∂ − ∂  ，并就重复指标求和。其实这可以干脆把 ab i

M bag Tλ 写为 i
Mgλ 。如果 i 不是时

空指标，那么梯度算符
MN

N Mg eµ µ µ∂ → ∂ + ∂ 难以对指标 i 作用，指标 i 不参与运算，因此也不奏效。

于是我们认为 i 应该是高维内空间指标。但是由于 i
Mgλ 已经有内空间指标 M 了，该内空间指标亦可以利

用起来，所以我们没有必要额外引入其它指标 i ，内空间指标 M 已经可以代替 i ，它将具有杨–米尔斯

规范群生成元序号的功能。 

在改写偏导数算符时，如我们有
M

Me eµ µ
µ µ µ µ µ µδ∂ = ∂ = ∂ + ∂  

M MN
M N Me g eµ µ µ µ= ∂ + ∂ = ∂ + ∂ 、

M MN M
Ne g e g e ν

µ µ µν= +   ( Mg e ν
µν 微小，故而略去)，此时我们需

要回答一个问题：为什么要把 µ∂ 写为
MN

N Mg eµ µ∂ + ∂ ？从作者个人角度讲，发现当穷尽几乎一切途径，

只有这样才能得到杨–米尔斯场强中的两场乘积项
JK

L J Kf A Aµ λ 。另一方面，这也受启发于普通广义相

对论中的物质场与“引力磁势 0ig ”的相互作用：如 ( )g hν ν
µ µν µν µνϕ ϕ η ϕ∂ = ∂ = + ∂  

( )0
0

i
ih hν

µν µ µη ϕ ϕ ϕ= ∂ + ∂ + ∂ ，那么 ( )0
0 0 00 0

i
ih hν

νϕ η ϕ ϕ ϕ∂ = ∂ + ∂ + ∂ ，其中 0ih 就是“引力磁矢量

势”。它的旋度，就是引力磁场。于是在 M Mg gµ λ λ µ∂ − ∂  中，我们可以有 

( )LN LN
M N L M M N L Mg g e g g g e gµ λ µ µ λ µ λ µ λ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂      。同理，我们有 

LN
M M N L Mg g g e gλ µ λ µ λ µ∂ = ∂ + ∂    。那么由 Levi-Civita 联络得到的非阿贝尔规范场强形式为 

( )LN
M M M M N L M N L Mg g g g e g g g gµ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂        。 

对该式经过钻研后，我们认为杨–米尔斯规范场强中的规范势平方项 J KA Aµ λ 应该由
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( )LN
N L M N L Me g g g gµ λ λ µ∂ − ∂    变化而来。显然需要对 Mgµ 和 Mgλ 作如下形式的分解： 

( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= ， ( , ) ( ) ( )K

M M Kg x y y A xλ λξ= ，才有可能得到规范势平方项 J KA Aµ λ ，

其中 x 是普通四维时空坐标， y 是高维内空间坐标。至于 K
Mξ 是具有什么物理意义的量，目前未知(说

明：这里对 ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= ，作者采用了与 Kuyrukcu 2014 年论文内类似的符号写法[25]，

因为 ( )K
M yξ 是 Killing 矢量场。一般文献中用符号

Kξ 表示 Killing 矢量场的事例较多，尽管当时

(2006~2007 年)作者并没有认识到 ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= 内的 ( )K

M yξ 是 Killing 矢量场)。我只知

道 Mgµ 和 Mgλ 能就其内外空间坐标进行分离变量 (写成内外空间坐标函数的乘积形式 )。于是

M Mg gµ λ λ µ∂ − ∂  可以化为 

{ }
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.

K
M M M K K

LN J K K J
N J L M K N K L M J

K LN J K K J
M K K N L M N L M J K

g g y A x A x

e y A x y A x y A x y A x

A A e A A

µ λ λ µ µ λ λ µ

µ λ λ µ

µ λ λ µ µ λ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

 ∂ − ∂ = ∂ − ∂ 

       + ∂ − ∂       

= ∂ − ∂ + ∂ − ∂

 

              

            

 

这样我们就得到本理论中的重要结论： 

( ) ( )K LN J K K J
M M M K K N L M N L M J Kg g A A e A Aµ λ λ µ µ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂   

需要作一说明：在此式中，我们不能把
LNe 作为公共因子提取出来，也即不能写作

( ) ( )LN J K K J
MN L L N L M N L M J Ke A A A Aµ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ ∂ − ∂ + ∂ − ∂  。因为如果能写作成该形式，那么

( ) ( )LN L
MN L L M L Le A A A Aµ λ λ µ µ λ λ µξ ξ∂ − ∂ = ∂ − ∂ ，其内

L
Mξ 的 L 是高维平直空间指标，但是根据前

述定义 ( , ) ( ) ( )L
M M Lg x y y A xλ λξ= ，L 应该是高维弯曲空间指标(高维弯曲，代表有规范场)，故而矛盾。 

现在我们在 Levi-Civita 联络 , Mλ µΓ 上乘上额外维内空间标架场(vielbein) MMe ，以此作为研究对象，

那么这意味着我们需要作如下计算  

( ) ( )
( )

( ) ( ) .

MM MK
M M K K

LN J K K J MM
N L M N L M J K

MK LJ MK LK MJ
K K L L J K

g g e A A

e e A A

A A A A

µ λ λ µ µ λ λ µ

µ λ

µ λ λ µ µ λ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

∂ − ∂ = ∂ − ∂

+ ∂ − ∂

= ∂ − ∂ + ∂ − ∂

 

                    

                 

 

此处
MM

Le∂ 可以不计(即十分微小)。利用
1( )MP M M

PN N Nξ ξ η δ− = = ，上面结果可以写为 

( ) ( ) ( )1( ) .MM MP LJ NK LK NJ
M M P P L L J KPNg g e A A A Aµ λ λ µ µ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂  

 

于是中括号内出现了一个类似非阿贝尔规范场强的表达式 

( ) ( )( ) 1( ) LJ NK LK NJ
P P P L L J KPNF A A A Aµλ µ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ−= ∂ − ∂ + ∂ − ∂higher 。我们已知杨–米尔斯非阿贝

尔规范场强是
( ) JK

P P P P J KF A A qf A Aµλ µ λ λ µ µ λ= ∂ − ∂ +Yang-Mills  (其中 JK
Lf 是杨–米尔斯规范群结构常数，

q 是规范荷)。如果 ( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 等于 JK

Pqf ，那么这两个场强具有相同结构，

( ) ( )
P PF Fµλ µλ=higher Yang-Mills

。这个相等条件是否可以实现呢？首先， ( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 关于

指标 ,J K 是反对称的，群结构常数 JK
Pf 也是关于指标 ,J K 是反对称的。如果前者是常数(即与高维内
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空间坐标无关)，那么两者可以相等起来。于是这样，我们从高维(广义相对论) Levi-Civita 联络

( ),
1
2M M M Mg g gλ µ λµ µ λ λ µΓ = ∂ + ∂ − ∂

   中获得了普通四维时空中的杨–米尔斯规范场强。在该 

Levi-Civita 联络中， M 为额外维(高维)内空间坐标的指标(且是弯曲空间坐标指标)， µ 与λ是普通四维

时空坐标指标(它本应该是弯曲时空坐标指标。但是为了简化问题，我们把普通四维时空中的爱因斯坦引

力场略去了，因为我们的目的是从高维广义相对论中呈现出杨–米尔斯规范场)。由于在普通的五维卡鲁

扎–克莱因理论中已经证明希尔伯特–爱因斯坦引力作用量密度包含了 Levi-Civita 联络的平方项[21]， 

即 , ,
1

2 2
ML

M L
R g g gσν µλ

ν µ λ σκ κ
− → Γ Γ ，它也可以写为 

, ,
1

2 2
ML

M L
R g gσν µλ

ν µ λ ση
κ κ

− → Γ Γ . 

故而希尔伯特–爱因斯坦引力作用量中的高维时空部分自动包含了杨–米尔斯非阿贝尔规范场的拉

格朗日量密度。于是这样我们就把杨–米尔斯规范场从高维广义相对论引力理论中呈现了出来，也因此

可以说我们的上述方案(非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论)统一了引力场与杨–米尔斯规范场。 
以上内容(即本节“非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论”)是本作者在 2007 年之前的四五年独立研

究“以非阿贝尔卡鲁扎–克莱因引力理论统一引力场和杨–米尔斯场”所得到的要义(实际结果要比上面

庞杂多倍且伴随各种曲折思考和若干“走不通”的方案，这里只是删繁就简整理、列出合理的部分)。 

杨 – 米 尔 斯 规 范 群 结 构 常 数
JK

Pf 是 常 数 ， 与 普 通 四 维 时 空 坐 标 无 关 ， 而

( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 里面的指标都是高维空间内的指标，似乎也都与普通四维时空坐标无 

关，但是它们含有高维空间内的导数，似应该与高维空间坐标有关，看不出它们是真正的常数，也看不 

出它们怎么与一个李群(如杨–米尔斯规范群)去建立联系，尽管 ( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 确实

与杨–米尔斯规范群结构常数 JK
Pf 有一些类似(如关于指标 ,J K 反对称)。因此，本文作者当时 

(2006~2007 年)十分不自信(到这里就被“卡壳”)，正如跋涉到山顶，没有体会到“一览众山小”，似觉

空虚，最终放弃了这一套所谓的“非阿贝尔卡鲁扎–克莱因引力”理论，改旗易帜，去追寻提出另一套

完全不同的方案即基于洛伦兹联络(自旋仿射联络)的引力规范理论[30] [31] [32]，采用高维洛伦兹群作为

SO( 2N )规范对称群或者高维复流形群作为 SU( N )规范对称群[33]。 

4. 用 Killing 矢量场摆脱困境 

无论如何，其实卡鲁扎–克莱因理论使用高维空间自由度来描述规范场，统一引力场和规范场，富

有启发性意义。在文献中，卡鲁扎–克莱因理论的各种推广，包括非阿贝尔版本，除了我自己“闭门”

钻研外，时不时有人在研究[25] [34] [35] [36] [37]。关于上面所述的非阿贝尔形式的卡鲁扎–克莱因理论

如何产生规范群的问题，我后来明白，实际上需要依靠 K i l l i n g 矢量场与李导数工具来建立 

( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 与杨–米尔斯规范群结构常数 JK

Pf 之间的联系才能解决[25]。他人已

经指出，度规分量 ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= 中的 ( )K

M yξ 是一个 Killing 矢量[25]。 ( )K
M yξ 中的指

标M 为这里说的 Killing 矢量指标。利用 Killing 矢量场与李导数的方法，上面所得到的 M Mg gµ λ λ µ∂ − ∂ 

也 可 以 这 样 来 讨 论 ： 在 本 理 论 ( 非 阿 贝 尔 版 卡 鲁 扎 – 克 莱 因 理 论 方 案 ) 重 要 结 果

( ) ( ) ( )MM MK LJ MK LK MJ
M M K K L L J Kg g e A A A Aµ λ λ µ µ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂  之中，我们研究
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LJ MK LK MJ
L Lξ ξ ξ ξ∂ − ∂ 。对此右乘 M∂ ，我们得到 

( ) ,LJ MK LK MJ LJ MK
L L M L Mξ ξ ξ ξ ξ ξ ∂ − ∂ ∂ = ∂ ∂  . 

此为两个 Killing 矢量场
LJ

Lξ ∂ 与
MK

Mξ ∂ 的对易子(指标 L 和M 为这里说的 Killing 矢量指标)。根据

前人微分几何理论的研究结果知道[38] [39] [40] [41]，全体 Killing 矢量场构成一个群的完备性生成元的

集合，即任意两个 Killing 矢量之和也是 Killing 矢量，任意两个 Killing 矢量的对易子也是 Killing 矢量[38] 
[39] [40] (这是李群特征。正是这一点，使得

LJ MK LK MJ
L Lξ ξ ξ ξ∂ − ∂ 可以与杨–米尔斯规范群结构常数联

系起来)。Killing 矢量场满足如下的李代数关系[38] [39] [40] 

, 'LJ MK JK ML
L M L Mfξ ξ ξ ∂ ∂ = − ∂  ， 

其中， 'JK
Lf 为该 Killing 矢量群的结构常数。将该关系代入前面公式，于是我们有 

( ) 'LJ MK LK MJ JK ML
L L M L Mfξ ξ ξ ξ ξ∂ − ∂ ∂ = − ∂ 。进一步可以得到 

'LJ MK LK MJ JK ML
L L Lfξ ξ ξ ξ ξ∂ − ∂ = − . 

将它代入前面的 ( ) MM
M Mg g eµ λ λ µ∂ − ∂  ，我们得到 

( ) ( )
( )

'

' .

MM ML JK ML
M M L L L J K

ML JK
L L L J K

g g e A A f A A

A A f A A

µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ

µ λ λ µ µ λ

ξ ξ

ξ

 ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + − 

= ∂ − ∂ −

 

                  
 

显然，当 'JK JK
L Lf qf− = ，即 Killing 矢量群李导数结构常数 'JK

Lf 与杨–米尔斯规范群结构常数

JK
Lf 成正比时，从高维黎曼时空几何的无挠 Levi-Civita 联络(黎曼对称联络) , Mλ µΓ 中可以生成杨–米

尔斯非阿贝尔规范场强
( ) JK

L L L L J KF A A qf A Aµλ µ λ λ µ µ λ= ∂ − ∂ +Yang-Mills
。模仿前面普通卡鲁扎–克莱因

理论中的度规写法[18] [19]，我们可以写出非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中的体时空(bulk spacetime)度规： 
2 2

2 2 .
k

i k i

j ji j ji

g g g A A A
g

g g A
µν µ µν µ ν µ

µν
ν ν

φ φ
φ φ η

 + 
= =        

 



 

 

那么它的逆是 

2 .
/

ll

i i l ili il

g Ag g
g

A g A Ag g

νλ ννλ ν
νλ

λ σ τλ
στ η φ

   −
= =   

− +   

 



 

 

可以证明它们满足互逆条件 

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

/

( ) ( ) /

( ) ( )

k l
k i

i i l il
j ji

k i k l i l il
k i k i

i l i l i
j ji j ji

g A A A g A
g g

A A g A A

g A A g A A g A A A A g A A

A g A A A g A A

νλ ν
µν µ ν µνλ

µν λ σ τ
ν στ

νλ λ ν σ τ
µν µ ν µ µν µ ν µ στ

νλ λ ν σ τ
ν ν στ

φ φ
φ φ η η φ

φ φ φ φ η φ

φ φ η φ φ η η

 +  −
=     − +  

+ + − + − + +
=

+ − − + +

 

      
( )2/

0
.

0

l

l
j

λ
µ

φ

δ
δ

 
 
 
 
 

=   
 

      

 

那么根据上面的分解精神( ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ→ )，把胀缩子标量场也考虑进去，度规实际
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应该写为 
2 2

2 2

2 2

2 2

[ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( ) ( )
.

( ) ( )

L
M L M

N NM N NM

K LP K
L K P M K

K
N K NM

g g g A A A
g

g g A

g y A x y A x y A x
y A x

µν µ µν µ ν µ
µν

ν ν

µν µ ν µ

ν

φ φ
φ φ η

φ ξ ξ φ ξ
φ ξ φ η

 + 
= =   
   
 +

=  
 

 



 

   

 

在 ( ) ( )'MM ML JK
M M L L L J Kg g e A A f A Aµ λ λ µ µ λ λ µ µ λξ∂ − ∂ = ∂ − ∂ −  中， 'JK

L J Kf A Aµ λ 内的指标 

,J K 当属杨–米尔斯规范群生成元的序指标，例如当规范群是 SU ( )n 群，它有 2 1n − 个生成元，那么

,J K 取遍 1 到 2 1n − 。在引力理论中， ,J K 的唯一物理意义是高维(内空间)指标，即高维(内空间)指标

承担了杨–米尔斯规范群生成元的序指标，因为我们不打算(像杨–米尔斯理论那样)引入其它额外自由度

(如同位旋)，现在唯一的自由度就是高维内空间指标。但是这也带来一个问题：这要求高维(内空间)是
2 1n − 维的。但是按照 Killing 矢量的特性，一个 d 维高维(内空间)有 ( 1) / 2d d + 个 Killing 矢量[38] [39] 

[40]，但是
2 1 ( 1) / 2d n d d= − ≠ +  (只有 1d = 让 ( 1) / 2d d d= + 成立，这正是普通的阿贝尔五维卡

鲁扎–克莱因理论)。如果由高维卡鲁扎–克莱因理论生成的规范群是 SO( 2n )群(SU ( )n 群是 SO( 2n )
群的子群)，它的生成元个数是 2 (2 1) / 2n n − ，d 维高维(内空间)有 ( 1) / 2d d + 个 Killing 矢量[38] [39] 
[40]，由此说来，如果 2 1d n= − ，则 Killing 数量个数与 SO( 2n )群生成元个数相等。由此看来，

( )J K K J
N L M N L M J KA Aµ λξ ξ ξ ξ∂ − ∂ 内的指标 ,J K 应该被看作高维(内空间)指标，存在由 Killing 矢量场

为生成元组成的群与规范对称群一一对应的现象。 
我们总结一下本节：在非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中，为了从 Levi-Civita 联络中得到杨–米尔斯

规范场强，需要对度规进行“内外空间分离变量”式的分解： ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= 。尽管高维

内空间 ( )K
M yξ 的物理含义未知，但这种分解已经足够使得我们得到一个规范场强

( )
PFµλ
higher

。如果 

( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 能写作为某个群的结构常数 JK

Pqf ，那么它就是杨–米尔斯规范场强

( ( ) ( )
P PF Fµλ µλ=higher Yang-Mills )。这一结论相对容易得到(本作者在 2006~2007 年已经证得)，正如前一节(“非

阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论”)已经演绎。但实际上 ( )K
M yξ 是具有物理含义的，它其实就是 Killing

矢量[25] (这一点是笔者在后来看到文献[25]才认识到的)。如果把 ( )K
M yξ 看作 Killing 矢量，则确实可以 

论证从 Levi-Civita 联络中得到杨–米尔斯规范场强，此在本节也已经演绎。为了让读者进一步理解这种

联系，我们在本文附录中附上了有关 Killing 矢量和 Lie 导数的理论知识[38] [39] [40] [41]。 

5. 非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论之缺点和引力–规范统一之出路 

虽然非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论(在上面两节所介绍)可以把引力场和杨–米尔斯规范场统一起来，

但也需要指出的是，非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论有几个缺点。缺点之一是在希尔伯特–爱因斯坦作用

量密度中，除了产生杨–米尔斯规范场的作用量密度外，还有一些杂项。其实这些杂项在普通的阿贝尔

卡鲁扎–克莱因理论中已经存在，只不过在非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中有更多杂项。例如，在统一

引力场与电磁场的传统的阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中有伸缩子标量场φ (dilaton)与 U(1)麦克斯韦电磁

场 Aµ 之间的相互作用(此时麦克斯韦场方程可写作为 (3 / )( ) 0F Fµν µν
µ µφ φ∇ + ∂ = ，其中 F µν

是电磁

场的场强) [18]。这个卡鲁扎–克莱因理论中的四维时空内的引力场方程是 
2 2( / 2) (1/ )( )G T gαβ αβ α β αβκ φ φ φ φ= − ∇ ∂ −  ，其中Tαβ 为引力源即能量–动量张量(它是麦克斯韦电

磁场的量)，空框 为二阶(偏微分)达兰伯(d’Alembert)算符( µ
µ= ∇ ∂ )；标量场(伸缩子) φ 的场方程是
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2 3( / 4)F Fαβ
αβφ κ φ= ，即电磁场是伸缩子 dilaton 标量场φ 的源[18]。有人可能会建议这样的杂项可 

以作为暗物质的贡献。不过，这样一来，无疑引力波和电磁波的传播速度不再相同。但是 2017 年 8 月

17 日在由引力波干涉仪 LIGO 和费米伽马射线望远镜探测到的双中子星合并事件(发生地距地球为 40 兆

秒差距、折合为约 1.3 亿光年的外长蛇座内的 NGC4993 星系内) [26] [27]中发现，引力波和伽马射线“双

星使”经过 1.3 亿年(合计约 154.1 10× 秒)的长途旅行，只差 1.7 秒先后到达地球[26] [27]，这意味着引力

波和电磁波波速其实严格相等、传播轨迹一样，因此这一观察结果否定了将上述杂项作为暗物质贡献的

可能研究思路[28] [29]。即使伽马射线 1.7 秒延迟，也是因为在“双中子星合并”时当两中子星刚螺旋式

互绕时引力波先产生、迟滞 1.7 秒后当双中子星熔融时才发生伽马射线暴。我们可以做一个不太严密的

数量级估算：在两颗中子星(0.86 倍和 2.26 倍太阳质量之间，半径 10 千米量级) [26] [27]刚靠近距离
710L = 米量级时，它们的环绕速度为 710v = 米/秒，然后发生剧烈事件：彼此螺旋式环绕、靠拢、合

并、熔融。螺旋式环绕的双星系统，作为一个质量四极振子，已经先辐射引力波，引力波频率大致是两

中子星环绕频率(引力波的频率为 1~100 赫兹范围)。从两颗中子星开始螺旋环绕到完全合并，需要花时

间秒量级(根据上面已交代的环绕速度和距离来估算)，具体可能是 1.7 秒，再发生剧烈的伽马射线暴，故

而引力波比伽马射线暴早发射 1.7 秒。由此说来，它们的波速(在长途旅行中)能彼此印证，那么爱因斯坦

广义相对论方程和麦克斯韦电磁场方程是高度精确的。确实如此，因为根据引力波的线性化弱场近似条

件和零迹条件，引力波方程与电磁场方程形式结构一致，具体说来，引力波方程写为

0µ µ τ µ τ
µ νσ µτ νσ τσ µν∂ Γ + Γ Γ −Γ Γ = ，麦克斯韦方程写为 0F F Fµ µ τ µ τ

µ ν µτ ν τ µν∂ + Γ − Γ = 。我们只要

把电磁场张量 F µ
ν 与引力理论中的 Levi-Civita 联络

µ
νσΓ 进行类比，就可以发现，它们的波动方程结构

一模一样，因此如果初始发射时，它们方向一致，它们之后的传播轨迹就相同。 
卡鲁扎–克莱因理论的缺点之二是，因杨–米尔斯规范势 Aµ 来自高维度规 Mgµ ，而高维广义相对 

论的宇宙学项 MgµΛ  会破坏杨–米尔斯规范对称性，甚至爱因斯坦张量 / 2M MR g Rµ µ− 

 中的

/ 2Mg Rµ− 

 项也会破坏规范对称性。 MgµΛ  和 / 2Mg Rµ− 

 这两项在普通的麦克斯韦电磁理论和杨–米尔

斯规范理论中是不存在的。它们之所以在广义相对论引力理论中出现，是因为对爱因斯坦–希尔伯特引

力作用量密度 | |g R求关于
Mg µ
 的变分时， MgµΛ  和 / 2Mg Rµ− 

 这两项出自 | |g 求关于
Mg µ
 的变分，

而这些项在杨–米尔斯规范理论中并不需要。 
在广义相对论中，宇宙学项 gµνΛ 看似引力子质量项。不过其实并不是，因为它不会使得引力势变 

为 类 似 汤 川 势 的 形 式
exp( )GM kr

r
−

− ， 而 是 导 致 史 瓦 西 – 德 西 特 解 ( 度 规 0 0 分 量 是

2
00 1 / / 3g GM r r= − −Λ )，它对应的引力势完全不具有汤川势的形式。另一方面，宇宙学项可以分解

为 g hµν µν µνηΛ = Λ +Λ ，如果把 hµν 当作引力子振幅，那么非零的对角化分量 µνηΛ 本身也是引力子 

的源，这与超导内的电磁场很不一样(超导内不存在这样的常数电荷密度源项)，因此，如果后者有汤川势，

那么前者自然不可能有汤川势。当然，大家知道，汤川势的指数会削弱场强，而在史瓦西–德西特解中，

当宇宙学常数Λ为正时，导致斥力项(这也可能是宇宙加速膨胀之源)，两者(汤川势和史瓦西–德西特解)
在定性上还是有类似功能的(即前者的“削弱场强”与后者的“斥力项”，定性效果上一致)。在高维卡鲁

扎–克莱因理论中，宇宙学项 MgµΛ  应该确实是规范粒子质量项，这成为卡鲁扎–克莱因理论的一个瑕

疵(前提是如果我们确实计划把卡鲁扎–克莱因理论当作是引力–规范统一理论的方案)。通常在规范理论

中，规范势不能直接出现在场方程中。但是，度规或标架场作为时空平移规范对称性的规范势，却允许

直接出现在广义相对论引力场方程中，这是因为度规或标架场除了作为(平移规范对称性的)规范势外，还

起着作为上升、下降张量指标的作用。现在高维度规 Mgµ 又起着产生杨–米尔斯规范势 Aµ 的作用，这
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就导致了对规范对称性的破坏。 
与上面非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论“外壳是引力场，内芯含有杨–米尔斯规范场”的方案不同，

还有一种引力规范理论方案[30] [31] [32]，走的却是相反路线，外壳中的引力作用量密度具有曲率张量平

方项的形式(是麦克斯韦–杨–米尔斯作用量密度的推广)，但是其引力场方程的首次积分解恰好是爱因斯

坦引力场方程，而杨–米尔斯规范场仍旧从高维曲率张量中衍生出来。在此方案中，尽管其理论素材仍

旧是引力场，但其外观结构如引力作用量密度却不再是爱因斯坦–希尔伯特曲率一次项形式[31] [32]，因

此爱因斯坦引力场方程级秩比(自旋联络)引力规范场方程低一级(因为前者是后者的首次积分解) [30] [31] 
[32]。在此方案中，不存在上述前一方案在美感上的瑕疵问题。基于这个原因，我们可能要放弃非阿贝尔

卡鲁扎–克莱因理论作为统一广义相对论与杨–米尔斯规范理论的方案，改旗易帜，采用引力规范理论

[30] [31] [32]作为统一引力场与杨–米尔斯规范场的方案。在这个方案中，普通的四维时空中的黎曼曲率 

张量 [ , ]pq pq pq pq
µν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i  ( pq

µω 为自旋仿射联络或洛伦兹联络)可以推广到高维空

间，变为 [ , ]ab ab ab ab
µν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i  ( ,a b 表示高维内空间的坐标指标)， ab

µνΩ 具有普通 

杨–米尔斯规范场强的形式[30] [31] [32] (本作者在 2007 年后开始采用此法)。在这一理论中，高维空间

转动对称性(洛伦兹转动对称性)就是杨–米尔斯规范对称性，高维空间自旋仿射联络就是杨–米尔斯规范

势，高维黎曼曲率张量就是杨–米尔斯规范场强，物质场的高维自旋流密度张量是杨–米尔斯规范荷流

密度。如果选取复厄密度规(同时标架场也是复数)，那么引力规范群是 SU(1, 3 N+ )群，
ab

µω 是其中子

群 U ( )N 或 SU ( )N 规范势[33]。但是复厄密度规的微分几何在数学上十分复杂，Levi-Civita 联络多了几

倍，而且必然出现挠率[33]。一些复流形专著，虽然也讲述复厄密度规，但是却选择了最简单的情形(可
以让挠率不出现)，但是这样的数学工具在本主题(引力–规范统一)中却不够用。除了以上产生 U ( )N 或

SU ( )N 规范群的引力–规范统一方案[33]外，还有更为简单的方案，那就是体时空(bulk spacetime)度规

与标架场仍旧选取实数、对称性为 SO(1, 3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )的引力规范群方案。在此方案中，

杨–米尔斯规范群(高维引力规范群)是 SO( 2N )。如果 2 10N = ，那么在该理论中，可以从新引力理论

中产生 SO(10)大统一理论。此方案有两个应用背景：i) 如果强、弱、电大统一理论天然是 SU(5)规范对

称的，那么由于 SU(5)是 SO(10)的子群，为了避免上述的 SU(1, 3 N+ )复度规理论的复杂性，我们以 SO(1, 
3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )作为体时空(bulk spacetime)引力规范群代替之；ii) 如果强、弱、电大统一理

论天然是 SO(10)规范对称的，自然就需要采用 SO(1, 3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )引力规范群方案[30] [31] 
[32]。时空平移对称性和洛伦兹对称性都是等度规变换对称性[41]，那么时空平移对称群和洛伦兹转动群

都是等度规规范群(isometry gauge group)。 

6. 从高维引力规范理论衍生出普通规范场论 

引力规范理论以自旋仿射联络和标架场分别为局域洛伦兹转动对称和局域时空平移对称所对应的引

力规范势，但是由不同研究者所提出的引力规范理论具体细节各异。在我们所提出的引力规范理论的其

中一个版本中[31] [32]，爱因斯坦广义相对论方程作为自旋联络引力规范场方程的首次积分形式出现，宇

宙学常数以积分常数身份出现，而由量子真空能所导致的巨大引力效应也不复存在(我们指出[31]，在 
引力规范场方程中，真空能的能量–动量张量项以 ( ) ( )g gα βν β ανρ ρ∇ −∇vac vac 形式出现，由于量子零

点真空能密度 ρvac 为常数，两个协变导数项 ( )gα βνρ∇ vac 和 ( )gβ ανρ∇ vac 自动为零，故而这一真空 

能项为零，即真空能不呈现引力效应[31])。根据场的量子理论，电磁场等在被量子化后，具有几乎无穷

大的真空能(量子真空零点涨落能)能量密度(如果把场的频率能标截断在普朗克能量，真空能密度大约是

目前宇宙平均能量密度的 120 个数量级倍数；如果截断在弱电统一能标，真空能密度大约是目前宇宙平
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均能量密度的 60 个数量级倍数)。虽然按照超对称理论，每一种玻色子对应一种费米子伴侣，它们的真

空能量密度刚好相反、彼此抵消，但是毕竟超对称在至少弱电能标以下是破缺的，因此量子真空能密度

仍然是巨大的。按照广义相对论，这样的近乎发散的量子真空能量会导致时空极度弯曲。但是实际上，

这样的“灾难”并没有发生。这是量子场论和广义相对论之间的一个未解之谜(只要检索“真空能量、宇

宙学常数之谜”(quantum vacuum energy、cosmological constant problem)，可以发现讨论此问题的文献可

谓浩如烟海)。关于引力规范理论如何解除“量子真空能量导致的近乎无穷大的引力”问题的一种方案[31]，
笔者在一篇《电动力学》研讨会中文论文中有具体叙述[42] (其删节部分选入于举办方的学报[43])。 

在本文中，我们要讨论的是如何从引力规范理论中呈现出普通规范场。将该引力规范理论[31] [32]
推广到高维且设高维内空间维数为 2N ，我们可以得到高维 SO( 2N )引力规范场，其引力源是矢量场和

旋量场的高维自旋流密度，它在普通四维时空内呈现为 SO( 2N )杨–米尔斯规范场。由于 U( N )或
SU( N )是 SO( 2N )的子群，那么该理论可以将引力相互作用和普通的 SU( N )杨–米尔斯规范相互作用

统一起来[33]。 
在该引力规范理论中，包含曲率项和挠率项的引力拉格朗日量密度是[32] 

( )( )1 ,
2

km l k l
k l k l me e e eµ ν ν µ λ λ

µλ ν µλ νζ τ= − Ω Ω + Τ Τg  

其中挠率的定义是 ( )k ke σ σ
µλ σ µλ λµΤ = Γ −Γ 。以标量物质场为例，我们写出其拉格朗日量密度，包括物 

质场ϕ 、与它对应的重中介场 φ的自由拉格朗日量密度及它们之间的耦合拉格朗日量密度，表达式为

[31] 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1, ,
2 2 2 2

.

Gm M

J J

µ µ
ϕ µ φ µ

µ µ
ϕ φ µ µ

ϕ ϕ ϕ φ φ φ

ξ ϕ φ µ φϕ ξφ ϕ µ ϕ−

= ∂ ∂ − = ∂ ∂ −

= ∂ ∂ − = + = − ∇ ∂ +

 



      

D.T.,     
 

这里的符号 D.T.是四维时空内的散度项(divergent term)。狄拉克旋量场也有与上式对应的拉格朗日量密度

[32]。我们假设重中介场φ质量 GM 很大(接近普朗克质量数量级)，因此只研究其低能行为。我们使用路

径积分方法，将重中介场φ看作是一个经典场背景，把物质场ϕ 看作是一个量子水平上的微挠，可得到

物质场ϕ 的低能标有效作用量。最后，将此低能有效作用量密度与上述引力拉格朗日量密度作为低能引

力规范理论的主要内容，我们对此拉格朗日量总密度计算关于自旋仿射联络
pq

µω 的变分，得到一个关于

自旋联络的二阶微分方程、但关于度规却是三阶的微分方程 

( ) ( )8 8 0,G G G Gν ν ν ν
α β β β α απ τ π τ∇ − −∇ − =  

其中 / 2G R g Rν ν ν
β β β= − 和 / 2G R g Rν ν ν

α α α= − 为爱因斯坦张量。广义相对论中的引力相互作用耦合系

数可用物质场所对应的重中介场φ质量项来表示即 2 28 / (2 )GG Mπ ξ ζ= − ，其中引力拉格朗日量密度的常

系数ζ 取负值[33]。 

上述引力拉格朗日量密度
g

中的曲率部分 ( )1
2

km l
k l k l me e e eµ ν ν µ λ

µλ νζ − Ω Ω 遵守局域洛伦兹转动 

群 SO(1, 3)规范对称性。如果我们引入高维空间(如 2N 维)，那么此引力拉格朗日量密度在高维空间具有

SO( 2N )规范对称性，取上述引力作用量密度中的拉丁字母指标 , ,k l m 为高维空间指标( , ,k l m 取值为 1
到 2N )，那么维度紧致化后，从上述引力作用量密度中可以得到 SO( 2N )杨–米尔斯规范场的作用量

密度。由于爱因斯坦广义相对论方程和杨–米尔斯理论都可以从该理论中产生，从而可以说，我们将引

力场与规范场统一了起来[33]。 
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不过，由于粒子物理标准模型(强、弱、电磁相互作用理论)所用到的杨–米尔斯场应该是属于 SU( N )
群对称性的规范场，例如最简单的强、弱、电大统一理论是 SU(5)规范对称的，而不是 SO( 2N )规范对

称的。为此目的，我们就要建立复流形时空中的引力规范理论(时空坐标、度规、标架场都是复数，自旋

仿射联络是厄密的，而不是简单的反对称的)。这样的理论确实存在，可以称为 SU(1, 3 N+ )群引力规

范理论。但是我们得到的这样的理论[33]却十分繁琐、庞杂，以致于不得不自问：自然界怎么可能愿意选

择这么复杂的统一场论方案？所以，我们认为还是要退回到实流形空间，回到 SO(1, 3 2N+ )或
SO(1 2N+ , 3 )作为体时空(bulk spacetime)引力规范群的统一方案，认为强、弱、电大统一理论天然是

SO( 2N )群规范对称的，如 SO(10)、SO(12)、SO(14)等，其有子群 SU(5)、SU(6)、SU(7)等。为了避免

上述的 SU(1, 3 N+ )复流形内复度规、复联络理论的复杂性，我们应当采纳更为直截了当的实流形时空。

笔者曾(十年前)认为 SO(1, 3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )引力规范群过于简单平凡，故而将其放弃，且为迎

合 SU( N )群杨–米尔斯规范理论，希望建立自洽的 SU(1, 3 N+ )群的复流形理论(可见文献[33])。现在

“返璞归真”，不再舍近求远，认为应该再度退回到相对简单的实流形 SO(1, 3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )
理论，这可能才是自然界愿意选用的统一场论方案。 

低维外时空就是普通的四维时空，高维内空间是杨–米尔斯规范群空间；由低维和高维合起来的体

时空(bulk spacetime)遵守 SO(1, 3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )局域洛伦兹规范群变换下的不变性，规范势

为自旋仿射联络(也可以称呼为洛伦兹联络)。洛伦兹联络可以写为
pq p qe e λ

µ λ µω = ∇i ，其中
pe λ 为标架

场(vielbein)，小写拉丁字母 p 为局域平直的洛伦兹时空指标、希腊字母λ为弯曲的爱因斯坦时空指标；
qe λ

µ∇ 中的 µ∇ 算符是黎曼几何中仅对爱因斯坦指标λ作用的协变导数算符(含 Levi-Civita 联络
λ
µσΓ )，

也即
q q qe e eλ λ λ σ

µ µ µσ∇ = ∂ +Γ 。文献中，对于四维时空，标架场叫 tetrad (“四位组、四分体、四元基”)
或 vierbein (四脚标架)。在德语中，vier 表示“四”(four)、bein 表示“腿脚”(leg)。对于超过四维的时空， 

pe λ 被称呼为 vielbein (多脚标架)，viel 表示“多“(many)。标架场 qe λ  (满足关系
p q

pqe e gκ λ κλη = )可以理 

解为平直闵科夫斯基时空与弯曲爱因斯坦时空之间的变换矩阵(下面关于“笔者的思考过程”的说明可能

有助于读者理解这个概念：笔者在学生时代，考虑到弯曲时空中的克莱因–戈登方程 
2 0g mµν

µ νϕ ϕ∇ ∂ + = 包含了引力效应，为了提取它的引力效应，认为需要把 νϕ∂ 化为平坦闵科夫斯基

时空中的形式
p

pe ν ϕ∂ ，而 pe ν 与单位矩阵的偏离 p pe ν νδ− 正是引力效应。所以，笔者在无意之中“导

出”了 pe ν 的一个定义。当时笔者这么做是为了研究弯曲空间的麦克斯韦场、狄拉克场，用这种从场的 

导数中提取引力效应的方法，来研究自旋–转动耦合，即自旋粒子的“自旋引力磁矩”与转动参考系的

相互作用。这里参考系转动角速度类似于“等效的引力磁场”)。再继续讲解洛伦兹联络。洛伦兹联络的

定义可以模仿 Levi-Civita 联络
λ
µσΓ  (此也是笔者曾经的做法，有助于读者理解该概念)：因为已知根据度

规的 metricity 条件( 0gαβ
µ∇ = )，可以得到

λ
µσΓ 的表达式，那么对于标架场 qe λ ，我们是否也可以通过 

定义类似的条件( q q q p
pD e e eλ λ λ

µ µ µω≡ ∇ −i 0q q q p
pe e eλ λ σ λ

µ µσ µω≡ ∂ +Γ − =i )，得到洛伦兹联络(自

旋仿射联络
q

pµω )的定义呢？确实可以，并立即得到
pq p qe e λ

µ λ µω = ∇i  (笔者曾在学生时代正是采用这

种方法“独立”得到了关于
q

pµω 的定义。后来才知前人已经早有此概念并称呼其为自旋仿射联络)。 

值得一提的是，在前人的各种引力规范理论中，标架场和洛伦兹联络属于庞加莱规范对称性中的两种

规范势，其中标架场是局域时空平移对称规范变换下的联络，其规范场张量是挠率；而时空转动对称变换

下的联络，是洛伦兹联络(自旋联络)，其规范场张量是黎曼曲率张量。洛伦兹联络在旋量表示下，可以写 

为
2

pq
qpBµ µω= Σ

i
 (洛伦兹群生成元的旋量表示是 ( )

4qp q p p qγ γ γ γΣ = −
i

)；在矢量表示下，
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( )
2

rs pq rs
qpµ µω ω= Σ

i
 (洛伦兹群生成元的矢量表示是 ( ) ( )rs r s r s

qp q p p qδ δ δ δΣ = −i )。 

在这里，为了简化，我们只讨论一个最简单的高维内空间 SO( 2N )群，即 SO(2)群，它只有一个

生成元、其高维内空间中的引力规范理论只有一个引力规范势(自旋联络)
1
µω 。下面我们来证明电磁

U(1)群规范对称性可以从“高维引力规范理论经过维度紧致化后得到的 SO(2)群引力规范对称性”产

生。 
我们只讨论标量物质场的电动力学如何从引力规范相互作用理论中产生。在高维引力理论(如 SO(1,

3 2N+ )或 SO(1 2N+ , 3 )引力规范理论)看来，基本的物质场是实数矢量场。该矢量场经过紧致化，普

通四维指标分量
µϕ 为零，但是高维指标分量

aϕ 不为零；由于 U( N )或 SU( N )是 SO( 2N )的子群，

SO( 2N )的物质场表示(实数矢量场)可以化身为 U( N )或 SU( N )的物质场表示(复数标量场)，也就是说，

普通四维时空内的复数标量场其实是高维空间中的实数矢量场；实数矢量场有自旋流密度张量，作为自

旋联络引力规范相互作用之源，它会在 U( N )或 SU( N )规范理论中，化身为杨–米尔斯荷流密度。在 

引力规范理论中，矢量物质场的协变导数为 ( )a ab i i ab bD g Lµ µ µϕ δ ω ϕ ≡ ∂ − i ，其中 ( )i i abLµω 为自旋

仿射联络(洛伦兹联络)、 ( )i abL 为 2N 维高维空间中的洛伦兹转动群 SO( 2N )群的生成元、 ( )i abL 的指

标 ,a b为高维空间指标( ,a b取值为 1 到 2N ， 2N 为高维空间维数)。由于我们只研究高维内空间内的

SO(2)引力，故而 1N = 。SO(2)群只有一个李代数生成元 ( )1 0
0

ab
L

− 
=  
 

i

i
，于是其四个分量为

( )111 0,L =  ( )121 ,L = −i  ( )211L = i, ( )221 0L = 。这样，在该高维引力理论中，矢量物质场协变导数 

( )a ab i i ab bD g Lµ µ µϕ δ ω ϕ ≡ ∂ − i  ( ,a b为高维空间指标，µ 为普通四维时空指标)的两个分量分别可

以写成如下：分量之一为 
1 1 1 1 11 1 1 1 12 2 1 2( ) ( ) .D g L g L gµ µ µ µ µ µϕ ϕ ω ϕ ω ϕ ϕ ω ϕ≡ ∂ − − = ∂ −i i

 这里，我们设四维时空爱因斯坦引力很弱，可以忽略，但是高维引力存在(它们将化身为普通的杨–米

尔斯相互作用)。我们已经将自旋联络
1
µω 改写为 µω  (毕竟这里只有一个引力规范势，故而上标 1 可以省

去)。协变导数分量之二为 
2 2 1 1 21 1 1 1 22 2 2 1( ) ( ) .D g L g L gµ µ µ µ µ µϕ ϕ ω ϕ ω ϕ ϕ ω ϕ≡ ∂ − − = ∂ +i i  

需要注意的是
1ϕ 和

2ϕ 是实数矢量场的两个分量(高维内空间 SO(2)群流形内的矢量是实数)。但我们

定义复数标量场 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= +i ， * 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= −i  (这是为了生成荷电粒子的标量物质场)，

再将实数矢量场的分量( 1ϕ 和
2ϕ )的 SO(2)规范群协变导数线性组合得到 

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

1 1
2 2

1 1( ) ( )
2 2

.

D D g g

g

g D

µ µ µ µ µ µ

µ µ

µ µ µ

ϕ ϕ ϕ ω ϕ ϕ ω ϕ

ϕ ϕ ω ϕ ϕ

ω ϕ ϕ

 + = ∂ − + ∂ + 

   = ∂ + + +      

= ∂ + =

i i

                 i i i

                 i

 

由实数矢量场的 SO(2)规范群协变导数的另一种线性组合得到 
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( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

* *

1 1
2 2

1 1( ) ( )
2 2

.

D D g g

g

g D

µ µ µ µ µ µ

µ µ

µ µ µ

ϕ ϕ ϕ ω ϕ ϕ ω ϕ

ϕ ϕ ω ϕ ϕ

ω ϕ ϕ

 − = ∂ − − ∂ + 

   = ∂ − − −      

= ∂ − =

i i

                i i i

                i

 

这样我们就有两类协变导数的线性组合关系，可以互相表示如下： ( )1 *1
2

D D Dµ µ µϕ ϕ ϕ= + ，

( )2 *1
2

D D Dµ µ µϕ ϕ ϕ= −
i

。我们来看原先 SO(2)群规范对称性下的实数矢量场(其高维分量为
1ϕ 和 

2ϕ )的拉格朗日量密度与新的复数标量场(ϕ和
*ϕ )的拉格朗日量密度关系，它们其实相等且可以互化。

计算如下 

( )( ) ( )( )

1 1 2 2

* * * *

*

1 1
2 2
2 .

D D D D

D D D D D D D D

D D

µ µ
µ µ

µ µ µ µ
µ µ µ µ

µ
µ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

= + + − − −

=

  

 

又 由 于 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= +i ， * 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= −i ， 我 们 得 到 ( )1 *1
2

ϕ ϕ ϕ= + ，

( )2 *1
2

ϕ ϕ ϕ= −
i

，于是 ( ) ( ) ( )2 22 1 1 2 2 2 * * 2 *1 1 2
2 2

m m mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ + = + − − =  
。 

这样，我们发现原先(高维内空间中) SO(2)群规范对称性下的高维实数矢量场(其高维分量为
1ϕ 和

2ϕ )
的拉格朗日量密度可以恒等变换为新的复数标量场(ϕ和

*ϕ )的拉格朗日量密度(
* 2 *D D mµ

µϕ ϕ ϕ ϕ− )，
也就是 

( )1 1 2 2 2 1 1 2 2

* 2 *

1
2

.

D D D D m

D D m

µ µ
µ µ

µ
µ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 = + − + 

= −



 

 

下面我们来看高维实数矢量场的两个分量
1ϕ 和

2ϕ 的场方程即克莱因–戈登方程是否能化为复数标

量场 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= +i 和 * 1 2( ) / 2ϕ ϕ ϕ= −i 的场方程。高维实数矢量场分量
1ϕ 和

2ϕ 的场方程
1 2 1 0D D mµ

µ ϕ ϕ+ = 和
2 2 2 0D D mµ

µ ϕ ϕ+ = 可以展开为如下详细形式： 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 1 2 1

2 1 1 2 2 2

0,

0.

g g g m

g g g m

µ µ µ µ
µ µ

µ µ µ µ
µ µ

ϕ ω ϕ ω ϕ ω ϕ ϕ

ϕ ω ϕ ω ϕ ω ϕ ϕ

∂ ∂ − − ∂ + + =

∂ ∂ + + ∂ − + =
 

将第一个方程与乘上虚数因子i的第二个方程相加，我们就可以看到 
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
2

2 2

0.
2 2 2

g

g g m

µ µ
µ

µ µ
µ

ϕ ϕ ϕ ϕω

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕω ω

    + +
∂ ∂ +    

    
      + + +

+ ∂ + + =      
      

i i
i

i i i
i i
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这样我们就得到复数标量场的克莱因–戈登方程
2 0D D mµ

µ ϕ ϕ+ = 。 
物质场的能量–动量张量和自旋流也值得一探。高维(内空间中)实数矢量场的分量

1ϕ 和
2ϕ 的能量–

动量张量和为 

( )( ) ( )( )

1 1 2 2

2 2
* * * *

* *

1 1
2 2

.

T D D D D

D D D D D D D D

D D D D

µν µ ν µ ν µν

µ µ ν ν µ µ ν ν

µ ν µ ν µν

ϕ ϕ ϕ ϕ η

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ η

= + −

   = + + + − −   
   

= + −





   
i

   

 

在最后一步，它已经被恒等转化为新的复数标量场(ϕ和
*ϕ )的能量–动量张量。高维实数矢量场的

分量
1ϕ 和

2ϕ 的自旋流密度张量为
ab a b b aS D Dµ µ µϕ ϕ ϕ ϕ∝ −  [其中 ,a b 为高维空间指标( ,a b 取值为

1 到 2N )，µ 为普通四维时空指标]。由于
abSµ 关于指标 ,a b的反对称性，独立的

abSµ 分量其实只有一

个，即
12Sµ ，它的展开式为 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

12 1 2 2 1

* * * *

* * * *

* *

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2
1 .

S D D

D D D D

D D D D

D D

µ µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ µ

µ µ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∝ −

= + − − − +

 = + − − − + 

= −

   
i i

   
i

   
i

 

我们发现，(高维内空间中的)实数矢量物质场的高维自旋流密度
abSµ  ( ,a b为高维空间指标，但 µ  

为普通四维时空指标)可以化身为普通四维时空内的标量场的流密度 ( )* *1 D Dµ µϕ ϕ ϕ ϕ−
i

。如果把高维 

空间的 SO(2)引力规范群对称性下的洛伦兹联络(自旋仿射联络) µω 看作是普通的电磁势，则矢量物质场

的高维自旋流密度就化身为普通四维时空内的标量场的电流密度，于是电磁耦合理论可以在高维引力规

范理论中呈现展示(呈展)出来。在维度紧致化之后，普通杨–米尔斯规范耦合在本质上就是高维引力规范

理论在普通四维时空内的引力效应，普通规范场是引力理论框架内的“呈展规范场”(emergent gauge field)。
引力相互作用和规范相互作用可以在该引力规范理论中得到统一。 

以上讨论了高维矢量场的作用量密度、场方程、能量–动量张量和自旋流密度。狄拉克场的对应专

题亦可以讨论，但这里从略。 

7. 结论和讨论 

规范场论是近代物理学中自量子力学产生之后的又一块基石[8] [9] [44]，可以说是 20 世纪后半期的

理论物理学主旋律(之一) [5] [6] [7]。但是规范理论并不仅仅只有在量子场论和粒子物理学中才出现。在

物理学其它领域如人造电磁介质结构与量子光学系统、原子物理学系统等量子力学领域，也产生了“人

造”(synthetic)规范场和“呈展”(emergent)规范场(文献[21]综述了部分这方面的研究结果)；在各种引力

理论中，还可以将非阿贝尔规范场呈现出来，从而统一引力和规范相互作用，本文叙述了这方面的部分

研究结果。本文讨论的主要内容有： 
本文基于传统的电磁对偶理论，通过引入电磁场的复张量表述，发现在复数形式下的电磁对偶变换

其实是一个电磁场的整体规范变换，于是本文提出了“局域电磁对偶规范对称性”这一概念。尽管对偶
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规范势的物理意义之一是其分量为各向异性介电系数张量和磁导率张量的非对角元，但是很难想象自由

真空为天然各向异性。当然，在束缚系统中，如卡西米尔空间，真空(量子真空零点涨落能)可以各向异性。

电磁对偶变换是在假设磁荷存在时提出来的，但即使当磁荷和电荷同时不存在(也即在所观察的系统内不

出现磁荷和电荷)，对于自由的电磁场方程而言，局域电磁对偶规范对称性仍然成立。当然，“局域电磁

对偶规范对称性”亦值得日后被推广到杨–米尔斯非阿贝尔情形。 
非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论可以将广义相对论引力理论和杨–米尔斯规范场论统一起来。卡鲁扎–克

莱因理论[16] [17] [18]的高维统一思想和路线在超引力、弦理论和 M 理论中以新的面貌呈现，展现了丰

富多彩、富有启发性意义的新观念[19]。另一种理论即引力规范理论借助体时空(bulk spacetime)的局域洛伦

兹群规范对称性[31] [32]，也可以将爱因斯坦引力理论和杨–米尔斯非阿贝尔规范理论统一起来[33]。 
本文所研究、介绍的非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论和高维引力规范理论都可以将引力场和杨–米

尔斯规范场统一起来，其具体理论细节尽管很不相同，但是都采用了“高维统一”这一基本思想。 
尽管非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论能将爱因斯坦引力和杨–米尔斯规范耦合统一起来，但是其缺陷

也是存在的： 
i) 如理论杂项太多，导致在宇宙大尺度上的电磁波和引力波传播速度不再相同，违反在双中子星合

并事件中对伽马射线和引力波双星使的观察结果[26] [27]，因此需要约束卡鲁扎–克莱因理论内的各种参

数[28] [29]；当使用卡鲁扎–克莱因理论把规范耦合和引力相互作用统一起来时，后者的宇宙学常数项会

破坏前者的规范对称性；非阿贝尔规范对称性本是一种基本对称性，但是通过 Levi-Civita 联络产生杨–米

尔斯规范场强，使得非阿贝尔规范对称性不再基本，而是从属于引力理论的广义坐标变换，稍显违和。

本札记主要内容是对本作者研究非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论的一个陈述和总结，寻其优缺点，将它与

另一个可能更有前途的引力–规范统一理论[31] [32]比较，为后者提供借鉴。 
ii) 卡鲁扎–克莱因理论和广义相对论的希尔伯特–爱因斯坦作用量是曲率的一次形式，过于简单，

无法承载四力统一大任务，因此统一场论的理论形式需要具有杨–米尔斯规范场论特点，如拉格朗日量

需要至少是曲率平方形式[31] [32]，“以引力场为骨架，以规范场为肉身”，高维自旋联络和曲率分别化

身为杨–米尔斯规范势和规范场张量(规范场场强)，高维物质场的自旋流可以化身为杨–米尔斯荷流。在

这样的理论框架下[31] [32]，爱因斯坦引力场方程以引力规范场论方程的首次积分形式出现，杨–米尔斯

规范场论的作用量密度也可以从引力作用量密度得到[33]。 
对以上两理论，相比较而言，我们更倾向于后者(高维引力规范理论)优先作为统一引力相互作用和

杨–米尔斯规范耦合的理论，因为高维引力规范理论[33]看起来杂项少、理论简洁自然。另外，既然规

范场可以被统一于引力场之中，那么物质场呢，是否也可以与引力场统一起来？这是爱因斯坦“几何化”

统一场论思想。如果能将物质场与引力规范场统一起来，也许我们可以说，从研究基本相互作用的理论

物理学角度讲，可能人类研究自然，始于引力，也将终于引力。弦论和 M 理论对四力统一任务的追求，

可以说也是体现了这一观念和范式趋势。 
笔者在“规范场论札记(I)”[21]和本文“规范场论札记(II)”中，把自己过去十多年来思考钻研的心

得内容整理出来，这是为了梳理、检核、提升自己的理解，确保有一个确定的明晰思维。这种整理将很

多留在脑中多年或因来不及逐个发表、或因当时未写下来的较复杂推导现在能完整记录下来，有助于排

除自己在概念和数学推导上的隐晦、未定之处，避免思绪混乱、积重难返。希望本文和本专题内容[21]
对一般读者拓宽其视野也有所补益。 
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附录：Killing (基林)矢量场与 Lie (李)导数理论和方法 

在本文正文(第 4 节“用 Killing 矢量场摆脱困境”)中，我们已经看到，Killing 矢量可以在内外空间

让交叉度规分量 ( , )Mg x yµ 和规范势 ( )KA xµ 之间建立起联系(即 ( , ) ( ) ( )K
M M Kg x y y A xµ µξ= )，可以让

我们从引力理论得到杨–米尔斯规范对称群。本作者在 2007 年之前证明这样的非阿贝尔卡鲁扎–克莱因

理论可以让我们得到杨–米尔斯场强即 

( ) ( )( ) 1( ) LJ NK LK NJ
P P P L L J KPNF A A A Aµλ µ λ λ µ µ λξ ξ ξ ξ ξ−= ∂ − ∂ + ∂ − ∂higher , 

其中右边第一项 P PA Aµ λ λ µ∂ − ∂ 关于 µ 和λ反对称，第二项 

( )1( ) LJ NK LK NJ
L L J KPN A Aµ λξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 也关于时空指标 µ 和λ反对称，也就是此项可以化为： 

( )1( ) LJ NK LK NJ
L L J KPN A Aµ λξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ ( )1( ) LK NJ LJ NK

L L K JPN A Aµ λξ ξ ξ ξ ξ−= ∂ − ∂
 

( )1( ) LJ NK LK NJ
L L J KPN A Aλ µξ ξ ξ ξ ξ−= − ∂ − ∂ 。因此，

( )
PFµλ
higher

具有标准的杨–米尔斯规范场张量结构。

但是接下来却被“卡住”，本作者当时无法证明系数 ( )1( ) LJ NK LK NJ
L LPNξ ξ ξ ξ ξ− ∂ − ∂ 如何与规范对称 

群的结构常数建立联系(也就是不知如何证明这里确实存在一个规范群)，直到注意到 Kuyrukcu 2014 年论

文[25]，才明白 ( )K
M yξ 的物理意义是 Killing 矢量场，这样就可以解决规范群结构常数问题。由于 Killing

矢量对于我们理解如何从卡鲁扎–克莱因理论中展现出非阿贝尔规范群至关重要，为了让读者进一步理

解 Killing 矢量，下面我们来叙述有关 Killing 矢量场论的知识[38] [39] [40] [41]。 
本附录内关于 Killing 矢量、李导数、等度规变换、矢量平行移动等定义、基本性质、定理和符号体

系参考自目前文献[38] [39] [40] [41] (这些文献与卡鲁扎–克莱因理论无关)。我从实用目的择其精要，并

对文献内一些扼要内容[38] [39] [40]进行具体展开论证，为读者钻研非阿贝尔型卡鲁扎–克莱因理论提供

知识基础。“Lie derivative”在中文材料中已经被翻译为“李导数”；“Killing vector”虽然可以译为“基

林矢量”，但是本文仍旧沿用中文文献内一般习惯，将 Killing 保留其西文称呼。 
设我们有两个 Killing 矢量场

i
iX ξ= ∂ ，

j
jY η= ∂ ，那么 Killing 矢量场

j
jY η= ∂ 相对于另一个

Killing 矢量场
i

iX ξ= ∂ 的李导数被定义为[38] 

( )[ , ] k j k j
X k k jL Y X Y ξ η η ξ= = ∂ − ∂ ∂ , 

其中[ , ]X Y 的计算方法是：[ , ] ( )( ) ( )( )i j j i
i j j iX Y f f fξ η η ξ= ∂ ∂ − ∂ ∂ 。 

十分值得强调的是，上面定义虽然用了普通偏导数，看上去不具有明显的时空坐标变换协变性(在广

义坐标变换下的不变性)，但是实际上在无挠时空下，上面的普通偏导数可以用协变导数代替。这是一个

十分重要的结论，它使得我们运用 Killing 矢量可以得心应手[38] [39] [40]。这容易证明：因为 Killing 矢

量
jξ 和

jη 的协变导数为
j j j m

k k kmξ ξ ξ∇ = ∂ +Γ ，
j j j m

k k kmη η η∇ = ∂ +Γ ，故而由两者的对易关系

[ , ]X Y 得到的新 Killing 矢量可以化为[38] [39] [40] 

( ) ( )
.

k j k j k j j m k j j m
k k k km k km

k j k j
k k

ξ η η ξ ξ η η η ξ ξ

ξ η η ξ

∂ − ∂ = ∇ −Γ − ∇ −Γ

= ∇ − ∇              
 

于是在弯曲时空中，一个 Killing 矢量场
j

jY η= ∂ 相对于另一个 Killing 矢量场
i

iX ξ= ∂ 的李导数定

义为 ( )[ , ] k j k j
X k k jL Y X Y ξ η η ξ= = ∇ − ∇ ∂ 。对于有挠时空下的李导数与 Killing 矢量，我们当然也可

以推广(而且推广有多种可能性)，但是本文不予考虑。 
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下面我们来论证度规张量相对于 Killing 矢量场
i

iX ξ= ∂ 的李导数[39] [40]。我们考虑 ijg 的李导数

X ijL g 。可以证明它的李导数为零，且结果为 0X ij i j j iL g ξ ξ= ∇ +∇ =  (这是 isometry 等距或等度规变

换的体现，也可作为 Killing 矢量的定义) [39] [40]。所谓等度规变换，是指在时空坐标无限小变换

' ( )i i ix x xεξ= +  (ε 为无限小参量)下，变换前后的度规相等，即 ( ) ' ( )ij ijg x g x= ，这样的等度规变换

对矢量
iξ 有一个约束，即它必须满足 Killing 矢量场方程 0i j j iξ ξ∇ +∇ =  [25]。注意要把等度规变换的

不变性即 isometry [39] [40]与“平移不改变四维矢量长度”(parallel transport invariance) [41]区分开来。后

者 是 指 把 一 个 位 于 M 点 的 矢 量 ( )V Mα
平 移 (parallel transport) 到 附 近 点 N ， 要 求

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g M V M V M g N V M N V M Nα β α β
αβ αβ= → → [41]。此要求度规的协变导数为零即

0gγ αβ∇ =  (此性质称为 metricity 条件)。 
上述度规沿着 Killing 矢量的无限小变换 ' ( )i i ix x xεξ= + 也可以用李导数来表述，即此 Killing 矢量

场方程可以化为 0lim ( ( ) ' ( )) / 0X ij ij ij i j j iL g g x g xε ε ξ ξ→= − = ∇ +∇ =  [39] [40]。所以，等度规变换(即
度规在无限小变换 ' ( )i i ix x xεξ= + 下具有的不变特性 ( ) ' ( )ij ijg x g x=  [41])等价于度规沿着 Killing 矢

量场
i

iX ξ= ∂ 的李导数 0X ijL g = 。这样就建立了李导数、等度规变换以及 Killing 场之间的关系(进一步

推导细节可见有关文献[39] [40])。 
Killing 矢量 µξ 有一个特性，它与四维守恒动量 pµ

的内积为常数，即 p Cµ
µξ = 。此处定义四维动

量 0 0 /p m u m xµ µ µ τ= = d d 。读者可以论证出[39] [40]： 

( )

.

pp p

D Dpu p p u

D Dpp

µ
µµ µ

µ µ

µ
µ σ ν µ µ σ ν

σ νµ µ νσ

µ
µ µ

µ

ξ
ξ ξ

τ τ τ
ξ

ξ ξ
τ τ

ξ
ξ

τ τ

= +

  
= + Γ + −Γ  
   

= +

dd d
  

d d d

d d

d d

 

读者进一步可以得到 

( ) ( ) ( )

( )1 0,
2

Dpp u p u p u p

u p

µ
µ ν µ ν µ ν µ

µ ν µ µ ν ν µ µ

ν µ
ν µ µ ν

ξ ξ ξ ξ ξ
τ τ

ξ ξ

= ∇ + ∇ = ∇ +

= ∇ +∇ =

d

d d

         

 

其中使用了 0µ ν ν µξ ξ∇ +∇ =  (Killing 矢量定义)和 0Dpu p
µ

ν µ
ν τ

∇ = =
d

 (
Dp p p u

µ µ
µ β α
αβτ τ

= + Γ
d

d d
)。

故而上面证明了 Killing 矢量 µξ 与四维动量 pµ
的内积为常数[39] [40]。 

李导数与协变导数的关系可以从下面的运算看出：标量 A 的李导数就是它的普通导数，故 

( ) ( ) ( ) ( )
.

ij m ij m ij m ij m ij
X X ij m ij m ij m ij ij m

m ij ij
ij m ij X

L A L g A g A g A g A g A

g A g L A

ξ ξ ξ ξ

ξ

= = ∂ = ∇ = ∇ + ∇

= ∇ =    
 

故 而 我 们 有 结 论
ij m ij

X mL A Aξ= ∇ 。 如 果 李 导 数 ( )ij
X ijL g A 也 满 足 莱 布 尼 茨 法 则

( ) ( )ij ij ij
X ij ij X X ijL g A g L A L g A= + ，那么结合前述结论

ij
X ij XL A g L A= ，我们就有 ( ) 0ij

X ijL g A = 。

由于
ijA 是任意张量，那么 0X ijL g = 。这可以看作 Killing 矢量的另一个定义。事实上，
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0X ij i j j iL g ξ ξ= ∇ +∇ =  (这是 isometry 等距变换体现[39] [40])。 
下面要介绍几个定理[38] [39] [40]：若 X 、Y 都是 Killing 矢量，即 0X ijL g = 和 0Y ijL g =  (满足

isometry 等距/等度规条件)，则[ ],X Y 亦是 Killing 矢量，即 [ , ] 0X Y ij X Y ij Y X ijL g L L g L L g= − =  [38] [39] 
[40]。我们先证明 [ , ]X Y ij X Y ij Y X ijL g L L g L L g= − ，其中

i
iX ξ= ∂ ，

j
jY η= ∂ 以及 

( )[ , ] k j k j
k k jX Y ξ η η ξ= ∂ − ∂ ∂ ，于是我们得到一个潜在的 Killing 矢量

k j k j
k kξ η η ξ∂ − ∂ ，它由[ , ]X Y

生成[38] [39] [40]。值得再次强调的是，在无挠时空中，
k j k j k j k j

k k k kξ η η ξ ξ η η ξ∂ − ∂ = ∇ − ∇ ，即

普通导数可以被协变导数替换。这是一个重要性质，它不但表明有关 Killing 矢量的定义在平直时空和

弯曲 (但无挠 )时空通用，可以形成统一的理解，而且也为计算带来很大方便。那么模仿定义

X ij i j j iL g ξ ξ= ∇ +∇ ，我们有 

( ) ( )[ , ] ,k k k k
X Y ij i k j k j j k i k iL g ξ η η ξ ξ η η ξ= ∇ ∇ − ∇ +∇ ∇ − ∇  

[ , ]

.

k k k k
X Y ij i k j i k j i k j i k j

k k k k
j k i j k i j k i j k i

L g ξ η ξ η η ξ η ξ

ξ η ξ η η ξ η ξ

= ∇ ∇ + ∇ ∇ −∇ ∇ − ∇ ∇

+∇ ∇ + ∇ ∇ −∇ ∇ − ∇ ∇        
 

在上面结果内八项中，对于第一、三、五、七项使用 Killing 矢量的定义(如 k j j kη η∇ = −∇ 、

k j j kξ ξ∇ = −∇ 等)，那么它们的和为 

0.

k k k k
i k j i k j j k i j k i

k k k k
i j k i j k j i k j i k

ξ η η ξ ξ η η ξ

ξ η η ξ ξ η η ξ

∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇

= −∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇ +∇ ∇ =

  
 

于是 [ , ]
k k k k

X Y ij i k j i k j j k i j k iL g ξ η η ξ ξ η η ξ= ∇ ∇ − ∇ ∇ + ∇ ∇ − ∇ ∇ 。利用黎曼曲率张量定义：

l
i k j k i j l jkiRη η η∇ ∇ −∇ ∇ = ，

l
i k j k i j l jkiRη η η∇ ∇ = ∇ ∇ + ，我们就有结果 

( ) ( )
( ) ( )

[ , ]

,

k l k l
X Y ij k i j l jki k i j l jki

k l k l
k j i l ikj k j i l ikj

L g R R

R R

ξ η η η ξ ξ

ξ η η η ξ ξ

= ∇ ∇ + − ∇ ∇ +

+ ∇ ∇ + − ∇ ∇ +        
 

( ) ( )
( ) ( )

[ , ]

.

k k
X Y ij k i j j i k i j j i

k l l k l l
l jki ikj l jki ikj

L g

R R R R

ξ η η η ξ ξ

η ξ η ξ

= ∇ ∇ +∇ − ∇ ∇ +∇

+ + − +        
 

下面会证明 ( ) ( ) 0k l l k l l
l jki ikj l jki ikjR R R Rη ξ η ξ+ − + =  (暂时我们设它成立)，于是 

( ) ( )[ , ]
k k

X Y ij k i j j i k i j j iL g ξ η η η ξ ξ= ∇ ∇ +∇ − ∇ ∇ +∇ . 

利用 0X ij i j j iL g ξ ξ= ∇ +∇ =  (这是 isometry 等距变换体现) [39] [40]和 i
iX ξ= ∂ ，

j
jY η= ∂ ，

[ , ]X Y ijL g 等于 

( ) ( )
( ) ( )

[ , ]

.

k k
X Y ij k i j j i k i j j i

k k
k Y ij k X ij

L g

L g L g

ξ η η η ξ ξ

ξ η

= ∇ ∇ +∇ − ∇ ∇ +∇

= ∇ − ∇       
 

使用前面已经论证得到的
ij m ij

X mL A Aξ= ∇ ，读者就可以得到 

[ , ]X Y ij X Y ij Y X ijL g L L g L L g= −  
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利用 0i j j iη η∇ +∇ = 与 0i j j iξ ξ∇ +∇ = ，于是我们有 [ , ] 0X Y ij X Y ij Y X ijL g L L g L L g= − = 。当然，

现在 [ , ]X Y ijL g 内仅剩余 ( ) ( )k l l k l l
l jki ikj l jki ikjR R R Rη ξ η ξ+ − + ，我们需要证明它为零。将 [ , ]X Y ijL g 进

一步化为 

( ) ( )
( )( )

[ , ]

0.

l k k l
X Y ij ljki likj ljki likj

l k k l
ljki likj

L g R R R R

R R

η ξ η ξ

η ξ η ξ

= + − +

= − + =       
 

因为
l k k lη ξ η ξ− 关于 ,l k 反对称，而 ljki likjR R+ 关于 ,l k 对称，所以我们有重要结论： [ , ] 0X Y ijL g = ，

即由[ , ]X Y 生成的矢量 k j k j
k kξ η η ξ∂ − ∂ 确实是 Killing 矢量[39] [40]，或者说，[ , ]X Y 是 Killing 矢量

(场)。两个 Killing 矢量之和仍旧是 Killing 矢量，如 0i j j iη η∇ +∇ = 与 0i j j iξ ξ∇ +∇ = ，那么

( ) ( ) 0i j j j i iξ η ξ η∇ + +∇ + = ，也即 j jξ η+ 也是 Killing 矢量[39] [40]。 

设我们有由 iX 、 jX 、 kX ……等 Killing 矢量场构成的一个集合，其中任意两个矢量场的对易可以

得到第三个 Killing 矢量场[38]，该 Killing 矢量场也位于该集合，而任意一个 Killing 矢量也可以写为若干

Killing 矢量之和，如此说来，我们有如下关系[38] [39] [40]： 

, k
i j ij kX X f X  = − 

 . 

这样的 Killing 矢量场全体构成一个完备的集合[38]。在一个 d 维时空内， 0i j j iξ ξ∇ +∇ = 这样的

分量方程一共有
2( ) / 2 ( 1) / 2d d d d d− + = + 个，独立的 iξ 函数有 ( 1) / 2d d + 个，故而一个 d 维时空

可以有 ( 1) / 2d d + 个 Killing 矢量[38] [39] [40]。 

关于 Killing 矢量的其它性质，借助定义
j

l k i k l i j iklRξ ξ ξ∇ ∇ −∇ ∇ = 以及
j

k i l i k l j likRξ ξ ξ∇ ∇ −∇ ∇ = 、

j
i l k l i k j kliRξ ξ ξ∇ ∇ −∇ ∇ =  (采用了 ikl 循环)，利用 Ricci 恒等式 0j j j

ikl lik kliR R R+ + = ，Killing 矢量

满足这样一个关系式 0l k i k i l i l kξ ξ ξ∇ ∇ +∇ ∇ +∇ ∇ =  [38]。由此计算得到 

0l k i k i l i k lξ ξ ξ∇ ∇ +∇ ∇ −∇ ∇ = ， 0m
l k i m likRξ ξ∇ ∇ + = ，进一步得到 0l m

l i m iRξ ξ∇ ∇ + =  [38]。这

说明，在无物质的时空内即 0m
iR = ，Killing 矢量满足零质量的波动方程 0l

l iξ∇ ∇ = ；在有物质分布区

域，
m

m iRξ 可以看作 Killing 矢量场的“等效质量”项。  
在 Killing 矢量运算过程中需要李导数。李导数满足莱布尼茨法则： 

( ) ( )i j i j i j
X X XL A B A L B L A B= + 。此可以用证法一：借助 ( ) ( )i j m i j

X mL A B A Bξ= ∇ 和 
i j i m j

X mA L B A Bξ= ∇ 、 ( ) ( )i j m i j
X mL A B A Bξ= ∇ ，可以证明前面式子左右两边相等；也可以用证

法二：设 i
iX ξ= ∂ ，

j
jY η= ∂ ，于是 ( )[ , ] k j k j

X k k jL Y X Y ξ η η ξ= = ∇ − ∇ ∂ 。我们定义
j

jZ λ= ∂ ，

计算 i
X iL f Xf fξ= = ∂ 以及 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

.

j m j
X X j m j

m j m j
m j m j

m j j m
m j m j

j j
X j X j

L Yf L f f

f f

f f

L f L f

η ξ η

ξ η ξ η

ξ η η ξ

η η

= ∂ = ∂ ∂

= ∇ ∂ + ∇ ∂

= ∇ ∂ + ∇ ∂

= ∂ + ∂

      

      

      

 

接下来我们要证明 ( )XL Yf XYf= 成立，即： 

https://doi.org/10.12677/mp.2023.135014


沈建其 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2023.135014 161 现代物理 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
[ ]

( ) ( )

( )

, .

j j m j j m
X X j X j m j m j

m j k m
m j k m

m j k m j
m j k m k j

m j k j k m
m k j k m

L Yf L f L f f f

f f

f f f

f f

X Y f YXf XYf

η η ξ η η ξ

ξ η η ξ

ξ η η ξ ξ

ξ η η ξ η ξ

= ∂ + ∂ = ∇ ∂ + ∇ ∂

= ∇ ∂ + ∇ ∂

= ∇ ∂ + ∇ ∂ − ∇ ∂

= ∇ − ∇ ∂ + ∇ ∂

= + =

      

      

      

      

 

这样，我们就有结论： ( )XL Yf XYf= 和 ( ) [ , ]XL Y f X Y f= 。后者可以化为 

( )XL Y f XYf YXf= − 或者 ( )XL Y f YXf XYf+ = 即 ( )X XL Y f YL f XYf+ =  (使用了 XL f Xf= )。

结合前面的结论 ( )XL Yf XYf= ，于是我们就有 ( ) ( )X X XL Yf L Y f YL f= + ，此为李导数所满足的莱

布尼茨法则。 
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