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摘  要 

在热传导方程的研究中，物理信息神经网络(PINN)的应用已初显成效，其损失函数由多个损失项的加权

和组成，这些损失项的加权组合对PINN的有效训练具有关键作用。为此，我们引入了一个基于高斯概率

模型的损失项定义，通过噪声参数来描述每个损失项的权重，并提出了一种基于极大似然估计原理的自

适应损失函数方法，该方法通过不断更新每个训练周期中的噪声参数，实现损失权重的自动分配。采用

自适应物理信息神经网络(SalPINN)对一维瞬态热传导方程进行求解，并与传统PINN方法对比，结果显

示SalPINN在模拟热传导方程方面表现出更高的精确性和有效性。 
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Abstract 
In the field of research into heat transfer equations, the application of physical information neural 
network (PINN) has achieved some results. The loss function of PINN consists of a weighted sum of 
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multiple loss terms, and the weighted combination of these loss terms plays an important role in PINN’s 
effective training. Therefore, we construct a loss term definition based on a Gaussian probability 
model, where the introduction of noise parameters is used to describe the weight of each loss term. 
We propose a self-adaptive loss function method based on the maximum likelihood estimation prin-
ciple to automatically assign loss weights by constantly updating noise parameters in each training 
cycle. Then, we use self-adaptive loss physical information neural network (SalPINN) to solve the one-
dimensional transient heat transfer equation, and compare it with the traditional PINN method, and 
the results show that SalPINN is more accurate and effective in simulating the heat transfer equation. 
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1. 引言 

随着问题复杂性的增加，数值计算模型在处理时间和硬件资源上的消耗日益显著。这些问题通常

以偏微分方程(PDEs)的形式出现，作为模拟物理、生物学等领域现象的控制方程。尽管数值求解器是求

解这些 PDEs 的便捷工具，但其对计算资源的高要求促使人们寻求替代模型以降低成本。机器学习(ML)，
尤其是深度神经网络(DNN)，得益于 Python 编程语言中流行 ML 库的进步，已成为代理建模的重要选

择。DNN 作为一种机器学习模型，经过适当训练后，可作为数学问题的参数化解决方案。然而，DNN
训练通常需要庞大的数据样本集，这在代理建模中意味着需要收集被代理模型模拟驱动的数据。当模

型计算成本高昂时，生成足够的数据变得不切实际。因此，能够在较少数据下实现收敛的 DNN 模型备

受关注，其中物理信息神经网络(PINN)便是一种有效方法[1]。PINN 本质上是 DNN，但其损失函数采

用了不同的表达方式，通过软约束将 PDE 作为唯一解，而非依赖大数据来确定关系。PINN 能够在更

短时间内构建网络解决 PDEs 问题，且所需数据量少于标准 DNN。这一优势已在多个基准问题上得到

验证，如 Burger 方程[2]、Schrödinger 方程[3]、非线性扩散率方程和 Biot 方程等[4]。PINN 的变体，即

生物信息神经网络(BINN) [5]，也被用于模拟来自从头开始分析实验的稀疏真实世界数据的反应–扩散

方程。通过利用智能数据和针对基准测试问题的最新应用，PINN 有潜力缓解数值求解 PDE 时的计算

需求。 
本文在普通物理信息神经网络的基础上，创新性地加入自适应损失加权法[6]，自适应损失加权法在

每次训练迭代开始时动态调整单个损失项的相对重要性，确保在没有单个损失分量占主导地位的情况下

实现平衡的优化。这种方法促进了收敛速度的提高和模型准确性的提高。 
文章第二节简要叙述了热力学方程；第三节给出 PINN 的一般模型、基于数值 PINN 的自适应损失

物理信息神经网络(SalPINN)的基本原理；第四节展开数值实验，使用两种算法分别对一个一维瞬态热

传导方程进行求解，并进行比较，以验证方法的有效性；第五节总结了方法的优缺点，并提出了潜在的

应用前景。 

2. 热力学方程 

在本文中，我们主要考虑以下一维瞬态热传导方程： 
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式(1)中， a 是热扩散系数，与材料的热传导系数和比热容有关， ( ),u x t 表示温度，描述了热量在一维物

体中如何随时间和空间变化而传播， ( ),f x t 代表热源项，它表示单位时间内单位体积内产生的热量， lL

表示空间坐标的左边界， rL 表示空间坐标的右边界， 0t 是初始时刻。在本文中， ( ),f x t 定义为： 

( ) ( ) 0, , , 0 , ,f x t g x t x L t t= < < <                            (2) 

式(2)中， ( ),g x t 为已知的函数。我们主要考虑第一类边界条件 Dirichlet 边界条件： 

( ) ( )
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                          (3) 

式(3)中， ( )xΓ 和 ( )tΝ 均为已知函数， ∂Ω表示空间坐标边界。 

3. 算法基本原理 

3.1. 物理信息神经网络 

物理信息神经网络作为一种数据驱动的方法已被广泛应用于求解一般非线性偏微分方程，如 Burgers
方程、泊松方程和薛定谔方程。本文使用 PINN 来研究热传导问题，为了解决式(1)~(3)中的热传导方程，

我们构建了多层前馈神经网络，用以分别逼近目标解。在其最简单的形式中，我们考虑深度为 M 的前馈

全连接神经网络，它们的输入为训练点的坐标 ( ),x t ，假设第 m 层的输出为 [ ]ˆ mu ，神经网络可以定义为： 
[ ]
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式(4)中，σ 为激活函数[7]，包括 sigmoid、relu 和 tanh [8]。 [ ]mW 和 [ ]mb 分别表示第 m 层的权重和偏差。

所有的权重矩阵和偏置向量都可以用一个参数集合 [ ] [ ]{ }
1

,m m

m M
W bθ

≤ ≤
= 表示。 

在本文的 PINN 框架中，训练点的坐标由三部分组成：计算区域内部训练点{ }
1

, fNj j
f f j

x t
=
、初始训练点

{ }
1

, iNj j
i i j

x t
=
、边界训练点{ }

1
, bNj j

b b j
x t

=
， fN 、 iN 和 bN 分别是计算区域内部训练点、初始训练点和边界训练点

的个数。在下面的方程中，所有偏导数都是通过自动微分(AD) [9]得到的。PINN 将物理的先验知识集成

到损失函数中，以增强数据的信息量，在本文中，损失函数被定义为： 

,total f i bLoss Loss Loss Loss= + +                               (5) 

式(5)中， fLoss 表示偏微分方程的损失， iLoss 表示初始条件的损失， bLoss 表示边界条件的损失，考虑

Dirichlet 边界条件[10]，假设神经网络输出的近似解为 û ，则式(5)中的子损失可表示为： 
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由于自动微分技术能高效计算方程残差，上述损失函数在训练过程中无需额外标签数据，实现了无

监督学习。该设计融合了监督与无监督学习，确保损失函数既能最小化已知数据误差，又能满足偏微分

方程蕴含的物理约束。在输入必要的时空数据后，我们采用全连接神经网络逼近解函数，并利用自动微

分技术计算残差以构建损失函数。通过梯度下降等优化算法调整神经网络权重，最终训练出符合偏微分

方程的神经网络参数，实现对解函数的逼近。算法 1 总结了普通 PINNs 算法的参数限定和运行步骤。 
 

算法 1 普通物理信息神经网络(PINN) 
参数限定：迭代次数 S ，学习率 rl 。 

目标：找出参数 *θ 的最佳模型。 
开始 
步骤 1：设置一个具有初始参数θ 的物理信息神经网络 ( )ˆ , ;u x t θ 。 

步骤 2：指定训练点 { }, ,t f b iN N N N= 。 

步骤 3：使用梯度下降算法在 S 次迭代中将参数θ 更新为： 
循环 从 1s = 到 s S=  

(a) 根据式(6)~(8)定义损失函数 ( ); ;total tLoss Nε θ  (5)。 

(b) 通过 Adam 更新参数θ ： 

( )( )1 ; ; ;s total s sAdam Loss N lrθ ε θ+ ←  

结束 

3.2. 自适应损失物理信息神经网络 

我们的想法受到一篇论文的启发，该论文提出了一种原则策略来权衡场景几何中的多个损失函数，

以及语义多任务深度学习问题[5]。损失函数是基于均匀不确定性的高斯似然最大化来定义的。对于求解

热传导方程的回归任务，似然定义为高斯分布，其均值由代理模型输出给出： 

( )( ) ( )( )2ˆ ˆ| , ; , ; , ,p y u x t N u x tθ θ ε=                               (9) 

考虑输出服从高斯分布。作为神经网络权值衰减的一部分，式(9)中噪声标量 ε 通常是固定的， ( )ˆ , ;u x t θ 为

神经网络的输出解。为了捕获依赖数据的任意不确定性，我们将根据最大似然推理调整观测噪声参数。

基于最小化目标，模型的负对数似然为： 
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式(10)中， ( )1L θ 表示输出变量的损失，我们将(6)~(8)中的损失项代入，则可以得到： 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 1; ; ; ;
2 2

1 ; ,log
2

total t f f b
f b

i i f b i
i

bLoss N Loss N Loss N

Loss N

ε θ θ θ
ε ε

θ ε ε ε
ε

= +

+ +
                    (11) 

式(11)中， { }, ,f b iε ε ε ε= 表示每个损耗项的噪声参数，我们的目标是通过使用基于梯度的优化器，如随

机梯度下降(SGD)、Adam 和 L-BFGS [11]最小化损失 ( ); ;total tLoss Nε θ 来找到最佳模型权重 *θ 和噪声标量
*ε 。本文的自适应损失神经网络框架如图 1 所示。算法 2 总结了 PINN 的自适应损失平衡算法的运行流

程和步骤。 
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Figure 1. Self-adaptive loss physical information neural network (SalPINN) framework 
图 1. 自适应物理信息神经网络(SalPINN)框架 

 
算法 2 自适应物理信息神经网络(SalPINN) 

参数限定：迭代次数 S ，学习率 rl ，初始化噪声项 { }, ,f b iε ε ε ε= 。 

目标：找出参数为 *θ 和噪声标量 *ε 的最佳模型。 
开始 
步骤 1：设置一个具有初始参数θ 的物理信息神经网络 ( )ˆ , ;u x t θ 。 

步骤 2：指定训练点 { }, ,t f b iN N N N= 。 

步骤 3：构造一个高斯概率模型，其均值由 PINNs 的输出和噪声集合 ε 给出。 
步骤 4：使用梯度下降算法在 S 次迭代中将参数θ 和 ε 更新为： 
循环 从 1s = 到 s S=  

(a) 根据极大似然估计(10)定义加权损失函数 ( ); ;total tLoss Nε θ  (11)。 

(b) 通过 Adam 调整噪声参数 ε ，满足约束的概率最大化： 

( )( )1 ; ; ;s total s sAdam Loss N lrε ε θ+ ←  

(c) 通过 Adam 更新参数θ ： 

( )( )1 ; ; ;s total s sAdam Loss N lrθ ε θ+ ←  

结束 

4. 数值实验 

在本节中，为了验证上述方法的可行性，设计了一个数值实验算例对算法 1 和算法 2 的性能进行验

证，并且本文算法 1 和算法 2 的基础网络框架是相同的。 
热传导方程是一个描述热量在物体内部或区域内的传播规律以及温度如何随时间变化的物理模型，

本节实验我们对一维瞬态热传导方程进行求解，该偏微分方程为： 

1
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0

, 0 , 0 ,
0,

0,

50sin , 0 ,

t xx

x

x L

t

u au x L t t
u

u

u x x Lπ
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=
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 = < < < <
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

=
 = < <

                           (12) 

式(12)中， 0.04a = ， 3L = ， 1 10t = ，精确解为
2 2

( , ) 50 sina tu x t e xπ π−= 。实验中的物理信息神经网络和自

适应损失物理信息神经网络的拓扑结构均为全连接网络，输入层有 2 个神经元，输出层有 1 个神经元，

隐藏层有 6 层，每层 40 个神经元，隐藏层间以双曲正切函数 tanh 为激活函数。神经网络使用 Adam 优化
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器以 0.001 为学习率迭代 7500 次，训练点设置为 600fN = ， 40iN = ， 100bN = 。所有实验均在 GPU-
GTX4060 上进行，编程语言采用 Python。本文判断热传导方程的误差定义为： 

( ) ( )

( )

2

1

2

1

, ,

,

ˆ
L2 error

N

i i i i
i

N

i i
i

u t u t

u t

=

=

∑ −

∑
=

x x

x
                           (13) 

 

 
Figure 2. (a) Exact solution; (b) Numerical solution of algorithm 1; (c) Numerical solution of algorithm 2 
图 2. (a) 精确解；(b) 算法 1 的数值解；(c) 算法 2 的数值解 

 
图 2 展示了算法 1 (PINN)与算法 2 (SalPINN)在一维瞬态热传导方程求解中的结果。总体而言，两种

算法均能模拟热传导过程的基本特性，清晰展现温度随时间的变化。图 2(a)呈现了方程(12)的精确解，而

图 2(b)和图 2(c)则分别展示了算法 1 和算法 2 的数值解。通过对比发现，算法 1 在 ( )1,2x∈ 区域内的数值

解与精确解存在较大偏差，而算法 2 在整个区域内的数值解则与精确解基本一致。 
 

 
Figure 3. (a) L2 error of algorithm 1; (b) L2 error of algorithm 2 
图 3. (a) 算法 1 的 L2 误差；(b) 算法 2 的 L2 误差 

 
经过深入对比，图 3 展示了算法 1 与算法 2 在时空区域内测试点的 L2 误差。结果显示，算法 1 的误

差整体较大，而算法 2 在引入自适应损失平衡机制后，其 L2 误差更为稳定，最高误差值介于 0.10 至 0.15
之间，表明算法 2 的性能显著提升，稳定性增强。 
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Figure 4. Numerical solution of algorithm 2 in [ ]0,1x∈  when: (a) 0.25t = ; (b) 0.50t = ; (c) 0.75t = . 

图 4. 算法 2 在 [ ]0,1x∈ 时某一时刻的数值解：(a) 0.25t = ；(b) 0.50t = ；(c) 0.75t =  

 
为了进一步测试算法 2 的计算性能，图 4 分别展示了热传导方程在 0.25t = 、 0.50t = 和 0.75t = 时刻

的温度状态，图中蓝色实线为精确解，红色虚线为算法 2 的数值解，从图像我们可以看出算法 2 的预测

结果基本与精确解一致，这说明算法 2 能够精确计算该问题。 

5. 总结 

在本文中，我们研究了一维瞬态热传导方程背景下，普通物理信息神经网络(PINN)与自适应损失物

理信息神经网络(SalPINN)的性能。PINN 的性能与收敛性易受损失权重选择的影响，因此自适应地分配

适当权重以组合 PINN 中的多个损失函数至关重要。我们提出了一种基于最大化高斯似然及可扩展不确

定性参数的自适应损失平衡方法，旨在同时学习 PINN 中的竞争损失项，以提高热传导方程的计算精度。 
我们通过数值实验验证了其有效性，将其应用于一维瞬态热传导方程的求解，数值实验结果表明，

与传统固定权重 PINN 相比，SalPINN 在热传导方程求解中降低了误差，在空间区域内的解与精确解吻合

度显著提高，提升了稳定性。然而，当前方法在计算效率上尚有不足，这将是未来研究的方向。我们计

划将 SalPINN 方法拓展至高维度偏微分方程的计算，并通过优化参数选择及结合其他优化策略，克服现

有局限，推动该方法在更广泛领域的应用。 
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