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Abstract 
In this paper, the shear lag model is used to establish the representative element model of carbon 
nanotube composite and the carbon nanotube is considered as an effective fiber to simulate the 
main morphological characteristics of composites. The investigation focuses on the shear stress of 
interface, and it is assumed that the effective fibers and carbon nanotubes have the same diameter 
and length. The interface shear stress expression is derived using the continuity conditions of 
stress and displacement, and equilibrium equations. Based on the results obtained, the damage 
caused by the sliding displacement of carbon nanotube composites could be checked. 
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摘  要 

本论文采用剪切滞后模型，建立了碳纳米管复合材料的代表性体元模型，并且将碳纳米管看做一个有效

纤维，模拟分析碳纳米管复合材料的主要形态特性。研究重点主要集中在碳纳米管与基体接触面的剪切

应力，假设有效纤维与碳纳米管具有相同的直径和长度，运用应力连续条件和位移连续条件以及相关平

衡方程等，推导得出计算所需要的复合材料界面处的切应力表达式，本论文推论得到的结果可以校核碳
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纳米管复合材料因滑动位移而产生的破坏。 
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1. 引言 

碳纳米管(CNTs)具有较高的强度和刚度，许多科学家已经将碳纳米管看作是最终增强材料，并且认为

其具有很好的发展方向[1]。一些研究表明，只要有 1%(按重量)的碳纳米管添加在基体材料中，会使复合材

料的刚度增加 36%至 42% [2]。碳纳米管的承载能力在复合材料中也得到证实[3] [4] [5]。Ang 和 Ahmed [6]
及 Li 等[7]在 Gao 和 Li [8]的模型基础上建立了一种改进的剪切滞后模型，并且考虑了热残余应力和泊松收

缩的影响。Wang 等[9]研究了桥接法在碳纳米管增强复合材料拉出纤维接枝碳纳米管韧性分析中的应用，

使用桥接法计算碳纳米管增强纳米复合材料的断裂韧性和预测碳纳米管接枝的常规短纤维的拉拔力位移响

应。在考察了界面载荷传递对碳纳米管/聚合物复合材料应力分布以及弹性模量的影响方面，多尺度模型被

广泛应用[10] [11] [12]。Banerjee 等[13]及 Lu 和 Hu [14]采用有限元(FE)方法研究了纯碳纳米管和界面对玻

璃状聚合物/单壁碳纳米管复合材料力学性能的影响。Chen 等[15]在三级失效分析模型的基础上，研究了增

强纤维在复合材料中的增韧效果。结果发现，较薄的增强纤维不一定赋予复合材料更好的断裂韧性。 
近年来，剪切滞后模型和内聚力模型在碳纳米管增强复合材料界面特性进行研究中发挥了重要作用

[16] [17] [18] [19]。自从 1991 年发现以来[20]，碳纳米管得到广泛的应用。尽管碳纳米管复合材料的研究

取得了一些突破性进展，但是其实际应用仍然面临诸多困难和挑战。例如，碳纳米管复合材料的力学性

能不稳定，并且在大多数情况下对基体性能的提高水平有限，远低于预测值，与传统的纤维增强复合材

料的性能很难相比。因此，基于碳纳米管的应用研究需要探索新的发展途径。此外，基于碳纳米管的新

型复合材料的制备仍然是一个困难和昂贵的过程。 
本文研究对象采用单壁碳纳米管复合材料，研究单壁碳纳米管复合材料接触面的切应力和基体与纤

维的轴向应力，来初步探讨在界面处不存在化学键的碳纳米管复合材料的破坏情况。本文进行理论上的

推导，运用细观力学中的剪切滞后方法，建立研究对象模型。因为碳纳米管复合材料的代表性体元的应

变相同，而两部分杨氏模量不同，因而产生不同的应力。据此来研究其接触面的切应力。本文的特色在

于：运用剪切滞后模型，采用应力连续和位移连续双重条件来进行推导，进而简化了推导过程及表达式，

以及进行了量化便于计算。 

2. 碳纳米管复合材料应力分析 

本文采用剪切滞后模型研究碳纳米管复合材料，研究重点集中在碳纳米管与基体的接触面的剪切应

力。由于碳纳米管复合材料的两部分具有相同的应变，而拥有不同的杨氏模量，假设两部分均为线弹性，

因此产生不同的正应力。在接触面上同时属于不同部分，故会产生应力差。有平衡方程知，剪应力为两

应力差的一半。本文采用 Gao 和 Li [8]的模型，但从应力连续和位移连续两个方向出发，来探讨碳纳米

管复合材料界面的切应力，如图 1 所示。 
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2.1. 理论推导 

图 1 所示为 Gao 和 Li [8]中的剪切滞后模型代表性体元示意图，他们借助此模型进行了弹性理论分

析，并得出了界面剪切应力和纤维轴向应力的封闭解，本文将延伸扩展此模型的分析计算。 
本文只研究碳纳米管复合材料的加强区(即包含碳纳米管部分)的应力，如图 2 所示。 

2.2. 加强区界面间的应力 

代表体单元在不考虑体力，在极坐标下的位移平衡方程： 

0rrrr rz

r z r
θθσ σσ τ −∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                                  (1a) 

0rz zz rz

r z r
τ σ τ∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                                    (1b) 

其中 rrσ ， θθσ ， zzσ 和 rzτ 是应力变量。对平衡方程(1b)，0 到 a 对 r 积分得： 

( ) ( ) ( )2 20 0

1 1 12π d 2π d 0
π π

fa azz
rzr r r r r

z r ra a
σ τ∂ ∂

+ =
∂ ∂∫ ∫                          (3) 

有效纤维平均应力定义为： 

( ) ( )2 0

1 , 2π d
π

af f
zz zz r z r r

a
σ σ= ∫                                   (4) 

运用方程(4)，方程(3)变为 
 

 
Figure 1. Diagram of the representative element of shear lag 
model 
图 1. 剪切滞后模型代表性体元示意图 

 

 
Figure 2. Cutting part of analysis model 
图 2. 所研究模型的截取部分 
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( )2f
zz

i z
z a
σ τ∂

= −
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                                       (5) 

其中 
f m

i rz rzr a r a
τ τ τ

= =
= =                                       (6) 

因为在模型的边缘假设不存在任何应力，即其应力大小为 0。故其边界条件为： 

0m
rr r R

σ
=

=                                         (7a) 

0m
zr r R

τ
=

=                                         (7b) 

在碳纳米管复合材料中，界面处的正应力和切应力是连续的。因此边界连续条件为： 
f m

rz rzr a r a
τ τ

= =
=                                        (8a) 

m f
rr rrr a r a

σ σ
= =
=                                       (8b) 

对平衡方程(1b)从 a 到 R 对 r 积分，并引入(6)，(7 b)，(8 b)得到以下表达式： 

( )2 2
2m

zz
i

a z
z R a
σ τ∂

=
∂ −

                                     (9) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 , 2π d
π

Rm m
zz zza

z r z r r
R a

σ σ=
− ∫                             (10) 

2.3. 计算界面的切应力 

由于径向和环向应力与轴向应力相比是微不足道的，为了获得 f
zzσ 和 m

zzσ ，首先假设 

zz rrθθσ σ σ+                                        (11) 

故有如下所示关系： 
f

f f
zz

wE
z

σ ∂
=

∂
                                       (12) 

m
m m
zz

wE
z

σ ∂
=

∂
                                       (13) 

其中， fw 和 mw 分别为碳纳米管和基体的轴向位移变量。由以上计算可以得出，如图 3 所示。 

( )2f
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i z
z a
σ τ∂

= −
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                                      (14) 

( )2 2
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a z
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σ τ∂
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                                    (15) 

应用位移应变关系，故有如下方程： 
2
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z z
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Figure 3. Diagram of stress equilibrium model 
图 3. 应力的平衡模型示意图 

 
本构方程： 

f f
fzz zzE

z z
σ ε∂ ∂

=
∂ ∂

                                      (18) 

m m
mzz zzE

z z
σ ε∂ ∂

=
∂ ∂

                                      (19) 

f
zzε 和 m

zzε 分别为纤维和基体的应变变量。如图 3 所示，为不使复合材料产生破坏，应力在模型的变

化过程中不会产生突变，因为两部分有着不同的杨氏模量，相同的位移产生了不同的应力。而在模型中

其应力连续。故应该由切应力来平衡两部分应力的差值。因此得到 

( )1
2

f m
i zz zzτ σ σ= −                                       (20) 

由方程(5) (9) (22)得 

( )1 dt

t
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整理得 

( )1f f m f
zz E E w
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a E E w
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由公式(14)~(19)可以得出： 
2

2
d 2
d

f
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f
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2

2
d 2
d

m f
i
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w v

az E v
τ

= −                                      (27) 

其中， 2 2fv a R= ， ( )2 2 2mv R a R= − 分别为碳纳米管和基体的体积分数。 

由公式(26)和(27)可以得出 
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2

2
d
d ik

z
τ τ=                                          (28) 

其中，
( )

( ) ( )
2 2

2

f m m

m m f f f m

a R a E E av
k

E v E v E E R

−
=

+ −
，因此，求解上面的二阶微分方程可以推导出界面剪切应力的表

达式为 

1 2e ek z k z
i C Cτ −= +                                     (29) 

因此由公式(14)和(15)可以求得 

( )1 2 3
2 2e ef k z k z

zz C C C
aa k

σ −= − − −                               (30) 

( ) ( )1 2 42 22 2

2 2e em k z k z
zz

a aC C C
R aR a k

σ −= − +
−−

                        (31) 

在碳纳米管与基体接触的界面处，当 0z = 时，界面剪切应力为 0，即 

0
0i zτ

=
=                                          (32) 

由公式(29)可知， 1 2C C= − 。另外，由考虑在 z 方向上复合材料的力平衡可知： 

( ) ( )2
0

π 2π d 2π d
a Rf m

zz zza
R r r r rσ σ σ= +∫ ∫                              (33) 

将公式(30)和(31)代入公式(33)中可以得出 
2

4 3 2
RC C

a
σ− =                                        (34) 

如果施加在纤维端部的边界条件为 0
t

f
zz z L

σ
=±

= ，并且由公式(20)和(34)以及 1 2C C= − 可以求得 

( )1 2
4 1 cosh t

a kC C
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cosh

2 1 cosh

t

t

a k L
C

k L

σ
=

 − 

                                  (35b) 

2

4 3 2
RC C

a
σ= +                                       (35c) 

因此界面剪切应力以及施加在纤维和基体上的轴向应力为 
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其中： 

( )
( ) ( )

2 2

2

f m m

m m f f f m

a R a E E av
k

E v E v E E R

−
=

+ −
                               (39) 

3. 讨论 

为了说明在前面的部分中开发的剪切滞后模型，进行碳纳米管增强聚合物复合材料参数研究，使用

新推导的公式，样本数值结果如下。为了便于比较，相关的材料参数取为 300 GPafE = ， 70 GPamE = ,

0.3543 nma = ， 10R a= 。图 4 和图 5 分别显示了复合材料纤维部分轴向应力和界面剪切应力分布情况。 
 

 
Figure 4. Distribution curve of fiber axial stress (AR = 12.8) 
图 4. 纤维轴向应力分布曲线(AR = 12.8) 

 

 
Figure 5. Distribution curve of interface shear stress (AR = 12.8) 
图 5. 界面剪切应力分布曲线(AR = 12.8) 



高明 等 
 

 
447 

本文新推导的公式的结果与 Cox [21]和高庆和康国政[22]的研究结果进行比较，由于在参数上略有差

异，并且本文未考虑端部正应力的影响，即纤维端部 0
t

f
zz z L

σ
=±

= ，图 5 中显示的高庆和康国政[22]的曲

线是在未考虑端面正应力情况所得出的公式(18)的模拟结果，可以看出，本文所得结果与其未考虑端面正

应力所得结果比较吻合。轴向应力在结果比较上有一定的差异，这主要由于本文是考虑应力连续，没有

考虑界面的影响，界面的模量和结合状态的变化不同，推导的公式就有变化，并且本文界面剪切应力由

纤维和基体两部分的轴向应力平衡所得，所以对结果就会产生一定的影响，但总体趋势与高庆和康国政[22]
的结果是一致的。另一方面，本文所推结果与 Cox [21]所得结果具有一定的差异，Cox [21]研究所得理论 
 

 
Figure 6. Distribution curve of interface shear stress under different length/diameter 
ratio 
图 6. 不同长径比下的界面剪切应力分布曲线 

 

 
Figure 7. Distribution curve of fiber axial stress under different length/diameter ratio 
图 7. 不同长径比下的纤维轴向应力分布曲线 
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Figure 8. Distribution curve of matrix axial stress under different length/diameter 
ratio 
图 8. 不同长径比下的基体轴向应力分布曲线 

 
只能考虑界面结合完好时的情况，并没有考虑端部正应力和界面的影响。 

图 6~图 8 所示图形为纤维和基体的轴向应力、界面剪切应力沿纳米管长度的变化曲线。从图 6 可以

看出最大界面剪切应力发生在纳米管的末端，且中间的剪切应力具有对称性(在图中对称曲线没有标出)。
此外，纵横比越大，纳米管的剪切应力越小(相同的 z 条件下)。图 7 和图 8 表示沿纳米管长度的纳米管的

轴向正应力的分布和基体中的轴向正应力分布，显然他们也是对称曲线。从图 7 中观察到纤维最大轴向

正应力在 z = 0 处，也就是说在纳米管中间，而最小发生在其两端。此外可以看出，纵横比越大，轴向应

力越高。同样从图 8 可以看出基体最大轴向应力发生在端部，最小发生在 z=0 处，纵横比越大，轴向应

力越低。 

4. 结论 

本文采用剪切滞后模型，建立了复合缸嵌入式碳纳米管复合材料代表性体元模型，将碳纳米管看做

一个有效纤维，模拟碳纳米管复合材料的主要形态特性。其中，有效纤维与碳纳米管具有相同的直径和

长度。运用弹性理论，应力连续条件及位移连续条件，推得了应力表达式，及界面处的切应力表达式，

从碳纳米管复合材料的破坏条件和实验的测量条件来看，简化的表达式更容易实现。最大界面剪切应力

发生在纳米管的末端，且中间的剪切应力具有对称性，纵横比越大，纳米管的剪切应力越小，此外可以

看出，纵横比越大，轴向应力越高。本文考虑应力连续并且界面剪切应力由纤维和基体两部分的轴向应

力平衡所得，总体趋势及在纤维端部界面剪切应力和纤维轴向应力与他人的结果比较吻合。 
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