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Abstract 
Transient diffusion equation solution method based on exponential transform is studied mainly. 
Time integral aspect exponential transform weakens the influence of the stiff problem, and the 
time integration method is used to improve calculation accuracy. Fine mesh finite difference me-
thod is taken to improve the geometry calculation accuracy, and conjugate gradient squared me-
thod is used for solving final equations. Based on the above methods, multi-group neutron kinetics 
model calculation program is developed. 
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摘  要 

本文重点研究了基于指数变换的瞬态扩散方程求解方法，时间上采用指数变换减弱刚性问题的影响，并

采用时间积分法提高计算精度。几何上采取细网有限差分以提高计算精度，并且采用平方共轭梯度法进

行最后的方程组求解。本文基于上述方法开发了三维多群中子时空动力学计算程序。 
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1. 引言 

中子时空动力学模型是一个刚性模型。求解中子时空动力学模型时，常常将其简化为点堆模型。基

于点堆模型提出了如下求解方法：吉尔算法、刚性限制方法(SCM)、线性多步法、四阶隐式龙格库塔法

等。在多维的时空动力学求解时，有两种思路：一种是对多维时空动力学方程进行时空分离，如改进准

静态法是一个快速高效的求解方法[1]；另外一种是直接求解多维时空动力学方程，并采用处理刚性问题

的方法，例如，采用 θ法求解中子时空动力学方程[2]，这种方法用前一时刻的结果估计新的 θ值；使用

对角线格式的隐式四阶龙格库塔法求解中子瞬态扩散方程[3]。 
本文采取直接求解三维时空动力学方程的思路。首先采用指数变换的方法减缓中子通量的变化速率，

从而限制刚性问题。然后对指数变换后的方程采用时间积分法求解，最后采用平方共轭梯度法(CGS)求解

细网差分离散后的方程组。 

2. 中子时空动力学求解 

2.1. 指数变换 

在本文中为表述方便将中子时空动力学方程的扩散模型写成如下算子形式： 

( ) ( )
,

,g
g

r t
H r t

t
∂Ψ

= Ψ
∂

                                 (1) 

直接求解时空动力学问题会遇到刚性问题，直接求解时间步长不能选择过大，对于一般压水堆，显式求解

方程(1)要选择 10−4 s [4]，使用 θ法(θ = 0.5)计算能相对放大时间步长到 10−3 s [2]。为了进一步放大时间步长，

采用指数变换减少中子通量的变化速度，采用指数变换后可以将时间步长进一步放大到 10−2 s。具体方法如下： 
将 ( ),g r tΨ 分解为如下乘积形式， ( )gw r 为指数变换系数。 

( ) ( ) ( ), exp ,g g gr t w r t r tφ Ψ =                                 (2) 

指数变换后的中子通量密度 ( ),g r tφ 变化缓慢，能够解决由于中子通量变化速率快而导致的中子时空

动力学方程的刚性问题，使得方程(1)更易求解。离散后的 ( )gw r 由式(3)求解[5]。 
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计算时我们希望，在沿着时间步长计算时所使用的公式为递推公式，所以在式(2)改写为如下形式。 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, exp , ,g g gr t w r t t t r tφ Ψ = −                             (4) 

式中： [ ]1 2,t t t∈ ； 
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1t 为当前步长起始时刻； 

2t 为当前步长结束时刻； 
( )1,gw r t 为指数变换参数。 

为保证计算过程是单向的，避免求解一个 ( )gw r 和 ( ),g r tφ 的耦合问题，选取 ( )1,gw r t 代替式(2)中的

( )gw r 。将式(2)带入(1)中，得到指数变换后的通量计算表达式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

,
exp , , exp , ,g

g g g g

r t
w r t t H w r t w r t t r t

t
φ∂

     = − − Ψ     ∂
               (5) 

2.2. 时间积分方法 

从上一节可知，在求解得到的 ( ),g r tφ 需要乘以一次指数形式才能得到真实的中子通量，为了减少这

次指数变化导致的误差放大的问题，需要更精确的求解 ( ),g r tφ 。为此本文采用时间积分法求解方程(5)。
时间离散时，通常将时空动力学问题转化为求解带有固定源的稳态问题。 1t 时刻通量和缓发中子先驱核

分布为已知量，求解后的方程中 1t 时刻相关量为固定源，其余各项的系数整理成求解方程组的系数矩阵。 
首先积分缓发中子，本文对缓发中子采取直接积分求解。在缓发中子积分过程中需要引入如下假设：在

[ ]1 2,t t 区间内， ( ), ,g f g g r tυ Σ Ψ 的变化关于 t 是线性的[6]。但是由于 2.1 中假设 ( ),g r tΨ 是指数变化形式，若假

设 ( ), ,g f g g r tυ Σ Ψ 为线性变化与前面指数变换冲突，所以假设 ( ), ,g f g g r tυ φΣ 的变化关于 t 是线性的。同时也认

为 ( ),g r tφ 与各截面的乘积都关于时间 t 是线性变化；同时积分时采用梯形积分公式。缓发中子积分结果如下： 
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指数变换后的通量的积分结果如下： 
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式中：S 为固定源。 
S 由式(8)求解。 
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式中： ( ) ( )1 1, ,g gx w r t w r t t′ = − ∆ ； 
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由于 x 和 y 由待定参数 ( )1,gw r t 计算得到，不能保证在 0f 、 1f 、 2f 、 3f 、 4f 在计算过程中不出现

分母为 0 的情况；而且如果分母的计算结果很小会导致函数计算结果失真。所以对 ex 进行泰勒展开，计

算化简后得到 0f 、 1f 、 2f 、 3f 、 4f 结果如下。 

( )
1

0 1 !

n

n

xf x
n

−

=
= ∑ ； 

( ) ( )
1

1 1 1 !

n

n

nxf x
n

−

=
=

+∑ ； 

( ) ( )
1

2 1 1 !

n

n

xf x
n

−

=
=

+∑ ； 

( ) ( ) ( ) 1
3 1 1

1, 1
2 !

n n i i
n i

f x y n i x y
n

− −
= =

= + −
+∑ ∑ ； 

( ) ( ) ( ) 1
4 1 1

1, 1
2 !

n n i i
n i

f x y i x y
n

− −
= =

= +
+∑ ∑ 。 

用泰勒展开得到的表达式计算方程(6)和(7)的计算参数，就避免了由于 ( )1,gw r t 而导致 x 或 y 等于 0
或趋近于 0 时，无法计算参数或者计算参数结果不稳定的情况。 

2.3. 共轭平方法求解与矩阵压缩 

由于放大了时间步长，再使用传统高斯赛德尔迭代时，收敛速度大幅减缓。本文为了加速收敛采用

Krylov 子空间法计算。 
对所求的通量方程在空间上采取中心差分的形式离散。对于三维矩形网格，泄漏项展开成为 7 对角

矩阵。由于通量方程能量上分为多群求解，不同能群之间存在散射和裂变关系。以二群为例，一群向二

群散射的通量和二群裂变按能谱分配到一群的通量不同，导致最后得到的方程组系数矩阵是非对称的。 
平方共轭梯度法是基于 Lanczos 双正交化的 Krylov 子空间法的一种。可以解决系数矩阵不对称时的

线性方程组求解，并且求解过程具有和共轭梯度法一样的短迭代格式。短迭代格式能够减少计算过程中

的存储量和每次迭代的计算量。平方共轭梯度法克服了 Lanczos 双正交化过程中需要计算系数矩阵转置

的缺点。在系数矩阵需要压缩存储时计算更易实现。 
设通过空间上积分离散后的系数矩阵为 A，所求方程则为： 

A Sφ =                                         (9) 

为求解方程(9)，CGS 迭代过程如下： 

第一步，计算残量 ( ) ( )0 0r S Aφ= − ，取 ( ) ( )0 0
tr r= ，并且令 ( ) ( ) ( )0 0 0p u r= = ， 0j = 。 

第二步，计算 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0, ,j j
j t tr r Ap rα = ， ( ) ( ) ( )j j j

jq u Apα= − 。 
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第三步，计算 ( ) ( ) ( )j j jd u q= + ， ( ) ( ) ( )1j j j
jdφ φ α+ = + ， ( ) ( ) ( )1j j j

jr r Adα+ = − ，如果 ( )1jφ +
满足收敛条件，

则跳出循环。 
第四步，计算 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 0, ,j j

j t tr r r rβ += ，并更新向量 ( ) ( ) ( )1 1j j j
ju r qβ+ += + ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1j j j j
j jp u q pβ β+ += + + 。令 1j j= + ，转第二步进行循环。 

可以看到 CGS 在求解过程中对 A 矩阵处理只需要进行矩阵乘向量计算，便于压缩矩阵的计算程序编

写。在压缩存储时，本文采用两个矩阵 A1，A2分别存储系数矩阵中不为 0 的参数。A1矩阵的每一行存储

该行中不为 0 的参数的位置信息，A2存储相应的参数值。这样在矩阵与向量做内积运算中只需要在 A1

中找到系数矩阵中的参数位置信息，再在向量中找到相应位置的参数。这些参数与 A2中的对应参数做内

积运算即可完成矩阵乘向量的计算。这种压缩方式只存储不为 0 的参数，对于系数矩阵可以大大减少存

储量和计算量。 

3. 程序实现 

根据第二章的介绍，程序主要流程如下。 
第一步，先从输入卡中读入计算用参数。参数包括控制信息、几何信息、宏观计算界面、计算总时

间、时间步长、缓发中子份额等； 
第二步，在计算瞬态前首先计算初始状态的稳态通量分布，采用稳态计算结果作为初值有利于初始

计算时瞬态计算的收敛； 
第三步，然后计算指数变换后的通量分布，认为缓发中子在初始状态下偏导数为 0，计算缓发中子

先驱核的分布，计算总循环步数 n，置循环变量 t 为 1； 
第四步，按式(8)计算固定源 S； 
第五步，按照截面参数随时间变化的情况，重新计算相应时间的系数矩阵 A； 
第六步，利用 CGS 求解器求解下一时刻的指数变化后的通量，其中收敛误差为 10−6； 
第七步，利用指数变化求解真实通量； 
第八步，利用用式(6)求解缓发中子先驱核的密度，用式(3)更新指数变换系数； 
第九步，计算并输出堆芯功率； 
第十步，如果 t = n 那么跳出循环，程序终止；如果 t < n 那么循环变量 t = t + 1，并返回第四步继续

循环计算。 
程序流程图如图 1 所示。 

4. 数值验证 

本文采用 LMW 算例进行三维堆芯验证。三维 LMW 问题模拟 1/4 对称堆芯的提棒和插棒过程，是一

缓慢变化的瞬态过程。堆芯径向为110 cm 110 cm× ，轴向高 200 cm，其中，燃料区高 160 cm，上、下各

有 20 cm 的反射层。堆芯有两组控制棒，第 1 组控制棒 0 s 开始从堆芯内高 100 cm 处以 3 cm/s 的速度向

上抽出，第 2 组棒在 7.5 s 时由堆芯活性区顶端以 3 cm/s 的速度插入，直到 47.5 s 停止；大约在 20 s 时堆

芯功率达到峰值。计算分析堆芯从 0 s 到 60 s 的功率变化情况[3]。堆芯横截面示意图如图 2 所示，移动

控制棒前后堆芯控制棒位置由图 3 所示。本文采用径向 2.5 cm 2.5 cm× 网格划分轴向以 2 cm 网格划分。 
瞬态过程在 20 秒左右达到峰值，比较峰值计算结果。直接采用 θ法(θ = 0.5)和采用指数变换和缓发

中子积分在 20 s 计算值时的结果如表 1 所示。 
通过表 1，可以看出指数变换和缓发中子积分的计算结果更为准确。而且在时间步长方面指数变换

采用 0.01 s 为时间步长，而 θ法(θ = 0.5)采用的是 0.001 s 作为时间步长。由此可以看出 θ法中加入指数 
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Figure 1. Program flow chart 
图 1. 程序流程图 

 

 
Figure 2. Radial sectional view of the reactor core 
图 2. 堆芯径向截面图 
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变换可以进一步放大时间步长，采用缓发中子积分能够减小误差。 
放大时间步长后，对于传统迭代方法由于迭代矩阵的最大特征值更接近 1，这导致传统的迭代方法

如 LSOR 等，单次循环迭代次数大大增加，采用 CGS 计算方法能相对的减小迭代次数，如表 2 所示。 
由表 2 可以看出 CGS 求解器迭代次数明显小于传统的 LSOR 算法求解器，能够起到加速计算的效果。 
整体计算结果归一化功率变化如图 4 所示，横坐标轴为时间单位秒。整体计算结果关键点如表 3 所

示，最大误差不超过 2%，符合良好。 
 

 
Figure 3. The initial rod position (left), final rod position (right) 
图 3. 初始控制棒棒位(左)，最终控制棒棒位(右) 
 
Table 1. LMW relative power comparison at 20 s 
表 1. LMW 算例 20 s 相对功率比较 

时间/s 
相对功率 

θ法(θ = 0.5) 指数变换缓发中子积分 SKETCH-N [4] 

20 1.689 1.714 1.715 

 
Table 2. The number of iterations, when the control rods in the first mesh movement 
表 2. 控制棒在第一个网格内运动时迭代次数比较 

迭代方法 最大迭代次数 最小迭代次数 平均迭代次数 

LSOR [1] 1083 188 401.4 

CGS 279 148 236.8 
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Table 3. LMW benchmark problem’s normalized power results 
表 3. LMW 基准题归一化功率结果比较 

时间/s 
相对功率 

本文方法 PANTHER [7] SKETCH-N [7] 

10 1.341 1.347 1.340 

20 1.714 1.726 1.715 

30 1.360 1.382 1.378 

40 0.796 0.813 0.808 

50 0.492 0.505 0.501 

60 0.378 0.387 0.385 

 

 
Figure 4. Normalized power value versus time results 
图 4. 归一化功率随时间变化结果 

5. 结论 

本文采用的先进行指数变换方法减缓中子通量的变化速率，然后采用时间积分法求解变换后的中子

动力学方程的计算方法。经过与文献[7]中的计算结果比较，本文研究的求解中子动力学方程的方法及所

开发的程序是正确的；与 θ法(θ = 0.5)相比增大了时间步长，提高了计算精度；采取共轭平方法(CGS)与
传统 LSOR 相比，减少了迭代次数。 

指数变换方法能够减少中子通量离散过程中的截断误差，时间积分法避免了缓发中子先驱核的离散

过程引入的截断误差。总体计算引入的系统误差小，能够适应反应堆物理提出的新的“高保真”要求。 
准确性方面可以进一步提高空间离散的计算精度，采用输运的求解方法如 MOC 等，在细网条件下

耦合求解更精确的功率分布。时间方面，指数变化后的方程可以采用比时间积分法这类二阶精度更高阶

的积分方法来进一步提高计算精度。 
在计算效率方面，可以采用先进的加速方法，如多重网格等，在精度不变的前提下提高计算速度。

本文采用的求解器能够方便得在大型并行计算机上实现并行求解，这样也可以进一步提高计算速度。 
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