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Abstract 
The nonlinear free vibration governing differential equations for the orthotropic tensioned plane 
membrane structure are established by Von Kármán’s membrane large deflection theory and 
D’Alembert’s principle. Then the governing differential equations are simplified by Bubnov-Ga- 
lerkin method and solved by the homotopy perturbation method (HPM), and obtained the ap-
proximate analytical solution of the vibration frequency. In the computational example, the non-
linear vibration frequency of the structure is computed, and the results of this paper are analyzed 
and compared with the exact solution. The analysis shows that the approximate analytical solu-
tion obtained in this paper is very close to the exact solution (the maximum error is less than 4%), 
and the approximate analytical solution obtained in this paper is more simple and convenient. 
This is favorable for the popularization and application in engineering. 
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摘  要 

利用冯∙卡门薄膜大挠度理论，结合达朗贝尔原理，建立正交异性张拉平面膜结构非线性自由振动的控制

方程。然后利用伽辽金法对其进行简化，并采用同伦摄动法进行求解，得到振动频率的近似解析解。通

过算例，计算了结构的非线性振动频率，并将本文结果与精确解进行比较分析。分析表明：本文所求得

的近似解析解与精确解之间的最大误差小于4%。因此本文的近似解析解与精确解非常接近，且本文所

得解形式更为简单，计算也更方便，有利于在工程中进行推广应用。 
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膜结构，非线性振动，正交异性，摄动法 

 
 

1. 引言 

张拉平面膜结构主要用于会展中心、停车场和体育馆等公共设施的平面型屋盖结构中[1] [2]。由于这

种结构自重轻、刚度小，因而在外荷载作用下容易产生振动，以致膜面松弛变形，甚至导致整个膜结构

失效。如亚特兰大奥运会主馆佐治亚穹顶于 1995 年在一次强风袭击下，有四片薄膜被撕裂；加拿大蒙特

利尔奥林匹克体育场的一片膜结构在 1999 年的一场暴风雪中突然破裂；韩日世界杯济州岛体育场膜屋盖

在 2002 年 6 月和 8 月先后两次在台风的袭击下出现膜材撕裂。国内的，如广州颐和山庄楼顶膜结构在

2003 年夏季台风中被撕裂；温州大学体育场看台膜结构在 2004 年 8 月台风“云娜”作用下发生整体破

坏。2012 年 4 月，甘肃某中学的体育场看台顶棚膜结构被强风撕裂。因此研究建筑膜结构在外荷载作用

下的振动问题，对膜结构的动力设计进行优化控制，进而防止或减少由于振动导致的膜结构工程事故具

有重要意义。对膜结构自由振动问题的深入研究，是进行膜结构在外荷载作用下受迫振动问题研究的基

础。 
目前，国内外学者对薄膜结构自由振动作了一定的研究。1999 年，Vega 等对带有内部斜撑的矩形薄

膜的自由振动进行了研究，得到了其振动频率的解析解[3]。2002 年和 2004 年，Kang 等对倾斜和弯曲复

合矩形薄膜的自由振动进行了研究，得到了倾斜度和弯曲度对其振动频率的影响[4] [5]。2009 年，Reutskiy
发展了一种新的数值分析方法对任意形状的薄膜的非线性振动进行了研究，该方法基于频谱分析系统物

理响应的数学模拟[6]。在国内，1980 年，钱国桢研究了二向受力不同的矩形薄膜、圆形及椭圆形薄膜的

自由振动问题，得到了任意外形薄膜自然频率的近似解[7]。1993 年，袁驷和张亿果利用有限元线法对薄

膜的固有振动这一特征值模型问题作了分析求解，并通过算例证明了求解方法的有效性[8]。2010 年，罗

吉和罗亮生研究了圆环膜的横向自由振动，利用该振动的数学模型，得到了其固有频率和节线的计算公

式，该结果可用于涉及圆环膜振动的领域，也可以用于某些乐器[9]。2010 年，林文静等构造六节点三角

形单元，用于平面薄膜自由振动的有限元分析，给出了三个典型算例表明，六节点三角形单元的计算结

果比 ANSYS 三角形单元更接近理论解，即六节点三角形单元具有更高的精度[10]。 
以上的这些研究都是针对均匀的膜结构进行的研究，且得到的结果比较复杂而不利于工程应用。本
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文将采用近似解析方法同伦摄动法对正交异性的平面张拉建筑膜结构的振动问题进行研究，以得到简便

有效，且适于工程应用的非线性振动频率计算公式。 

2. 控制方程和边界条件 

正交异性膜结构正交两个方向为受力的主方向，且正交两个方向的材料特性不一样。简化后的张拉

平面膜结构模型如图 1 所示，正交的两个方向为 x、y 方向，其尺寸分别为 a、b；x、y 方向预张力分别

为 N0x 和 N0y。 
则相应的位移边界条件如下： 
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根据冯∙卡门薄膜大挠度理论和达朗贝尔原理[11]，建立图 1 所示膜结构非线性自由振动的控制方程

如下： 
 

 
Figure 1. Rectangle membrane with four edges simply supported 
图 1. 四边简支的矩形平面膜结构 
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              (3) 
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2 1

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1

1 1 1 w w w
E E E E G x yy x x y x y x y x y

µ µϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − + = − ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

            (4) 

式中 ρ 为膜材面密度；h 为膜材厚度； 1E 和 2E 分别为 x 和 y 向弹性模量；φ 表示应力函数 ( ), ,x y tϕ ；w
表示挠度 ( ), ,w x y t ；σ0x 和 σ0y 表示 x 和 y 向的初始张拉应力；σ0xy 表示初始剪切应力；G 表示剪切模量；

μ1 和 μ2 表示 x 和 y 向的泊松比。 

3. 控制方程的简化 

满足边界条件(1)和(2)的挠度函数和应力函数可以表示成如下形式： 

( ) ( ) ( ), , ,mn mnw x y t u t W x y= ⋅                                (5) 

( ) ( ) ( )2, , ,mn mnx y t u t x yϕ φ= ⋅                                (6) 

其中 ( ) ( ), ,mnW x y W x y W= = 表示振型函数； ( ) ( )mnu t u t u= = ， ( ) ( ), ,mn x y x yφ φ φ= = 为， ( ), ,x y tϕ ϕ= 为

未知函数。 
根据薄膜振动理论，满足边界条件(1)的振型函数为： 

( ) π π, sin sinmn
m x n yW x y

a b
=                                (7) 

其中 m 和 n 为整数，表示 x 和 y 方向上的正弦半波数。 
将(5)和(6)代入(4)得： 

24 4 4 2 2 2
1 2

4 4 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1+ W W W
E E G E E x yy x x y x y

µ µφ φ φ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − = −   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

                 (8) 

将(7)和(8)得： 

4 4 4 2 2 4
1 2

4 4 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 π 2 π 2 π+ cos cos
2

m n m x n y
E E G E E a by x x y a b

µ µφ φ φ ∂ ∂ ∂  + − − = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
            (9) 

分析方程(9)的解的结构, 设方程(9)的解为： 

( ) 3 3 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7

2 π 2 π, cos cos +m x n yx y x y x y xy x y xy
a b

φ α β γ γ γ γ γ γ γ= ⋅ + ⋅ + + + + + +        (10) 

将(10)代入(9)得： 
4 4 4 4 2 2 4

4 4 2 2
2 1

16 π 2 π 16 π 2 π π 2 π 2 πcos cos cos cos
2

m m x n n y m n m x n y
a a a ba E b E a b

α β  + = + 
 

            (11) 

比较方程(11)两边的系数得： 
2 2 2 2

2 1
2 2 2 2,

32 32
E n a E m b

m b n a
α β= =  

将(10)代入边界条件(2)得： 
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将α 、 β 、 1γ 、 2γ 、 3γ 、 4γ 、 5γ 、 6γ 、 7γ 代入(10)，然后再将(10)代入(6)可得： 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 1 2 1
2 2 2 2 2 2
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         (12) 

将(5)，(6)和(12)代入(3)中，然后根据伽辽金法得： 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
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S
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                  (13) 

很明显，方程(13)是一个关于 ( )u t 的非线性微分方程： 

( ) ( ) ( )
2

3
1 2 32

d
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d
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将 1ψ , 2ψ 和 3ψ 代入(14)得： 

( ) ( ) ( )
2 4 42 2 2 4
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，可得： 

( ) ( ) ( )
2

3
2

d
0

d
u t

u t u t
t

λ ε+ ⋅ + ⋅ =                              (15) 

在(15)式中， ε 并不是小参数，即(15)式是一个强非线性振动方程。 

4. 控制方程的求解 

方程(15)和它的初始条件可以表示成如下形式： 

( ) ( )
2

3
2 0

d 0,
d

0 0 0u u u
t

u a uλ ε+ ⋅ + ⋅ = ′= =,                        (16) 
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其中 0a 为振动的初始位移。 
根据同伦摄动法[12]，可以构造一个同伦满足下式： 

( ) ( ) ( ) 3
0 0 0L v L u pL u p vε− + + =                             (17) 

其中 ( ) 2 2d dL u u t uλ= + ⋅ 。 
设方程(17)的解具有如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2v t v t p v t p v t= + ⋅ + ⋅ +                           (18) 

其中 ( ) , 0,1, 2,iv t i = 为待确定的函数。 
将(18)代入(17)得： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 000,   0 ,  0 0L v L u v a v− = ′= =                          (19) 

( ) ( ) ( ) ( )3
1 0 0 1 10,   0 0 0L v L u v v vε+ + = ′= =                          (20) 

令 ( ) ( )0 0 0cos tv t u t a λα= = 作为方程(17)的初始近似解，其中α 为未知数。则根据(20)可以得到： 

2 2 31
1 0 0 0

d 3 1cos cos3 0
d 4 4
v v a a t a t
t

λ λ λα ε λα ε λα + + − + + = 
 

                (21) 

方程(21)是一个线性微分方程，其解为： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 0
1 0 2

3
0
2

3 cos cos
4 1

cos3 cos
4 9 1

a
v a t t

a
t t

λ λα ε λα λ
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ε
λα λ

λ α

 = − + ⋅ − 
− 

+ −
−

                    (22) 

为了消除可能在下次迭代计算中出现的永久项，可以令 cos tλ 的系数为零。 

( ) ( )
3

2 2 0 0
0 2 2

3 0
4 1 4 9 1

a a
a

ε
λ λα ε

λ α λ α
 − − + − = 

− − 
                      (23) 

在(23)中，因为 0λ ≠ ，所以必有： 

2 2 2 2 4
0 0 010 7 64 104 49

18
a a aλ ε λ λε ε

α
λ

+ + + +
=                        (24) 

因此控制方程的振动频率为： 

2 2 2 2 4
0 0 010 7 64 104 49

18
a a aλ ε λ λε ε

ω λα
+ + + +

= =                     (25) 

振动频率的精确解为[13]： 

( ) ( )
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2 2
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2 1 !!

1
2 !! 2

ex p
p
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p a
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 −  
−      +  

∑
                         (26) 

其中 0,1,2,3,p =   
通过 L-P 摄动法求解得到的频率为[14]： 
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2
03
8pert

aε
ω λ

λ
= +                                   (27) 

5. 算例分析 

选用工程中常用的膜材作为算例进行计算。 x 向的弹性模量为 6 2
1 1.41 10 kN mE = × ， y 向的弹性模

量为 6 2
2 0.905 10 kN mE = × ，膜材面密度为 21.72 kg mρ = ；膜材厚度为 h = 0.8 mm；膜材长宽为 a = 1 m，

b = 1 m，初始张拉应力为 3 2
0 0 5.0 10 kN mx yσ σ= = × 。 

将以上的材料参数代入式(25)，(26)和(27)计算膜材振动的频率，计算结果如下表 1 和图 2~4。对计

算结果进行比较分析可得： 
 
Table 1. Frequency values (rad/s) under different initial displacement 
表 1. 不同初始位移下的振动频率 

阶数 公式 
初位移 a0 (m) 

0.10 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 w0→0 

1 

(25) 749.32 682.31 616.22 551.38 488.31 427.80 371.13 320.38 278.82 250.88 240.95 

(26) 725.63 661.75 598.82 537.18 477.30 419.93 366.21 317.97 278.09 250.82 240.95 

(27) 1251.66 1059.62 887.80 736.20 604.80 493.63 402.66 331.91 281.38 251.06 240.95 

2 

(25) 1447.47 1323.23 1201.25 1082.34 967.63 858.84 758.58 670.71 600.64 554.80 538.78 

(26) 1405.22 1286.99 1171.08 1058.21 949.45 846.33 751.16 667.32 599.71 554.73 538.78 

(27) 2161.18 1852.93 1577.12 1333.76 1122.84 944.38 798.36 684.80 603.68 603.68 538.78 

3 

(25) 1752.38 1594.08 1437.77 1284.18 1134.44 990.34 854.77 732.60 631.70 563.27 538.78 

(26) 1695.88 1544.89 1395.98 1249.87 1107.64 970.97 842.48 726.44 629.80 563.10 538.78 

(27) 3034.62 2560.41 2136.12 1761.74 1437.28 1162.74 938.11 763.40 638.61 563.74 538.78 

 

 
Figure 2. Frequency values of the first order under different initial displacement 
图 2. 不同初始位移下的一阶振动频率 
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Figure 3. Frequency values of the second order under different initial displacement 
图 3. 不同初始位移下的二阶振动频率 

 

 
Figure 4. Frequency values of the third order under different initial displacement 
图 4. 不同初始位移下的三阶振动频率 

 
① 按照式(25)，(26)和(27)计算的所有频率值都随着初始位移的增加而增加。这是因为随着初始位移

的增加，膜材的内力和横向刚度都将增加，因此膜面也将振动得更快，因此频率就高。这也反映了膜材

振动的非线性特性。同时，在相同初位移下的振动频率随着阶数的增加而增加。当初位移接近零的时候，

按照式(25)，(26)和(27)计算的频率都相同且等于按照小挠度理论计算的频率。 
② 按照式(25)计算的频率值比按照式(26)计算的频率值稍大，且它们之间的误差随着初位移的增加

而逐渐增大；在表 1 中，最大的误差为 3.3%。按照式(27)计算的频率也比按照式(26)计算的频率大，它们

之间的误差随着初始位移的增加而显著增大；在表 1 中，最大的误差为 78.9%。 
③ 当初始位移较小，且阶数较低时，按照式(25)，(26)和(27)计算的频率值非常接近。当 a0 ≤ 0.04

时，它们三者之间的最大误差为 11.34%。因此，可以认为当 0 0.04a a ≤ 时，运用式(25)和(27)计算前三
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阶频率可以满足工程精度要求，且非常简便。 
④ 很显然，式(25)的精度要高于(27)。式(27)只适用于薄膜的弱非线性振动，即式(27)只对小参数有

效。而式(25)不仅适于弱非线性，也适于强非线性的情况，即式(27)不仅对小参数有效，而且对大参数也

有效。 
根据表 1 和图 2~4 的数据，进一步讨论：当初始位移为 0.1 m 时，按照式(25)和(26)计算的频率值的

最大误差为 3.3%，那么当初位移 a0 更大，甚至 a0→∞时，为讨论式(25)的精度，构造如下极限： 

( ) ( )
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0 0 0 0
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0 0
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∑

 

因此，对于任意的初位移，按照式(25)计算的结果与精确解的最大差小于等于 4%。 

6. 结论 

本文采用同伦摄动法求解了四边简支矩形正交异性膜结构非线性自由振动的控制方程，得到了非线

性振动频率的近似解析解。本文所得公式(25)的精度比按照 L-P 摄动法求得的公式(27)的精度更高，且公

式(25)不仅适于弱非线性振动，也适于强非线性振动。另外，对于任意的初始位移 a0，按照公式(25)计算

的结果与精确解(26)的最大误差小于 4%。因此本文求解出的计算公式(25)完全能满足工程精度要求，且

公式简单实用。本文的研究结果为建筑膜结构和其他膜结构的动力设计提供了理论计算依据。 
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