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Abstract 
In this paper, the free vibration characteristics of functionally graded plates in arbitrary shape 
were studied based on the improved Rayleigh Ritz method. Assuming that the material of the 
functionally graded plate changes exponentially along the thickness direction, the vibration of the 
plate is described by Mindlin plate theory and the improved Fourier series is used as the dis-
placement tolerance function. The energy functional expressions of the functionally graded plate 
are derived and the natural frequency is obtained by solving them. The convergence and accuracy 
of the proposed method are verified by compared with the existing literature. Then the proposed 
method was applied to the triangular and circular plates respectively, in which the versatility of 
the proposed method was showing. Finally the influences of gradient index, boundary condition 
and thickness of the functionally graded plate on the free vibration are discussed. 
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摘  要 

本文基于改进的Rayleigh-Ritz法对任意形状功能梯度材料板的自由振动特性进行了分析。假设功能梯度

板的材料沿厚度方向指数变化，用Mindlin板理论描述板的振动。引入改进的Rayleigh-Ritz法，利用改

进的傅里叶级数作为位移容许函数，结合Mindlin板理论推导得到功能梯度板的能量泛函表达式，根据

能量泛函变分原理得到了振动系统的特征方程，求解得到功能梯度板的振动固有频率。通过与文献中功

能梯度板的固有频率值对比，验证了本文方法的收敛性与准确性。然后分别对三角形板和圆形板的固有

频率进行了求解，表明本文方法的通用性。然后通过算例分析讨论了功能梯度板的梯度指数、边界条件

及板厚等参数对固有频率的影响。 
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1. 引言 

日本材料学家新野正之，平井敏雄和渡边龙三等人在 20 世纪 80 年代中后期提出了功能梯度材料的概

念[1] [2]。功能梯度材料选择两种不同性能的材料，根据使用要求采用材料复合技术，使中间的组成呈现连

续的梯度变化而内部不存在明显的界面，材料的性质和功能沿厚度方向呈梯度变化。这样就可以从材料的

本身改善材料的各种性能。由于功能梯度材料具有良好的力学性能，日益成为研究者研究的重点[3]。 
针对功能梯度材料板壳的振动问题，已经有大量文献开展了研究。王明禄[4]考虑了由材料的非均匀

性引起的中面应变，求解了固有频率。曹志远[5]利用特殊类型各项异性及薄膜弯曲耦联的二维常系数方

程研究功能梯度材料圆柱壳的固有频率的解析解。Henry Khov [6]拓展了选用的位移函数，使其能够精准

的满足边界点的控制微分方程。徐坤[7]假设剪应力沿厚度方向呈抛物线分布，利用剪切余能与剪切应变

能相等原理与虚位移原理及 Navier 方法研究平板的振动。梁斌[8]利用 Rayleigh-Ritz 方法建立了功能梯度

圆柱壳自由振动固有频率的特征方程，其中材料参数为指数型体积分数，推导了一端固定一端自由和两

端简支两种基本边界情况下的圆柱壳的自振特性。李伟[9]基于哈密顿原理，采用了动力变分方程，并把

任意四边边界条件转化为统一的振型参数，对正交各向异性功能梯度开口圆柱壳的固有频率与模态进行

求解。陈淑萍[10]基于一阶剪切变形理论，求解了两端简支 Timoshenko 梁自由振动的固有频率，并研究

了材料梯度指数对梁动力响应的影响。尹硕辉[9]基于一阶剪切变形理论，应用等几何有限元法对功能梯

度板进行研究。此外还有大量的数值方法已经得到应用[12] [13] [14]。以上研究多是应用解析方法对单一

形状的功能梯度板壳的研究，或者是应用数值方法，对于应用解析方法对任意形状功能梯度板壳问题的

研究成果还非常少。 
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本文采用改进的 Rayleigh-Ritz 法，基于一阶剪切理论对功能梯度材料板的自由振动进行研究。

考虑材料沿厚度方向梯度指数变化的功能梯度板，引入改进的 Rayleigh-Ritz 法，利用改进的傅里叶

级数和 Mindlin 板理论推导得到功能梯度板的能量泛函表达式，求解得到功能梯度板的振动固有频率。

通过数值算例的计算并和文献对比证明本方法的收敛性与准确性，然后对其他形状板的自由振动进

行了求解。 

2. 理论模型 

2.1. 功能梯度材料 

对于功能梯度材料板结构，通常研究其材料属性沿厚度方向的变化。采用空间连续函数模型，则由

两种材料组成的功能梯度材料沿厚度方向材料组分的分布规律： 

( ) ( ) ( )m m c cX z X V z X V z= +                                   (1) 

其中， ( )X z 为功能梯度材料的物理属性如密度、杨氏模量等， mX 和 cX 为两种组分材料的物理属性，

( )mV z 和 ( )cV z 为两种材料的体积分数，且满足： 

( ) ( ) 1m cV z V z+ =                                        (2) 

采用幂函数形式，则体积分数表示为： 

( )2 0
2

k

m
z hV k

h
+ = ≥ 

 
                                    (3) 

式中 k 为梯度指数。代入式(1)可得 

( ) ( ) 2
2

k

m c c
z hX z X X X

h
+ = − + 

 
                                (4) 

2.2. 改进的 Rayleigh-Ritz 法 

改进的 Rayleigh-Ritz 法与传统的 Rayleigh-Ritz 法相比的改进之处在于对边界条件的处理以及位

移容许函数的选取方法。 

2.2.1. 函数域的拓展 
对 Rayleigh-Ritz 法中的函数域进行扩展，模型如图 1。 

 

 
Figure 1. Calculation model of arbitrary shaped plate 
图 1. 任意形状板的计算模型 
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S 为薄板的求解域，Sa 为试函数的积分域，长度分别为 Lx 和 Ly。当求解域 S 为任意的不规则形状时，

可以假想将结构域扩展为一个略大于真实域的矩形域 Sa，矩形域要涵盖待求取结构的真实求解域。一般

来说，取求解域距 x、y 轴最大距离作为矩形域的边界。当采用改进的傅里叶级数作为结构的试函数时，

使用矩形域能更便捷地构造出合理的试函数。而在求板的应变能、动能时，只需对真实求解域进行离散

并积分，然后求取泛函极值得到振动方程。 

2.2.2. 曲边边界的虚拟弹簧处理方法 
经典的边界条件，比如固支和简支等往往不能准确模拟结构的实际边界，对于实际边界条件，可采

用弹簧模型，通过在结构域的边界上采用平动弹簧和转动弹簧来模拟弹性边界。以矩形板为例施加弹簧

边界，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Model of rectangular plate 
图 2. 矩形板物理模型 

 

假设平动弹簧和转动弹簧刚度值分别为 kij(N/m)和 Kij(Nm/rad)，各种复杂边界条件可通过设置两种弹

簧的刚度值模拟。经典边界条件下的刚度值如表 1 所示。模拟弹性边界条件时则将刚度系数取为相应的

值即可。 
 
Table 1. Classical boundary conditions corresponding spring values. 
表 1. 经典边界条件下的边界弹簧取值 

 固支(C) 简支(S) 自由(F) 

kl ∞ ∞ 0 

K ∞ 0 0 

 

通过弹性边界设置，这将任意边界对结构振动的影响转化为边界弹簧的弹性势能对结构总刚度的影

响。 

3. 公式推导 

功能梯度板的振型函数可以表示为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

, , e

, , e

, , e

M N
i t

mn m n
m n

M N
i t

x mn m n
m n

M N
i t

y mn m n
m n

w x y t A f x g y

x y t B f x g y

x y t C f x g y

ω

ω

ω

β

β

= =

= =

= =

=

=

=

∑∑

∑∑

∑∑

                              (4) 

其中 Amn，Bmn，Cmn 为未知系数， ( )mf x ， ( )ng y 分别为与 x、y 有关的函数， ei tω 为时间因子，在下文中

忽略。 
本文方法选用改进的傅里叶级数作为试函数[11]，具体形式为： 
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( )

( ) ( )

sin 0 5

5 π
cos 5

m

m

mf x x m
Lx
m

f x x m
Lx

π  = < <    
−  = ≥    

                              (5a) 

( )

( ) ( )

πsin 0 5

5 π
cos 5

n

n

ng y y n
Ly

n
g y y n

Ly

 
= < <  

  


−  = ≥    

                              (5b) 

其中 1,2,3, ,m M= � ； 1,2,3, ,n N= � 。由于改进的傅里叶级数可以满足任意边界条件，使板的试函数在

整个求解域内三阶导数连续且四阶导数各点均存在，可以有效克服边界处可能出现的不连续现象。 
考虑到材料沿厚度不均匀分布会导致物理中面的改变，引入 0z 表示新物理中面的位置。 

( )

( )

2

2
0

2

2

d

d

h

h

h

h

z E z z
z

E z z

−

−

⋅
=
∫

∫
                                (6) 

其中 ( )E z 为弹性模量，随厚度变化。 
考虑物理中面位置改变，由中厚板的 Mindlin 理论可以得到位移的形式： 

( )
( )

( )

0

0

,

x

y

u z z
v z z
w w x y

β
β

 − 
   = −  
     

                                (7) 

应力与应变的关系可以表示为： 

( )
2

1 0
1 0

1
10 0

2

x x

y y

xy xy

E z
σ µ ε
σ µ ε

µ
τ µ γ

 
    
    =    −    −    
 

                          (8) 

1 0
0 1

yz yz

xz xz

G
τ γ
τ γ
    

=    
    

                               (9) 

其中
( )

( )2 1
E z

G
µ

=
+

为沿厚度方向变化的剪切模量。 

外力与应力的关系为： 

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

0

0

0

0

d

d

d

d

d

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

x x

y y

xy xy

x xz

y yz

M z z z

M z z z

M z z z

Q z z z

Q z z z

σ

σ

τ

τ

τ

−

−

−

−

−

= − − 

= − −



= − − 

= − 

= −


∫

∫

∫

∫

∫

                                   (10) 
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将式(7)~(9)代入式(10)中可得： 

x

yx

y

yx
xy

x

xy

y

x

M
yM

M
y x

Q
w

Q x
w
y

β

β

ββ

β

β

∂ 
 ∂ 
 ∂     ∂       ∂ ∂= +    
∂ ∂     

   
∂   −   ∂

 
∂ − ∂ 

b

s

G

G
                                (11) 

式中 Gb 为弯曲刚度，Gs 为扭转刚度： 

( )( )2
02

2
2

1 0

1 0 d
1

10 0
2

h

h

E z z z
z

µ

µ
µ

µ
−

 
 
 −
 = −

−  
− 

  

∫bG                             (12) 

2
0

2

0
d

0

h

h

G
k z

G−

 
=  

 
∫sG                                     (13) 

式中 k0 为截面校正因子，本文中取 k0 = 5/6。 

设 

[ ]T
mn mn mnA B C=d                                     (14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1 1 1 2 1, , , , ,N M Nf x g y f x g y f x g y f x g y=   � �λ                   (15) 

将式(14)和(15)代入式(7)中可得： 

( )
( )

T

T
0

T
0

w
u z z
v z z

      = − =       −  

0 0

0 0

0 0

d Pd

λ

λ

λ

                           (16) 

则中厚板的动能为： 
T

0 d d
S

T x y= ∫∫ P m P                                      (17) 

式中 0m 为单位面积密度。 

( ) 22
0

2 2

0 0

0 0 d

0 0

h

h

z

z z z

z

ρ
−

 
 

=  
 
 

∫m                                  (18) 

则中厚板的弯曲应变能可以相应地表示为： 

T1 d d
2p s

V x y
 

=  
 

∫∫
0

0
b

s

G
B B

G
                                 (19) 

式中 
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∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂ 
 ∂ ∂

=  
∂ ∂ 

 ∂ 
 ∂
 ∂ 
 ∂ 

0 0

0 0

0

0

0

x

y

B
y x

x

y

λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

                                    (20) 

采用弹簧模型处理边界条件，则三种弹簧组成的弹簧刚度系数矩阵为 

0 0
0 0
0 0

l

xl

yl

k
K

K

 
 =  
  

sK                                     (21) 

其中 kl 为平动弹簧的刚度值，kxl 为 的转动弹簧刚度值，kyl 为 的转动弹簧刚度值。 

功能梯度板的边界弹簧势能表示为： 

T1 d
2s l

V l= ∫ sKλ λ                                       (22) 

于是系统的能量泛函为： 

p sV V T∏ = + −                                        (23) 

对未知系数求极值： 

0

0

0

mn

mn

mn

B

A

C

∂∏
= ∂ 

∂∏ = 
∂ 

∂∏
= 

∂ 

                                         (24) 

求解式(24)并将所得结果整理化简，于是可将振动问题转化为求解特征值的问题： 

( )2ω− = 0K M A                                       (25) 

其中ω 为圆频率。 

4. 数值计算 

4.1. 材料属性 

本节算例中考虑如下几种材料，材料属性如表 2 所示。考虑两种功能梯度材料，分别为 Al/Al2O3和

Al/ZrO2。 

4.2. 收敛性分析 

由前文分析可知，计算过程中存在针对级数的求和，因此计算结果的准确性受到截断项数 M 和 N 的

影响。此外在用弹簧模拟诸如刚性固定等边界时，实际弹簧刚度取值也不可能取无穷大，因此需要对截

xβ yβ
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断项数及弹簧刚度系数的取值进行收敛性分析。 
 
Table 2. Properties of materials 
表 2. 材料属性 

参数 
材料 

Al ZrO2 Al2O3 

弹性模量 E(GPa) 70 200 380 

密度 ρ（kg/m3） 2702 5700 3800 

 

在算例中选取了功能梯度矩形板作为计算模型，如图 2 所示。分别选用四边自由和四边刚性固定的

条件进行收敛性分析。模型参数如下：材料为 Al/Al2O3，长为 a = 1 m，宽为 b = 1 m，厚 h = 0.1 m，材料

梯度指数 k = 1。 
首先分析截断项数 M 和 N 的收敛性，考虑四边自由板，取 kl 和 K 为 0，M 和 N 从 10 取到 15，固有

频率大小随 M 和 N 的变化如表 3 所示。由表 3 可知，当 M = N = 14 时，结构的各阶固有频率不再随着

M 和 N 的增加而变化，此时计算结果已收敛。 
 
Table 3. Natural frequencies of rectangular plate (Hz), F-F-F-F 
表 3. 四边自由(F-F-F-F)边界条件下功能梯度矩形板固有频率随截断项数的变化(Hz) 

阶数 M = N = 10 M = N = 11 M = N = 12 M = N = 13 M = N = 14 M = N = 15 

1 2.95 2.95 2.94 2.94 2.94 2.94 

2 4.39 4.39 4.39 4.39 4.39 4.39 

3 5.41 5.41 5.41 5.41 5.41 5.41 

4 7.43 7.42 7.41 7.41 7.40 7.40 

5 7.43 7.42 7.41 7.41 7.40 7.40 

6 12.91 12.91 12.91 12.91 12.91 12.91 

7 12.91 12.91 12.91 12.91 12.91 12.91 

8 13.03 12.99 12.99 12.97 12.97 12.95 

9 14.16 14.16 14.14 14.14 14.13 14.13 

10 15.83 15.83 15.81 15.81 15.81 15.81 

 

然后将板的四边设置为固支约束，取 M = N = 14，且 K 和 kl 的值从 1012 变化到 1020，以验证 K 和 k
的收敛性，得到的固有频率如表 4 所示。表 4 中数据表明，当弹簧的刚度系数不断增大时，固支功能梯

度矩形板的弯曲自由振动的频率逐渐增大后趋于稳定。当弹簧的刚度系数达到 kl = 1014时结果已经收敛。

故可以取上述数值模拟弹簧刚度系数为无穷大时的取值。 
 
Table 4. Natural frequencies of rectangular plate (Hz), C-C-C-C 
表 4. 四边固支(C-C-C-C)功能梯度矩形板固有频率随弹簧刚度值变化(Hz) 

阶数 K = kl = 1012 K = kl = 1014 K = kl = 1016 K = kl = 1018 K = kl = 1020 

1 7.58 7.60 7.60 7.60 7.63 

2 14.56 14.62 14.62 14.62 14.65 

3 14.56 14.62 14.62 14.62 14.67 
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Continued 

4 20.47 20.58 20.59 20.58 20.65 

5 24.16 24.32 24.32 24.32 24.33 

6 24.39 24.54 24.54 24.54 24.58 

7 29.29 29.50 29.50 29.50 29.60 

8 29.29 29.50 29.50 29.50 29.60 

9 35.80 36.12 36.12 36.12 36.17 

10 35.80 36.12 36.12 36.13 36.24 

4.3. 准确性验证 

本小节计算不同边界条件下，不同厚度的功能梯度矩形板的无量纲频率，将无量纲频率与已有的文

献结果对比，验证本方法在求解功能梯度板的振动的准确性。 
选用边长为 a = 1 m，b = 1 m，厚度分别为 h = 0.05、0.1、0.2 m 的功能梯度矩形板，材料为 Al/Al2O3。

计算简支功能梯度矩形板的无量纲频率 2
m ma E hγ ω ρ= ，与文献[15]进行比对，如表 5 所示。 

 
Table 5. Natural frequency parameters of rectangular plate, (S-S-S-S, Al/Al2O3, a/b = 1) 
表 5. 四边简支(S-S-S-S)功能梯度矩形板无量纲固有频率(材料 Al/Al2O3, a/b = 1) 

厚度 
材料的梯度指数 k 

0 0.5 1 4 10 

0.05 本文 0.0145 0.0124 0.0112 0.0097 0.0093 

 文献[15] 0.0146 0.0124 0.0112 0.0097 0.0093 

0.10 本文 0.0558 0.0475 0.0429 0.0370 0.0353 

 文献[15] 0.0567 0.0482 0.0435 0.0376 0.0359 

0.20 本文 0.1992 0.1705 0.1542 0.1317 0.1246 

 文献[15] 0.2055 0.1757 0.1587 0.1356 0.1284 

 

更换材料为 Al/ZrO2，计算无量纲频率 2
m ma E hγ ω ρ= ，与文献[16]进行比对。如表 6 所示： 

 

Table 6. Natural frequency parameters of rectangular plate ( 2
m ma E hγ ω ρ= , S-S-S-S, h = 0.1, a/b = 1) 

表 6. 简支边界下功能梯度矩形板无量纲固有频率( 2
m ma E hγ ω ρ= ，S-S-S-S，h = 0.1，a/b = 1) 

材料 
材料的梯度指数 k 

0 0.5 1 2 5 8 10 

Al/ZrO2 
本文 5.5801 5.2672 5.1491 5.1328 5.2240 5.2232 5.2044 

文献[16] 5.7693 5.3176 5.2532 5.3084 5.294 5.2312 5.1893 

 

表 5、表 6 中结果表明，对各种材料、厚度的功能梯度板，本文的计算结果与文献均吻合很好，说

明了本方法的准确性。 

4.4. 功能梯度三角形板的弯曲自由振动特性分析 

本节对功能梯度三角形板进行弯曲自由振动特性分析，板为边长分别为 2 ma = ， 2 mb = ，c = 2 
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m 的等腰直角三角形，h = 0.1 m，材料为 Al/Al2O3，计算其简支边界条件下的固有频率，换算为无量纲

频率 2
m ma E hγ ω ρ= ，如表 7。 

 
Table 7. First six natural frequency parameters of triangular plate under different gradient index 
表 7. 不同梯度指数下功能梯度三角形板前六阶无量纲固有频率 

阶数 
材料的梯度指数 k 

0 0.5 1 4 10 

1 6.99 5.94 5.36 4.63 4.42 

2 13.49 11.51 10.39 8.93 8.48 

3 17.21 14.69 13.28 11.38 10.79 

4 22.25 19.03 17.21 14.70 13.91 

5 25.71 22.02 19.91 16.99 16.04 

6 31.25 26.81 24.25 20.63 19.44 

4.5. 功能梯度圆形板的弯曲自由振动分析 

对功能梯度圆形板进行弯曲自由振动的特性分析，圆板的几何参数为半径 R = 1 m，h = 0.1 m，材料

为 Al/Al2O3，计算简支边界条件下的固有频率，换算为无量纲频率，如表 8，从表中可见随着梯度指数增

大，相同阶的固有频率逐渐降低。 
 
Table 8. First six natural frequency parameters of circle plate under different gradient index 
表 8. 不同梯度指数下功能梯度圆形板前六阶无量纲固有频率 

阶数 
材料的梯度指数 k 

0 0.5 1 4 10 

1 2.76 2.38 2.17 1.84 1.72 

2 5.25 4.54 4.13 3.50 3.27 

3 5.25 4.93 4.48 3.81 3.57 

4 5.73 6.15 5.55 4.79 4.57 

5 7.34 6.34 5.79 4.89 4.54 

6 9.30 7.97 7.21 6.17 5.84 

4.6. 梯度指数 k 对功能梯度板的固有频率影响分析 

本节讨论功能梯度指数、边界条件和板厚等对固有频率的影响。 
首先讨论梯度指数对频率的影响与不同的边界条件的关系。选用边长 a = 1，b = 1，厚度 h = 0.1 的

功能梯度板，材料为 Al/Al2O3，边界分别为四边固支、四边简支、一边固支三边自由。求无量纲频率，

作图 3。 
从图 3 可以看出，随着梯度指数增大，首阶固有频率逐渐降低，但是降低的程度随梯度指数增大趋

于平缓，且从不同边界条件的三条曲线可见，梯度指数相同时，四周固支板固有频率最高，一边固支板

固有频率最低。 
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Figure 3. Curves of the first-order dimensionless natural frequency 
of rectangular FGM plate with gradient index under different 
boundary conditions 
图 3. 不同边界条件下功能梯度矩形板首阶无量纲固有频

率随梯度指数变化的曲线 
 

以下为四边简支功能梯度板为例，讨论梯度指数对无量纲频率的影响以及与固有频率阶数的关系。

几何和材料参数和上一算例相同。图 4 为前三阶固有频率随梯度指数变化的曲线。 
 

 
Figure 4. Curves of the first three-order dimensionless natural 
frequency of rectangular FGM plate, S-S-S-S 
图 4. 功能梯度矩形板前三阶无量纲固有频率随梯度指数

变化的曲线，S-S-S-S 
 

从图 4 中看出，功能梯度板的前三阶固有频率随梯度指数的变化趋势基本相同，随梯度指数增大，

固有频率逐渐降低，这是由于梯度指数增大，板的等效刚度逐渐降低。同时也可以得出功能梯度指数对

板的低阶固有频率的影响与阶数基本无关。 
以下讨论梯度指数对频率的影响与板的厚度的关系。选用边长 a = 1 m，b = 1 m，厚度分别为 h = 0.05 

m、0.1 m、0.2 m 的简支功能梯度板，材料为 Al/Al2O3，得到图 5 在不同板厚下的无量纲频率随梯度指数

变化的曲线。 
从图 5 中可以看出，对于不同厚度的功能梯度板，材料梯度指数的变化对其自由振动首阶频率的影 
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Figure 5. Curves of the first-order dimensionless natural fre-
quency of rectangular FGM plate with gradient index under 
different thicknesses 
图 5. 不同板厚下功能梯度矩形板首阶无量纲固有频率随

梯度指数变化的曲线 
 
响大致相同。板厚越大，首阶固有频率越高。 

5. 结论 

本文基于改进的 Rayleigh-Ritz 法研究了任意形状功能梯度板的振动。引入改进的傅里叶级数作为结

构的位移容许函数，基于一阶剪切理论，计算结构的应变能和动能，利用弹簧模拟边界条件的方法对任

意形状边界上的支撑条件进行处理，通过求取系统控制方程的特征值，计算得到结构的固有频率。通过

算例对比验证了方法的准确性，然后计算了三角形和圆形功能梯度板的固有频率，讨论了梯度指数、边

界条件等对固有频率的影响。 
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