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摘  要 

工程环境中，振动大多是有害的。为更好地抑制振动，本文将X型结构框架与调谐惯容减振器相结合，

提出一种新型调谐惯容X型减振器。基于拉格朗日方程建立单自由度线性振子耦合调谐惯容X型减振器系

统的动力学方程。应用谐波平衡法结合伪弧长延伸法求得系统化的幅频响应曲线，并由龙格库塔方法进

行了数值验证。通过与传统X型结构减振器对比展示了调谐惯容X型减振器的减振性能。而后讨论了调谐惯

容X型减振器的参数对其减振性能的影响。研究结果表明，新型调谐惯容X型减振器有着优异的减振性能。

本文的研究可以进一步促进X型结构和惯容器的工程实际应用。 
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Abstract 
In engineering environments, vibration is mostly harmful. For better vibration suppression, a new 
tuned inerter X-shaped vibration damper is designed, which consists of an X-shaped structural 
frame and a tuned inerter damper. Based on the Lagrange equations, the dynamical equations of a 
single-degree-of-freedom linear oscillator coupled with a tuned inertial X-shape damper are es-
tablished. The amplitude-frequency response curves of the system are obtained by the harmonic 
balance method combined with the pseudo arc-length extension method. And the results are veri-
fied numerically by the Runge Kutta method. The vibration reduction performance of the tuned 
inerter X-shaped vibration damper is demonstrated by comparing it with a traditional X-shaped 
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structural vibration damper. And then the effects of the parameters of the tuned inerter X-shaped 
vibration damper on its vibration reduction performance are discussed. The results show the 
tuned inerter X-shaped vibration damper has excellent vibration reduction performance. The re-
search in this paper can further promote the engineering applications of X-shaped structure and 
inerter. 
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1. 引言 

工程领域中的振动[1]通常都是有害的[2] [3] [4]，因此，需要考虑设计减振结构来抑制振动。调谐质

量减振器[5]利用弹簧，阻尼和集中质量吸收振动能量，具有简单和高可靠性的特点，是一种经典的被动

减振器。 
近年来研究人员对仿生结构[6]进行了大量研究。其中受到鸵鸟腿部结构启发，简化得到的 X 型仿生

结构具有良好的低频减振性能[7]。Feng 等[8]模拟人体行走肢体摆动提出了带有旋转单元和 X 型结构的

隔振器，并研究了其抗振性能。Wei 等[9]将能量采集系统与杠杆系统和 X 型支撑结构相结合，该结构具

有可调的刚度和独特的非线性阻尼特性，有利于提高能量采集效率。该系统可以通过匹配激励频率和覆

盖更宽的频段来调整和提高能量收集效率。常见的 X 型结构隔振系统的承载能力相对固定，如果出现超

载，系统容易发生故障[10]。 
2002 年，Smith [11]设计了惯容器。惯容器具有两个的连接端点，作用在端点上的力与两端点间的相

对加速度成正比。惯容器与质量相似的是，在系统中都作为惯性元件提供惯性，不同之处在于质量元件

只能提供自身质量等值的惯性，而惯容器可以凭借机械结构，可以提供自身质量几十甚至上百倍的惯性，

且是可调节的。Chen 等[12]介绍了剑桥大学工程系所制造的滚珠丝杠型惯容器已被应用于一级方程式赛

车领域，其质量约为 1 千克，却能提供相当于 60 至 240 千克的惯性。基于传统的调谐质量阻尼器，惯容

器为设计新型的，具有更高性能的减振器提供了思路。Lazar [13]和 Gonzalez-Buelga [14]将传统调谐质量

减振器的质量块替换成惯容器，提出了调谐惯容减振器。Zhang [15]和 Pan [16]提出并研究了用于带有平

行布局的粘性惯性的减振器。惯容器运用调谐系统隔振已非常广泛。 
本文在 X 型结构框架的基础上，通过引入横向的调谐惯容阻尼器吸收系统振动能量。通过与传统 X

型结构进行对比，研究了新型组合减振器的减振性能，促进了 X 型结构与惯容器的工程实际应用。 

2. 力学模型 

系统的力学模型如图 1 所示。主结构等效为质量为 m1，线性弹簧刚度为 k1，阻尼为 c1的单自由度线

性振子。调谐惯容减振器主要由线性弹簧 k2，线性阻尼 c2和惯容器 m2组成。X 型结构由杆长为 2l 的长

杆铰接而成，忽略铰接处的摩擦力，长杆初始装配角度为 θ，含有四边形结构层的层数为 n。系统外激励

为基础位移谐波激励， ( )cosex A tω= ，其中，A 和 ω分别为位移激励的幅值和频率。x1和 x2分别为主系

统结构和调谐惯容减振器的惯容器的位移。 
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Figure 1. Mechanical model 
图 1. 力学模型 

 
X 型结构初始状态为静力平衡状态，σ 为连杆静平衡初始安装角度。在建模过程中，采用两个附加

约束坐标 x 和φ 作为中间坐标，y 为连接关节 A 的水平位移，φ 为连杆的旋转角度。当 x1和 x2位移确定

时，x 和φ 可通过几何关系得出，根据连接接头 A 的水平和竖直位移可得出以下关系： 

( ) ( )cos cos , sin sinl x l l h lθ σ φ θ σ φ+ = − − = −                         (1) 

其中 ( )1 2eh x x n= − 。y 和φ 可表示为： 

( )
( )

22

22

sinsin cos , arctan
sin

l hy l l h l
l l h

θθ θ φ θ
θ

 + = − + − = −   − + 

                (2) 

旋转角度受限制，其范围： 90θ φ θ− < < 。 
由图 1 中几何位移关系，X 型结构两端连接接头位移分别为 y 与−y，可得 2 nx x y= + ， 2nx x y= − 。

弹簧与阻尼位移为 2y − x2。 
该系统的动能为： 

2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

T m x m x= +                                    (3) 

该系统的势能为： 

( ) ( )2 2
1 1 2 2

1 1 2
2 2eV k x x k y x= − + −                             (4) 

该系统忽略 X 型结构连接接头处的摩擦，得到非保守力做的功为： 

( ) ( ) ( )2
1 1 1 2 2 2

1

d 2
, 2

de

y x
Q c x x Q c y x

x
−

= − − = − −                          (5) 

将系统能量方程(3)、(4)、(5)带入拉格朗日方程可以得到： 

( ) ( )
2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
d d d4 2 4 0
d d de e

y y ym x k x x c x x k y k x c u
u u u

 + − + − + − + = 
 

                  (6) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 0m x y k x y c x y+ + − + − =                             (7) 

其中 1 eu x x= − 是相对位移。 

用泰勒级数将方程(6)、(7)中的 y 项与
d4
d

yy
u
，

d
d

y
u
和

2d4
d

y
u

 
 
 

项分别展开，动力学方程可以写成： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1
2 3

0 1 2 3

2 3 2
0 1 2 3 2

2

2 2 2 1 02 0

e e q q u q u q u

g g u g u g u c p u p

m x k x

u p

x c x x k

k x u u u

+ − + − +

−

+ +

+

+

+ + + =+ +

  

  

                 (8) 
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( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 1 2 3

2 2
2 2 1 2 3 2 2 1 2 3

2 3 2

2 2 2 3 0

m x w u w u uu w uu u u

k x u w w u w u c x u w w u w u

 + + + + + 
   + − + + + − + + =   

     

 

               (9) 

泰勒展开项分别为： 
2 2 3

1 2 3 0 12 3 4 2 4 6 2

4 2 2

2 3 0 12 3 3 4 7 2 3 4

2 3

2 1 2 32 4 6 2

tan 3 sin 1 5 4cos tan sec, , , , ,
4 8 2cos cos 4

3 tan sec 4cos 5 tan sin, , , ,
16 32 cos cos
1 4 3cos tan sec tan, , ,
4 2cos 8

q q q g g
nn n l l n n l

g g p p
l n l n n n l

p w w w
nl n n l

θ θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ
θ

−
= = = = = −

⋅ −
= = = =

−
= = − = = 3 2 416 cosn l

θ
θ











            (10) 

由方程(8)、(9)可知，虽然系统的弹簧和阻尼都是线性的，但等效刚度和阻尼特性却是非线性，非线

性刚度可以通过结构参数来实现，非线性阻尼项是一个关于相对位移的函数，也由结构参数决定。 
动力学方程写成无量纲形式可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1

2 1 1

cos sin 2

sin 0

u u f u f Q u G

u f P

γτ ζ γ γτ β τ β τ

ζ γ γτ τ

+ − + + + −  
+ + =  

 



                 (11) 

( ) ( )2 2 2 22 2 0u u W u Wβµ τ ζ µ τ + − + − =    


                         (12) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3 3

1 1 1 1
1 0

2 3

1 1 1 1
0 1

cos , cos

cos , cos

i i
i i

i i

i i
i i

i i

Q q u f G g u f

P p u f W w u f

τ γτ τ γτ

τ γτ τ γτ

= =

= =

 = − = −

 = − = −


∑ ∑

∑ ∑
                 (13) 

无量纲参数分别为： 

1 2 2 1
0 1 2 2

0 1 0 1 0 21 0

, , , , , ,
c c k mAf t

l m m mm
ωγ τ ω ζ ζ β µ
ω ω ω ω

= = = = = = =                 (14) 

其中 ω0为无阻尼时主结构的固有频率。ζ1是主结构阻尼的阻尼比。ζ2是调谐惯容减振器的阻尼与主结构

的临界阻尼的阻尼比。β表示调谐惯容减振器的线性弹性参数与主结构的线性弹性参数之比。μ是主系统

的质量与参数惯容器惯性参数之比。此时无量纲动力学方程泰勒展开项系数分别为： 
2 2 3

1 2 3 0 12 3 4 4 6 2

4 2 2

2 3 0 13 4 7 2 3 4

2 3

2 1 2 34 6 2 3 4

tan 3 sin 1 5 4cos tan sec, , , , ,
4 8 2cos cos 4

3 tan sec 4cos 5 tan sin, , , ,
16 32 cos cos
1 4 3cos tan sec tan, , ,
4 2cos 8 16 cos

q q q g g
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g g p p
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θ θ
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θ θ
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θ θ

 −
= = = = = −

⋅ −
= = = =

−
= = − = =










            (15) 

3. 稳态幅频响应 

3.1. 谐波平衡法求解 

应用谐波平衡方法求解系统的幅频响应。假设主结构位移 x1和惯容器位移 x2的解的形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 , ,
1 1
cos sin

n n

p p p i p i
i i

x t a t i t a t i t b tω ω
= =

= + +∑ ∑                     (16) 
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式中，i 为谐波阶数， 1,2, ,i n=  。ap,i和 bp,i (p = 1, 2)为对应谐波项的待定系数。 
考虑到系统响应为对称性运动，因此可以确定 1,0 2,0 0a a= = 。这里给出一阶谐波推导过程。令 i = 1，

ap,i和 bp,i (p = 1, 2)定义为常数，无量纲谐波系数方程则为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1,1 1,1 1,1 1

2 2 2 2 1 2

,1cos sin

2 sin

cos sin os

0

ca t b t a t b t f

u

t

Q G u f P

γ

β τ β τ ζ γ

γ γ γ γ γ

γτ τ

γ− −

+ − + + = 

+



+ −



               (17) 

( ) ( )2 2 2 22 2 0u u W u Wβµ τ ζ µ τ + − + − =    


                          (18) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( )
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i
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i

i
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i

i
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i

Q q a b f

G g a b f
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τ γτ γτ γτ

τ γτ γτ γτ
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τ γτ γτ γτ

=

=

=

=

  = + −  
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  = + − 

  = + − 

∑

∑

∑

∑

                    (19) 

给定系统参数，由伪弧长连续算法求解式(17)和式(18)组成的代数方程组，得到系统的稳态幅频响应

曲线。当 ap,i和 bp,i (p = 1, 2)定义为时间变量时，整理谐波系数方程可以得到常微分方程组。经线性稳定

性判断方法可以判断解的稳定性。主结构的位移响应 x1和惯容器位移响应 x2的幅值为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 21,1 1,1 2,1 2,1cos sin , cos sinx xA RMS a b A RMS a bγτ γτ γτ γτ   = + = +               (20) 

3.2. 数值验证 

设定系统仿真参数如表 1 所示。由谐波平衡解析法和 Runge-Kutta 数值法得到的系统幅频响应曲线如

图 2 所示。显然，两种结果有很高的吻合度，验证了求解方法的正确性。此外，曲线呈现出向右弯曲的

硬化特性，且数值结果正反向扫频的对比显示了非线性跳跃现象。 
 

Table 1. Calculation of simulation parameters 
表 1. 仿真计算参数 

名称 符号 值 

主结构固有频率 ω0 44.7 rad/s 

主结构阻尼比 ζ1 0.0224 

调谐惯容减振器与主结构阻尼比 ζ2 0.0045 

调谐惯容减振器与主结构刚度比 β 0.15 

调谐惯容减振器与主结构惯性比 μ 0.25 

X 型结构四边形层数 n 2 

X 型结构初始装配角 θ π/3 

激励幅值 f 0.0167 

4. 减振效果分析 

未控系统(Uncontrolled)主结构幅频响应的最大幅值记为 Au，带有调谐惯容 X 型减振器系统主结构的
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幅频响应的最大幅值记为 An，那么，系统的最大响应幅值减少百分比 RA为： 

u n
A

u

100%
A A

R
A
−

=                                   (21) 

 

 
Figure 2. Comparison of analytical and numerical solutions 
图 2. 解析解与数值解对比 

 
Table 2. Calculation of simulation parameters 
表 2. 仿真计算参数 

名称 符号 值 

调谐惯容减振器与主结构阻尼比 ζ2 0.0045 

调谐惯容减振器与主结构刚度比 β 0.15 

调谐惯容减振器与主结构惯性比 μ 0.25 

 

 
Figure 3. Comparison of vibration suppression effect at f = 0.0167 
图 3. 激励幅值 f = 0.0167 时减振性能比较 

 
两种减振器的 X 型框架均采用表 1 的参数，改变的其他参数由表 2 列出，与传统 X 型结构进行数值

计算仿真比较分析。在外加激励幅值 f = 0.0167 时，两种减振器的减振性能分别如图 3 所示。传统 X 型

结构对系统振动幅值的减振百分比为 22.91%。而组合减振器对振动幅值的减振百分比为 91.05%，减振效

果非常明显。由此可得，在相同的条件下，组合减振器比传统 X 型结构对系统振动幅值有着更加优秀的

减振性能。此外，在激励幅值 f = 0.0167 情况下，传统 X 型结构的幅频响应曲线出现了跳跃的非线性现

象。而引入了惯容调谐减振器的组合减振器十分稳定，说明组合减振器的稳定性更强。 
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5. 减振器参数分析 

5.1. 刚度的影响 

基于表 1 和表 2 系统参数值，减振器的刚度变化对系统的幅频响应影响如图 4 中所示。随着刚度的

增大，第一、二阶固有频率都有增大的趋势，第一阶峰有向右上方移动的趋势，而第二阶峰有向右下方

移动的趋势。刚度对第一阶共振峰频率影响较小，对第二阶共振峰频率较大。刚度变化对反共振峰的频

率和幅值影响较大。反共振峰随着减振器刚度的增大有向右下方移动的趋势，且反共振频带区间变宽。

研究结果表明随着线性刚度的增大，减振器引起的反共振效果越好。调节刚度参数，可以控制反共振点

的频率值，使可调反共振频带具有很好的对称性，振动系统总体振幅响应最小，而增大刚度参数可使系

统的固有频率增大。 
 

 
Figure 4. Vibration suppression effect with stiffness variation 
图 4. 随刚度变化的减振效果 

5.2. 阻尼的影响 

减振器的阻尼变化对系统的幅频响应影响如图 5 所示。阻尼参数对第一共振峰频率影响较小，对第

二共振峰频率影响较大。当阻尼参数增大时，第一阶共振频率略微增大，而第二阶共振频率减小，两频

率逐渐靠近。在阻尼值小于 0.15 时，随着阻尼增大，两个共振峰都有减小的趋势，而吸振引起的反共振

峰则逐渐变高。特别当阻尼取值足够小时，系统第二阶共振峰存在向右偏的硬化非线性特性，可以证明

随着阻尼增大，系统的非线性现象会逐渐消失。阻尼值大于 0.15 后，此时两频率已足够靠近，发生重频

现象(重频可视为两频率靠近的极限情况)，系统不再出现反共振现象，此时增大阻尼反而使得系统最大振

幅增大。在共振区外的高频段范围，随着阻尼增大，系统幅值响应未出现明显变化。因此，适当的阻尼

可以避免系统的非线性现象，使系统共振峰降低，但增大阻尼可能会使反共振峰升高甚至消失，但并不

影响减振器对系统高频段范围的减振性能。 
 

 
Figure 5. Vibration suppression effect with variation of damping 
图 5. 随阻尼变化的减振效果 
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5.3. 惯性的影响 

减振器的惯性变化对系统的幅频响应影响如图 6 所示。可以发现随着减振器惯容器与主系统惯性比

值的增大，系统的一、二阶固有频率都减小，第一阶峰有向左下移动的趋势，第二阶峰有向左上移动的

趋势。惯性比对第一阶共振峰频率影响较大，第二阶共振峰频率影响较小。惯性比对反共振峰频率影响

较大，研究结果表明对于特定刚度的系统，调节惯性比参数，可以控制反共振点的频率值，使可调反共

振频带具有很好的对称性，振动系统总体振幅响应最小，而增大惯性比参数可使系统的固有频率减小。

可见对于不同固有频率的振动系统，可以通过调节惯性比的方式，调节反共振峰位置，使对系统最大振

幅的减振达到最优。 
 

 
Figure 6. Vibration suppression effect with variation of inertia ratio 
图 6. 随惯性比变化的减振效果 

5.4. X 型结构四边形层数的影响 

减振器的四边形层数变化对系统的幅频响应影响如图 7 所示。随着四边形层数的增加，系统的第一阶

峰有向右上移动的趋势，第二阶峰有向左上移动的趋势，两个共振峰逐渐靠近，系统的反共振峰逐渐变窄，

且有上升逐渐消失的趋势。在层数取到 5 层时，反共振峰消失。由此可见越少的层数能提供振幅更低，

频带更宽的反共振频带区间，综合考虑对系统幅值的减振性能以及稳定性，X 型结构层数不宜取太多。 
 

 
Figure 7. Vibration suppression effect with the number of quadrilateral layers 
图 7. 随四边形层数变化的减振效果 

5.5. 初始装载角的影响 

减振器的装载角变化对系统的幅频响应影响如图 8 所示。随着装载角度的增大，系统的共振峰呈现

下降的趋势。特别当装载角小于 π/4 时，系统的反共振峰已不明显，系统在装载角 π/8 时反共振峰完全消
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失。当装载角大于 π/4 时，一阶共振峰向左移动，二阶共振峰向右移动，反共振峰变宽振幅变小，系统

反共振频带变宽。因此，为了保证系统的吸振性能，X 型框架的安装角度应大于 π/8。较大的装载角度能

提供频带更宽的反共振频带范围。 
 

 
Figure 8. Vibration suppression effect with loading angle 
图 8. 随装载角变化的减振效果 

6. 总结 

本文将调谐惯容减振器引入 X 型结构框架，提出了调谐惯容 X 型减振器。调谐惯容 X 型减振器可以

将线性刚度转化为非线性刚度，且不需要加入非线性元件。利用拉格朗日方程建立了系统的动力学方程。

采用了谐波平衡法结合伪弧长延伸法求解系统动力学方程，得到了系统的幅频响应曲线。探究了调谐惯

容 X 型减振器的减振性能，并讨论了参数对其减振性能的影响。 
与传统X 型结构减振器不同，调谐惯容X型减振器可以在原系统的固有频率附近形成一个反共振峰，

实现更优异的减振效果。调谐惯容 X 型减振器的刚度、阻尼、惯性、四边形层数和装载角的变化都会引

起系统两阶共振峰值的变化。然而，当其中的四个参数固定时，另一个参数存在一个最优值，使得系统

的两阶共振峰值相等，达到最优减振效果。 
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