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摘  要 

本文针对新能源飞机复合材料层合板结构在耦合附加集中质量下的刚柔耦合振动问题开展研究。在薄板

假设基础上，推导耦合附加集中质量的复合材料层合板的动力学控制方程。通过对比有无耦合附加集中

质量的复合材料层合板的固有频率和模态振型，分析了附加集中质量对复合材料层合板振动特性的影响。

结果表明，附加集中质量显著改变了复合材料层合板的部分振动特性。本研究为新能源飞机的复合材料

层合板结构设计提供理论支撑。 
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Abstract 
The rigid-flexible coupled vibration problem of new energy aircraft composite composited plate 
structure under coupled additional concentrated mass is studied. Based on the thin plate hypothe-
sis, the dynamic governing equation of coupled additional concentrated mass composite laminated 
plate (CLPCM) is derived. By comparing the natural frequencies and mode shapes of the composite 
laminated plates with or without coupled additional concentrated mass, the influence of additional 
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concentrated mass on the vibration characteristics of the composite laminated plate is analyzed. 
The results show that the addition of concentrated mass significantly changes the partial vibration 
characteristics of composite laminated plates. This study provides theoretical support for the de-
sign of composite laminate structures for new energy aircraft. 
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1. 引言 

随着复合材料在航空航天、船舶、汽车等各个领域的广泛应用，针对复合材料的振动特性的研究也

越来越多。在新能源飞机上，特别是在操作舱室、仪表盘等电子设备都安装在复合材料板上。这种安装

形式会对整体复合材料板结构的动力学特性产生较大影响，在执行飞行任务过程中可能出现不可预测的

振动情况。因此，为了保证电子设备的精度，确保飞行安全，深入研究耦合附加集中质量的复合材料层

合板这种具有刚柔耦合特性结构的振动特性至关重要。 
板状结构在工程中应用广泛，是汽车、高铁、船舶、飞机等车辆结构的重要组成部分。许多专家学

者对复合材料板的振动特性进行了研究。研究对象包括矩形板[1] [2]、三角形板[3]和圆形板[4] [5]等。Zhai
等人[6]研究了层压复合结构的振动性能，探讨了不同边界条件下，板结构的长宽比、宽厚比、弹性模量

比及铺层角度等参数与振动频率的关系。毛启智等人[7]通过一种新的改进切比雪夫级数展开，建立了含

裂纹旋转板自由振动分析的半解析模型。徐卓等人[8]提出了考虑磁场强度对复合材料影响的磁流变弹性

网格复合夹层板非线性振动响应模型。 
在实际工程应用中，设备或电子元件通常安装在复合材料板上。此时，可以认为是复合材料板与附

加集中质量的耦合。Kopmaz 等人[9]利用离散化分析研究了改变附加均匀分布质量的密度、面积和分布

位置对矩形板基频的影响。王一波等人[10]研究了不同材料参数、不同工况和动量轮角速度对耦合动量轮

空间结构颤振的影响。胡玉东等人[11]研究了刚体旋转与柔性梁的耦合效应，并结合压电控制刚柔耦合多

体系统的小角度机动。 
本文研究了耦合附加集中质量的复合材料层合板(Composite laminated plate with coupling concentrated 

mass, CLPCM)的振动特性。给出了 CLPCM 的简化力学模型，结合 Kirchhoff 薄板假设推导出耦合附加集

中质量的复合材料层合板的振动微分方程，使用 Rayleigh 法对其进行求解，并通过有限元方法进行验证。

讨论了附加集中质量对 CLPCM 的影响。所得结论对实际工程应用具有一定的指导意义。 

2. CLPCM 的力学模型 

2.1. 模型描述 

耦合附加集中质量复合材料层合板(CLPCM)的几何模型如图 1 所示。a 为复合材料层合在 x 轴方向

上的长度，y 轴方向上的宽度为 b，厚度用 h 定义。复合材料层合板的分层设计为[0/90]8S。笛卡尔坐标系

(O-x-y-z)位于复合材料层合板的中性表面。u、v 为复合材料层合板在 x、y 方向上任意点的位移，w 为横
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向位移。P0 为复合板的中心点，附加集中质量耦合在 P0 点。 
 

 
Figure 1. Mechanical model and coordinates of the CLPCM 
图 1. CLPCM 的力学模型和坐标 

2.2. CLPCM 的理论分析 

2.2.1. 应变能 
CLPCM 的本构方程如下 
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式中 σ1、σ2 分别为 x、y 轴方向的法向应力。τ12 表示剪应力。 
CLPCM 的刚度矩阵项定义为 Qij (i, j = 1, 2, 6) 
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式中 E1 和 E2 分别为 CLPCM 在纤维方向和垂直纤维方向的杨氏模量。μ12 和 μ21 为对应的泊松比，剪切模

量用 G12 表示。 
将各层的本构方程转换为坐标系(O-x-y-z)中的本构方程。第 k 层板坐标下的应力应变关系为 
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其中 Г为坐标变换矩阵，可以表示为 
2 2
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式中，θ表示光纤方向与坐标轴的夹角。基于 Kirchhoff 薄板理论，纤维增强复合材料薄板的中平面位移

场可表示为[12] 
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其中，u0、v0、w0 分别表示中性面在复合板的 x、y、z 方向上的位移。时间用 t 表示。zh 表示复合材料层

合板任意点到中性面之间的距离。 
复合材料层合板中任意点的位移–应变关系为[13] 
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式中，εx、εy 分别表示沿 x、y 方向的法向应变， xyγ 表示 O-x-y 平面内的剪切应力。 
CLPCM 中性面弯曲的挠度和扭转率可表示为 
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任意点的应变可表示为 

, ,x h x y h xy h xyz z zε κ ε κ γ κ= − = − = −                                (9) 

CLPCM 的应变能可简化为 
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式中 Dij 为抗弯刚度系数，可定义为 
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2.2.2. 弹性边界势能 
如图 2 所示，复合材料层合板的弹性支撑边界由平行于 z 方向的平移弹簧 kw 和绕 z 轴(旋转方向)的
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旋转弹簧 kwθ组成。通过选取合适的刚度值，可以模拟四边固定支承的边界条件。因此，复合材料层合板

的弹性边界势能为 
2 2
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Figure 2. The elastic boundary of the CLPCM 
图 2. CLPCM 的弹性边界 

2.2.3. 动能 
CLPCM 的动能表达式为 
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附加集中质量的动能表达式为 
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2.3. 求解过程 

假设位移 ( ) ( )0 , , , ei tw x y t W ωξ η= ，其中 ξ和 η分别为 x 和 y 方向的无量纲长度 
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将式(15)代入式中(10)、(12)~(14)，应变能定义如下 
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弹簧的边界势能定义为 
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复合材料层合板的动能为 
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单点连接的附加集中质量的动能如下 
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其中 ω为复合材料层合板的固有圆频率。 
根据瑞利–里兹法，弹性边界复合材料层合板的能量定义表达式为 

( )* * * *
max max max max

m EL T T U U= + − +                              (20) 

通过对能量函数 L 求极值，可以表示为 
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其中 aij 为待定多项式系数。 
得到了层合板自由振动的特征方程 

( )( )2 0E mω+ − + =K K M M X                             (22) 

其中，K、KE 分别为刚度矩阵、弹性边界弹簧刚度矩阵。M 和 Mm 是质量矩阵和附加集中质量的质量矩 
阵。 ( )11 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , ,k k k k k k k k k

N N M M MNa a a a a a a a a=X 是里兹向量。ω为耦合附加集中质量所对应的无量纲频率参 

数。 

3. 收敛性分析 

复合材料层合板的材料选择碳纤维树脂基 T700，单层厚度为 0.0001 m，铺层方向为 0˚和 90˚交替对

称铺设，共铺设 32 层；附加集中质量看作刚体。耦合附加集中质量复合材料层合板(CLPCM)的具体参数

如表 1 所示。 
在数学上，特征多项式中截断项数的选择对模型的收敛性和计算的准确性有着重要的影响。为了验

证所提方法的正确性，表 2 给出了基于理论计算和有限元仿真的四边固支耦合附加集中质量复合材料层

合板(CLPCM)的前 10 阶固有频率，并计算了两种方法的误差，最大误差为 0.151%。结果表明：随着 M
和 N 的增大，CLPCM 的固有频率逐渐收敛，理论计算结果与有限元计算结果一致；但在实际应用中，工

程技术人员应综合考虑计算的可靠性和经济性。因此后续计算关于 M 和 N 的数值设置为 6，误差中的理

论计算选取 M = N = 6 对应的固有频率。表 3 显示出理论分析和有限元分析所得的前 10 阶模态振型。可

以看出，两种方法得到的模态振型是一致的。 
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Table 1. CLPCM geometry and material parameters (20˚C) 
表 1. CLPCM 几何及材料参数(20℃) 

参数 符号 数值  单位 

厚度 h 0.0032  m 

长度 a 0.5  m 

宽度 b 0.5  m 

密度 ρ 1512  Kg/m3 

泊松比 μ12 0.32  - 

纤维方向杨氏模量 E11 149.47  GPa 

垂直纤维方向杨氏模量 E12 8.02  GPa 

剪切模量 G12 12.27  GPa 

纤维方向热膨胀系数 α1 0.189  ppm/℃ 

垂直纤维方向热膨胀系数 α2 26.829  ppm/℃ 

附加集中质量 me 0.946  Kg 
 
Table 2. Frequency comparison of CLPCM with fixed support (me = 0) 
表 2. 固定支承 CLPCM 的频率对比(me = 0) 

阶次 
理论计算(Hz) 

有限元 误差(%) 
M = N = 5 M = N = 6 M = N = 7 M = N = 8 

1 141.375 141.375 141.375 141.375 141.39 0.011 

2 282.568 282.496 282.496 282.496 282.85 0.125 

3 299.848 299.769 299.768 299.768 300.13 0.120 

4 404.704 404.593 404.593 404.593 405.16 0.140 

5 517.408 517.408 516.551 516.551 518.01 0.116 

6 557.576 557.576 556.631 556.631 558.08 0.090 

7 611.252 611.205 610.507 610.507 612.13 0.151 

8 637.704 637.661 636.865 636.864 638.54 0.138 

9 807.131 807.131 805.997 805.997 807.97 0.104 

10 921.773 839.842 839.842 834.955 839.22 0.074 
 
Table 3. Modal shapes of composite plates (me = 0) 
表 3. 复合材料板的模态振型(me = 0) 

模态 理论 有限元 

1 

  

频率 141.375 141.39 
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续表 

2 

  
频率 282.496 282.85 

3 

  
频率 299.769 300.13 

4 

  
频率 404.593 405.16 

5 

  
频率 517.408 518.01 

6 

  
频率 557.576 558.08 

7 

  
频率 611.205 612.13 

8 

  
频率 637.661 638.54 

9 

  
频率 807.131 807.97 

10 

  
频率 839.842 839.22 
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为了模拟经典边界，表 4 给出了不同弹性边界对应的弹簧刚度值。表 5 给出了典型边界和弹性边界

复合材料板的固有频率。得到经典边界与弹性边界的最大误差为 0.897%。结果验证了所提出的弹性边界

的准确性。将由弹性边界得到的频率与经典边界得到的频率进行了比较。可以看出，在相同条件下，弹

性边界与经典边界所取得结果具有显著的一致性，表明该方法对 CLPCM 研究具有较高的准确性。 
 
Table 4. Spring stiffness for various types of tradition support 
表 4. 适用于各种传统类型支座的弹簧刚度 

符号 边界条件 
弹簧刚度(N/m or N/rad) 

ku (N/m) kv (N/m) kw (N/m) kθ (N/rad) 

F 自由 0 0 0 0 

S 简支 1010 1010 1010 0 

C 固支 1010 1010 1010 1010 
 
Table 5. Vibration of CLPCM with typical boundary and elastic edge (me = 0, [0/90]8S) 
表 5. 经典边界和弹性边界对比(me = 0, [0/90]8S) 

边界条件 阶次 1 2 3 4 5 6 

CCCC 

弹性边界 141.380 282.593 299.875 404.761 517.497 557.670 

传统边界 141.375 282.496 299.768 404.593 516.551 556.631 

误差(%) 0.004 0.034 0.035 0.042 0.017 0.017 

SSSS 

弹性边界 68.828 180.554 192.500 275.314 384.998 415.710 

传统边界 68.828 180.553 192.498 275.312 381.589 411.982 

误差(%) 0.000 0.001 0.001 0.001 0.886 0.897 

FCFS 

弹性边界 19.603 72.815 102.503 150.298 210.571 273.122 

传统边界 19.603 72.814 102.502 150.295 210.544 273.077 

误差(%) 0.000 0.001 0.001 0.002 0.013 0.017 
 
由表 6 可以看出，当附加集中质量复合材料层合板的边界条件为四边固定时，理论计算得到的固有

频率与有限元仿真得到的固有频率相比，最大误差为 3.342%，满足收敛条件，验证了理论计算的准确性。 
 

Table 6. Coupling additional concentrated mass frequency comparison 
表 6. 耦合附加集中质量频率对比 

边界条件 阶次 
P0 

理论 有限元 误差(%) 

CCCC 

1 55.122 54.60 0.956 
2 282.377 282.85 0.167 
3 299.642 300.13 0.163 
4 339.188 328.22 3.342 
5 404.593 405.16 0.140 
6 536.338 537.64 0.242 
7 610.302 612.13 0.299 
8 636.654 638.54 0.295 
9 731.146 720.20 1.520 

10 833.808 839.22 0.645 
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4. 结果与讨论 

图 3 比较了附加集中质量位于中心点 P0 和无附加集中质量两种情况下的复合材料层合板的前 10 阶

固有频率。通过对比分析可以明显看出，附加集中质量的存在对复合材料层合板的固有频率产生了显著

影响，尤其是对第一阶固有频率的影响更为敏感。这表明，附加集中质量是影响复合材料层合板振动特

性的重要因素，其变化可能导致复合材料层合板振动特性的显著改变。中心点附加集中质量复合材料层

合板的固有频率普遍低于无附加集中质量复合材料层合板的固有频率，显然，附加集中质量增加了系统

的总质量，导致系统固有频率下降。 
图 4 为无附加集中质量和有附加集中质量的复合材料层合板前 10 阶模态振型对比。可以发现附加集

中质量的存在对复合材料层合板模态振型有一定影响，其部分阶次的模态振型发生了显著变化。这表明

附加集中质量的引入影响了复合材料层合板振动时的位移分布，改变了其部分阶次的模态振型。随着模

态阶次的增加，振型的复杂性逐渐提高，节点数量增多。结合图 3 和图 4 进一步分析，当附加集中质量

位于振型节点线上时(如 2、3、7、8、10 阶模态振型中点)，对振型无影响，固有频率基本不变；而第 4、
6、9 阶模态对附加集中质量敏感，节线变化显著。附加集中质量引入后，第 1 阶模态振动区域形态受附

加集中质量影响轻微改变，第 4、5、6、9 阶模态振型发生明显改变，从规则变为不规则，节线位置发生

改变。 
 

 
Figure 3. Natural frequencies of the composite laminated plate with or without additional concentrated mass 
图 3. 有无附加集中质量的复合材料层合板固有频率 

 

 
Figure 4. Modal shapes of the composite laminated plate with or without additional concentrated mass 
图 4. 有无附加集中质量的复合材料层合板的模态振型 
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Figure 5. Natural frequencies of coupled additional concentrated mass composite laminates under different boundary condi-
tions 
图 5. 不同边界条件下耦合附加集中质量复合材料层合板固有频率 
 

 
(a)                                                (b) 

 
(c)                                (d) 

Figure 6. Effects of different additional concentrated masses on natural frequencies of composite laminates under different 
boundary conditions: (a) CFFF; (b) CCFF; (c) CCCF; (d) CCCC 
图 6. 不同边界条件下不同附加集中质量对复合材料层合板固有频率的影响：(a) CFFF; (b) CCFF; (c) CCCF; (d) CCCC 
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图 5 呈现了不同边界条件(CFFF、CCFF、CCCF、CCCC)下耦合附加集中质量(me = 0.946 kg)的复合

材料层合板前 10 阶固有频率分布，展示了边界条件变化对耦合附加集中质量的复合材料层合板各阶固有

频率的影响规律。分析发现：相同振动阶次下，随着边界条件中固定端数量从 CFFF 到 CCCC 增加，复

合材料层合板的固有频率整体上升，反映出边界固定约束越强，固有频率越高。深入分析还能发现，同

一边界条件下，复合材料层合板固有频率呈非线性增长趋势，例如 CCCC 边界条件下，高阶次(如 8~10
阶)频率增长幅度明显大于低阶次(如 2~4 阶)；在低阶次(如 2 阶)时，各边界条件同阶次固有频率差异相

对较小，而随着阶次升高(如 8~10 阶)，不同边界条件下，复合材料层合板的同阶次固有频率差距逐渐拉

大，如 CFFF 与 CCCC 边界条件在 10 阶时的频率差显著大于 2 阶时的差值，说明边界约束强度对高阶固

有频率的影响更明显。整体来看，边界固定端数量越多(约束越强)，复合材料层合板固有频率增长的“梯

度”越陡，这揭示了耦合附加集中质量的复合材料层合板的边界约束与固有频率间的内在关联——约束

强化提升系统整体刚度，进而更显著地影响高阶固有频率。 
图 6 给出了在 CCCC、CCCF、CCFF 和 CFFF 边界条件下，附加集中质量的变化(me = 0~1 kg)对中心

点耦合附加集中质量的复合材料层合板固有频率的影响。分析表明，不同边界下附加集中质量增加都会

降低各阶固有频率，遵循振动理论中质量与频率的负相关关系。在附加集中质量增加的初始阶段，固有

频率下降速度较快，这表明在该阶段附加集中质量对复合材料层合板振动特性的影响较为显著。随着附

加集中质量进一步增加，固有频率下降速度逐渐趋于平缓。而边界约束对固有频率的影响大于附加集中

质量对固有频率的影响，固定端数量的增加提升了系统刚度，使强约束边界(如 CCCC)的固有频率显著高

于弱约束边界的固有频率。对比这四张图可以看出 CCCC 与 CFFF 边界条件下高阶固有频率变化较小，

CCFF 与 CCCF 边界则相反。高阶固有频率的变化幅度由边界约束强度和附加集中质量重量决定：强约

束边界(如 CCCC)通过高刚度抑制附加集中质量影响，弱约束边界(如 CFFF)因刚度过弱弱化了质量效应，

两者变化均较小；而介于中间约束的 CCFF 与 CCCF 边界，边界约束刚度不足以完全抵抗附加集中质量

变化，导致高阶频率变化更显著。 

5. 结论 

本文采用理论分析和有限元方法对耦合附加集中质量复合材料层合板(CLPCM)的振动特性进行了研

究。基于基尔霍夫薄板假设，推导了 CLPCM 的动力学方程。在四边固定边界条件下，理论计算预测的

耦合附加集中质量复合材料层合板固有频率与有限元法结果的最大误差为 3.342%，验证了理论计算的准

确性和可靠性。讨论了附加集中质量对复合材料层合板振动特性的影响。分析得出以下结论： 
(1) 附加集中质量对复合材料层合板的振动特性有重要影响。附加集中质量的引入会降低复合材料

层合板部分阶次的固有频率，尤其是第一阶固有频率。此外，由于附加集中质量的影响，复合材料层合

板的部分阶次模态振型发生了显著变化，这表明在结构设计中需要考虑附加集中质量对复合材料层合板

振动特性的影响。 
(2) 当附加质量固定(me = 0.946 kg)时，系统固有频率随边界约束增强(CFFF → CCCC)及振动阶次升

高呈显著非线性增长，高阶模态频率增幅显著高于低阶模态，且频率差异随阶次升高显著增大。 
(3) 研究揭示了复合材料层合板在不同边界约束下附加集中质量对固有频率的影响规律：附加集中

质量增加会导致固有频率初期下降速率较快、后期趋于平缓；边界约束强度主导固有频率基准值。高阶

固有频率变化幅度由约束强度和附加集中质量重量共同决定。 
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