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摘  要 

针对传统组合梁模型在处理连接处时忽略非线性的问题，本文提出采用一组立方非线性弹簧对连接处的

非线性力学现象进行模拟，以有效表征连接界面复杂的非线性刚度效应，使模型更接近组合梁的真实装

配状态。基于欧拉–伯努利(Euler-Bernoulli)梁理论构建了固定边界条件下的组合梁非线性动力学模型，

应用瑞利–里茨(Rayleigh-Ritz)法求解系统固有频率，分析了线性连接弹簧对系统固有频率的影响。随

后采用谐波平衡法(HBM)与龙格库塔(Runge-Kutta)法分别求解系统的非线性稳态幅频响应并进行对比

验证。进一步，引入一种镍钛合金钢丝绳(NiTi-ST)减振技术，探究其非线性刚度与迟滞阻尼对含有非线

性连接的复合材料组合梁系统的减振效果。研究表明：连接处立方非线性刚度会导致组合梁系统幅频响

应曲线峰值向高频偏移，呈现出典型的非线性硬特性。镍钛合金钢丝绳可以大幅削减共振峰值，实现良

好的减振效果。 
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Abstract 
To address the neglect of joint nonlinearity in traditional assembled beam models, this thesis 
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proposes using cubic nonlinear springs to simulate the complex nonlinear stiffness effects at con-
nection interfaces, closely representing the true assembly state. Based on Euler-Bernoulli beam the-
ory, a nonlinear dynamic model under fixed boundaries is constructed. The Rayleigh-Ritz method 
is applied to solve natural frequencies and analyze the impact of linear connection springs. Subse-
quently, the harmonic balance method (HBM) and Runge-Kutta method are employed to solve and 
cross-verify the nonlinear steady-state amplitude-frequency responses. Furthermore, a Nickel-Ti-
tanium alloy wire rope (NiTi-ST) is introduced to investigate the vibration suppression effects of its 
nonlinear stiffness and hysteretic damping on the composite assembled beam. Results indicate that 
the cubic nonlinear stiffness at the connections causes the amplitude-frequency response peaks to 
shift to higher frequencies, exhibiting typical nonlinear hardening characteristics. NiTi-ST can sig-
nificantly reduce resonance peaks, achieving excellent vibration suppression. 
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1. 引言 

随着现代航空航天技术向轻量化与极端工况快速演进，复合材料因其优异的比刚度与比强度而被广

泛应用于高端装备中。但在实际工程应用中，复合材料组合结构的装配与连接界面不可避免地存在间隙

与接触变形。在复杂飞行工况的强激励作用下，这类界面非线性极易诱发结构的强非线性动力学行为，

若采用传统的线性连接假设进行建模，会导致结构动态响应预测出现偏差。为此，本文建立了一种考虑

连接非线性的复合材料组合梁动力学模型，引入具有立方刚度的连接弹簧模拟界面复杂的力学特性。 
近年来，国内外学者针对航空复合材料结构的非线性动力学、复杂连接界面建模以及先进减振技术

开展了大量的研究，为本文工作提供了坚实的理论基础。Liu 等人[1]建立了一种通过非线性耦合层连接

的复合材料梁模型，通过优化三次非线性耦合刚度参数，有效控制了多梁系统的内共振能量传递。Zang
等人[2]采用伽辽金截断法对动力学方程进行离散，求出了简化后的 L 型复合材料梁结构的振动响应，准

确捕捉了温度变化引发的基频变化。为了探究结构质量对局部非线性的影响，Meng 等人[3]分析了附加刚

性质量复合材料板的非线性振动，发现结构质量会激发额外的线性与二次非线性项，导致高频激励下出

现复杂的幅频响应与模态耦合。连接结构在很大程度上会对系统产生影响，针对这一研究方向，学者已

从不同建模方法与工程场景展开了深入探索。Guo 等人[4]采用含间隙的弹簧系统等效模拟连接模型，采

用改进纽马克积分法对非线性运动方程进行求解，结果表明间隙会呈现显著非线性特征。Zang 等人[5]基
于 Rayleigh-Ritz 法推导并建立了组合梁的结构振动模型，通过拉格朗日方程推导系统运动方程并实现非

线性振动控制。Ghalandari 等人[6]则关注了低预紧力下螺栓连接结构由非线性接触引发的振动问题。文

章通过法向刚度和剪切阻尼表征界面属性，采用复合材料混合连接并改善了系统的非线性频率响应。高

鹏林等人[7]系统归纳了结构非线性效应来源与动力学建模方法，重点剖析了由非线性引发的各种复杂现

象。研究指出，合理利用非线性可突破传统理论局限，显著增强能量局域束缚能力。刘付成和朱东方等

人[8]提出了一种基于子结构模态综合的非线性动力学建模方法。研究将复杂振动系统转换为分散参数化

模型，重点考察了铰链间隙非线性对结构高精度形面保持的负面干扰及应对控制策略。 
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镍钛合金–钢丝绳(NiTi-ST)作为一种新型非线性耗能装置，利用其独特的迟滞特性，可以在不显著

增加系统质量且不改变基频的情况下，通过与原有结构进行耦合而表现出卓越的振动抑制能力[9] [10]。
Wang 等人[11]通过对 NiTi-ST 首次通过试验获取迟滞力–位移数据，建立拟合模型进行力学参数计算并

验证了 NiTi-ST 的宽频减振性能。Putranto 等人[12]将复合材料板与修正的 Bouc-Wen 迟滞模型耦合，并

采用一阶剪切变形理论(FSDT)建立动力学模型，分析了不同长宽比的影响。Wang 等人[13]提出一种创新

边界分离法用于研究壁板的动态特性，首次将形状记忆合金丝嵌入复合材料结构实现振动控制。Wang 等

人[14]针对内置镍钛合金网格的层合尾翼结构开展了宽频变温振动控制研究，证明具有超弹性阻尼特性

的减振器在不增加过多质量的前提下，成功实现了非线性振动抑制。Zheng 等人[15]首次将镍钛合金钢丝

绳与复合材料层合梁结合用于振动抑制，采用两种方法求解稳态响应并进行数值验证。仿真结果表明其

具有良好减振效果，该振动抑制方法可推广至其他层合结构并实现振动控制。Zang 等人[16] [17]首次将

NiTi-ST 应用于 FGM 管道系统以及矩形板受迫振动模型，验证了在多种工况下 NiTi-ST 对 FGM 管道系

统的非线性振动控制能力，发现了消除闭合分离响应(CDR)与提升非线性系统减振性能的关系。这表明该

技术已从基础的悬臂梁或平板结构扩展至复杂的壁板、考虑变温环境且空间与质量受限的复合梁系统中

[18]。 
可以看出，当前学术界已在航空航天复杂结构的建模与非线性振动控制上取得了一定成果。本文将

在已有研究基础上，探究复合材料组合梁连接处非线性对其稳态响应的影响，并引入 NiTi-ST 抑制考虑

连接非线性的复合材料组合梁的横向振动。 

2. 动力学建模与振动特性 

2.1. 模型描述 

非线性连接复合材料组合梁如图 1 所示，该结构由左边的 1 梁和右边的 2 梁连接构成。两根梁的形

状及材料参数均相同，每一根复合材料梁的长度为 L，宽度为 b，厚度为 h。系统两端边界为固定约束，

在 1 梁的表面施加一个简谐激励 F(t)，两根复合材料梁中间通过线性拉伸弹簧 k1、线性扭转弹簧 k2 以及

立方非线性拉伸弹簧 k3、立方非线性扭转弹簧 k4进行连接。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of composite beams with nonlinear springs connection 
图 1. 考虑连接非线性的复合材料组合梁示意图 

 
当两段梁在连接处发生横向振动时，随着振幅增大，连接处的接触面积会发生非线性扩展，接触刚

度会随着局部挤压变形的增大而显著提升。立方非线性弹簧能够以简洁的物理形式捕捉结构的硬刚度特

征，是对真实非线性连接力本质的数学截断拟合，因此选用立方非线性弹簧近似表征连接处的复杂相互
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作用。当前模型主要从宏观上描述连接处的非线性现象，适用于未发生严重松脱、具有连续变形特征的

组合梁的非线性振动分析，对于真实工况中连接处的实际连接方式与受力特点暂作忽略。 

2.2. 复合材料组合梁能量方程 

在每一根复合材料组合梁的左端分别建立 ( )1 1 1, ,x y z 和 ( )2 2 2, ,x y z 坐标系，根据固体力学中描述细长

梁弯曲变形的 Euler-Bernoulli 经典梁理论，连接非线性复合材料组合梁为细长梁。即忽略复合材料层合

梁沿厚度 z 方向的剪切应变，梁的横截面在弯曲变形后仍保持为平面，且始终垂直于变形后的梁轴线。

不考虑动力效应部分中的转动惯量影响。  
因此，基于 Euler-Bernoulli 经典梁理论的平截面假设，连接非线性复合材料组合梁上任意点在其对

应坐标系下的位移分量表达式分别为： 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1 1

1

1 1 1 1, ,

,

,

,
,

w x t

z

u x z t z
x

w x xt w t

∂
=

=

−
∂                                 (1) 

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2

2

2 2 2

2
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w x t
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w x z t w x t

∂
= −

∂

=

                               (2) 

其中 ( )11 ,w x t 和 ( )22 ,w x t 分别为 1 梁和 2 梁中性面 ( )0z = 上任意一点沿 y 轴的横向位移分量， 1z 和 2z 分

别表示 1 梁和 2 梁横截面上一点到中性面的距离。 
为了简化计算，下面引入无量纲参数 x 代替坐标参数 x ，其表达式为： 

1 2
1 2,x xx x

L L
= =                                     (3) 

所以组合梁的动能表达式为： 
2 22 1 /2 2
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忽略几何非线性及位移的二次非线性项，此时复合材料组合梁内任意一点的机械应变表达式为： 
2

1

2

1 1 2
1
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2 2
2

2

xx

xx

wz
x

wz
x

ε

ε

∂
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由于环境温度变化从而产生的热应变可以表示为： 
( )

( )
1

2

kT
x x

kT
x x

T

T

ε α

ε α

= ∆

= ∆
                                      (6) 

式中 ( )k
xα 为复合材料梁其中一层的 x 方向热膨胀系数，可以表示为： 

( ) ( ) ( )2 2
1 2cos sink k k

xα α θ α θ= +                                (7) 

根据线弹性本构关系，梁横截面上的正应力沿截面高度呈线性分布，中性轴处正应力为零，梁内各

铺层的应力与应变均满足线弹性本构方程，所以组合梁第 k 层上的应力–应变关系可以表示为： 
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( ) ( )

( ) ( )
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1 11
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ε
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=
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式中 ( )
11

kQ 为复合材料第 k 层在整体坐标系下的 x 方向等效刚度系数，其值随铺层角度θ 连续变化，体现

了复合材料各向异性的特点，采用如下表示形式： 
( ) ( )4 2 2 4
11 11 12 66 22

1 12 2 2
11 12 22 66 12

12 21 12 21 12 21

cos 2 2 sin cos sin

, , ,
1 1 1

kQ Q Q Q Q
E E EQ Q Q Q G
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µ

µ µ µ µ µ µ

= + + +

= = = =
+ − −

                   (9) 

所以热环境下复合材料组合梁的热应变能可以表示为： 

( )1
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系统的机械应变能可以表示为： 
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当系统受到激励并发生微小形变时，复合材料梁连接处的弹性势能可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )
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2.3. 复合材料组合梁固有频率分析 

本小节采用 Rayleigh-Ritz 法对复合材料组合梁的动力学方程进行求解，忽略方程中的非线性项和阻

尼项，计算组合梁结构的固有频率和模态函数。首先将组合梁系统中一点的横向位移用假设位移函数来

进行替代，并表示为如下形式： 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

, e , 0,1

, e , 0,1

i t

i t

w x t W x x

w x t W x x

ω

ω

= ∈

= ∈
                            (13) 

( )1 1W x 和 ( )2 2W x 分别是 1z 和 2z 两个方向上的模态振型函数，由一组经过 Schmidt 正交化构造的满

足组合梁模型边界条件的特征多项式函数族构造而成，基于 Rayleigh-Ritz 法，将振型函数分解为函数族

的线性组合，可以表示为如下形式： 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
1

2 2 2
1

NT

n n
n
NT

n n
n

W x a x

W x b x

ϕ

ϕ

=

=

=

=

∑

∑
                                 (14) 

式中， NT 表示特征多项式项数， na 和 nb 为 Ritz 系数， ( )1n xϕ 和 ( )2n xϕ 为 Schmidt 正交化方法构造的位

移容许函数多项式。为求解组合梁系统的固有频率及模态，这里暂时忽略非线性项，令 3k 、 4k 为零。 
根据能量守恒定律以及 Rayleigh-Ritz 法，对上述表达式中的 Ritz 系数求偏导数，可以得到如下方

程： 
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推导整理并提取 Ritz 系数后，可以得到如下描述复合材料组合梁自由振动的矩阵形式的特征值方程： 

( )[ ]T2 , 0n na bω− =K M                                 (16) 

令系数矩阵的行列式为零，计算并求解之后可以先后得到组合梁系统的固有频率ω 和相应的 Ritz 系

数 na 和 nb ，将 Ritz 系数分别乘以相应的正交多项式可以得到复合材料组合梁的振型函数： 
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根据拉格朗日方程并结合能量表达式，将考虑连接非线性的复合材料组合梁动力学方程表示为： 
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利用计算得出的组合梁振型函数，使用伽辽金截断法对控制方程进行截断，将考虑连接非线性的复

合材料组合梁在两个自由度方向上的位移设置为如下形式： 
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                               (19) 

其中， N 为伽辽金截断系数， ( )q t 为广义坐标，φ 为组合梁模型各阶所对应的振型函数。 
在这里，为了同时兼顾计算结果准确性与计算效率，将采用二阶伽辽金对控制方程进行截断，令伽

辽金截断系数 N = 2。随后将公式(19)代入到公式(18)即可以得到截断后的控制方程。推导出考虑连接非

线性的复合材料组合梁动力学方程为： 

( )q+ + + = M Cq Kq q N F                                (20) 

其中， M 为质量矩阵， K 为刚度矩阵， F 为外力矩阵， ( )qN 为非线性项，各矩阵的具体形式为： 
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组合梁系统采用 Rayleigh 阻尼形式作为总阻尼系数矩阵，其表达式为： 

1 2c c= +C M K                                     (22) 

式中， 1c 和 2c 分别为质量矩阵与刚度矩阵的比例系数，其表达式如下： 

( ) ( )

2 1
1 2 2

2 1 2 1

2 2
2 2 2 1 1 2 1

1 12 ,

2

c

c

ξ ξ
ω ω ω ω

ξ ω ξ ω ω ω

  
= − −  

   

= − −

                            (23) 

其中 1ω 和 2ω 为系统前二阶固有频率， 1ξ 和 2ξ 为阻尼系数。 
外部谐波激励作用于左梁，其表达式为： 

( ) ( )0 0 sinF A x x tδ ω= −                                 (24) 

其中 0A 为力的幅值，δ 是狄拉克函数，用于确定外部谐波激励的作用点。 
表 1 列出了考虑连接非线性的复合材料组合梁模型的有关几何以及材料参数，环境温度为 20℃，忽

略方程中的非线性项以及阻尼项，将相应参数代入到方程便可以求出系统的固有频率。根据 Rayleigh-Ritz
理论计算得出的固有频率以及振型函数的结果受到截断系数 NT 的影响，NT 越大，复合材料组合梁的位

移基函数所包含的项数越多，计算结果越精确。 
 

Table 1. Parameters of the composite beam model 
表 1. 组合梁模型的有关参数 

符号 参数 数值 

L 单根复合材料梁长度 0.1 m 

b 宽度 0.015 m 

h 高度 0.002 m 

ρ 密度 1512 kg/m3 

n 铺层数 20 

μ 泊松比 0.32 

k1 线性拉伸弹簧刚度 5 × 105 N/m 

k2 线性扭转弹簧刚度 1 × 106 Nm/rad 

 
同时，计算结果满足所需的收敛性要求，从表 2 可以看出随着截断阶数的增大，所求计算结果逐渐

趋于稳定。当 NT 大于 10 之后，固有频率的数值不再发生变化，计算结果收敛。同时证明了 Rayleigh-Ritz
法可以很好地适配本模型。为了兼顾计算的精度以及效率，若无特殊说明，后续计算均选取 NT = 10。 

 
Table 2. Natural frequencies of composite beams with different truncation orders 
表 2. 不同截断阶数下复合材料组合梁的固有频率 

频率(Hz) NT = 2 NT = 4 NT = 6 NT = 8 NT = 10 NT = 12 

1f  331.25 330.09 330.09 330.09 330.09 330.09 

2f  948.38 902.94 902.91 902.91 902.91 902.91 

 
图 2(a)展示了组合梁系统固有频率随两个线性弹簧刚度的变化规律，从图中可以看出前两阶固有频
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率随弹簧刚度的增大均呈现先缓慢上升，后快速增大至趋于稳定的规律。当两个线性弹簧刚度同时增大

到 41 10× 以上时，第一阶固有频率趋于稳定，此时意味着线性弹簧连接近似于刚性连接。第二阶固有频率

在线性弹簧刚度处于 31 10× 与 51 10× 之间时迅速升高，当线性弹簧刚度同时增大到 61 10× 以上时，组合梁系

统的第二阶固有频率也趋于稳定；图 2(b)描绘了当线性拉伸弹簧刚度
5

1 5 10 N/mk = × 不变时，组合梁固有

频率随线性扭转弹簧刚度 2k 的变化规律，可以看出当扭转弹簧刚度小于 21 10 Nm/rad× 时，组合梁系统第

一阶固有频率随着弹簧刚度的增大而增大，扭转弹簧刚度变化对于系统第二阶固有频率几乎没有影响。 
 

 
Figure 2. Variation of natural frequency with linear spring stiffness: (a) Variation of k1 = k2 simultaneously; 
(b) k1 = 5 × 105 N/m, variation of k2 only 
图 2. 固有频率随线性弹簧刚度的变化规律：(a) 同时改变 k1 = k2；(b) k1 = 5 × 105 N/m，只改变 k2 

3. 考虑连接非线性的复合材料组合梁稳态响应 

3.1. 谐波平衡法求解 

接下来使用谐波平衡法(Harmonic Balance Method, HBM)对动力学方程进行求解，并对组合梁系统的

稳态响应进行分析，首先假设解的形式为： 
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其中 J 为所截取的最高谐波阶数， 0iA 为表征静态偏置的常数项，ω 为外激励频率， ijA 和 ijB 分别为待求

的余弦项与正弦项傅里叶系数。将上述假设解代入到常微分方程(20)中，随后，采用牛顿迭代法结合伪弧

长法对该代数方程组进行数值求解。最后，通过对各阶谐波分量进行均方根(RMS)计算，可得到系统在不

同激励频率下的稳态响应幅值，从而构建完整的幅频特性曲线。均方根的形式如下： 
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1 1 1
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∑
                              (26) 

图 3 为通过对比左梁中点处 Runge-Kutta 法与谐波平衡法的解来进行验证。在这里将线性拉伸弹簧

刚度设置为 5 × 105 N/m，线性扭转弹簧刚度设置为 1 × 106 Nm/rad，下文中如无特殊说明，线性弹簧刚度的

数值均默认为此大小。为了能够较好地体现出系统固有频率处附近的非线性现象，此处将外激励幅值大小
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设置为 10 N，将非线性拉伸弹簧刚度设置为 5 × 1014 N/m3，非线性扭转弹簧刚度设置为 5 × 1014 Nm/rad3。 
 

 
Figure 3. Comparison of amplitude-frequency responses obtained by two solution methods 
图 3. 两种方法求解的幅频响应结果对比 

 
从局部放大图中可以看出在第一阶固有频率区间附近，组合梁系统的幅频响应曲线呈现出向右弯曲

特征，整体向高频方向偏移，这源于立方非线性刚度对系统等效刚度的作用，反映了复合材料组合梁系

统具有由连接处的立方非线性弹簧主导产生的非线性硬特性。且谐波平衡法与 Runge-Kutta 法的稳态响

应计算结果基本吻合，验证了使用谐波平衡法对考虑连接非线性的复合材料组合梁模型求解的准确性。 

3.2. 线性拉伸与扭转弹簧刚度相同时的幅频响应分析 

本小节讨论复合材料组合梁连接处线性拉伸与扭转弹簧刚度相同时，连接处非线性弹簧对其稳态响

应的影响。基于图 2(a)，线性拉伸弹簧刚度 k1 = 2 × 103 N/m，线性扭转弹簧刚度 k2 = 2 × 103 Nm/rad 时，

复合材料组合梁的前 2 阶模态振型如图 4 所示。根据公式(19)，模态振型函数直接决定连接处的相对位

移，此时组合梁两根梁的第一阶模态振型具有一致性，组合梁整体模态振型相对于连接处中点呈对称分

布，两根梁连接处的变形量相对较小。而组合梁两根梁第二阶模态振型呈现出明显的不一致性，组合梁

整体模态振型相对于连接处中点呈反对称分布，两根梁连接处出现较大变形量。结合公式(12)可知相对位

移越大，非线性势能所占的比例越高，非线性现象越明显。 
 

 
Figure 4. Mode shapes of composite beams under low linear stiffness 
图 4. 低线性刚度下复合材料组合梁模态振型图 
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下面分析不同非线性弹簧刚度对于系统幅频响应曲线的影响。表 3 给出了不同的非线性连接弹簧刚度，

其中 Case 1 为对照组，表示系统内部的非线性项为零。图 5 为外激励幅值分别为 10 N、15 N 与 20 N 时，

组合梁系统第一阶固有频率附近的幅频响应曲线。由图 5 中结果可以分析得出，当前条件下，由于两根

梁连接处的位移差极其微小，一阶固有频率附近的非线性现象并不明显，可以忽略不计。 
 

Table 3. Nonlinear spring sets used under low linear stiffness 
表 3. 低线性刚度下使用的非线性弹簧组 

弹簧组 k3 (N/m3) k4 (Nm/rad3) 

Case 1 0 0 

Case 2 6 × 104 6 × 104 

Case 3 7 × 104 7 × 104 

Case 4 8 × 104 8 × 104 

 

 
Figure 5. 1st-order amplitude-frequency response curves of different nonlinear springs under low linear stiffness: (a) F = 10 
N; (b) F = 15 N; (c) F = 20 N 
图 5. 低线性刚度下不同非线性弹簧的一阶幅频响应曲线：(a) F = 10 N；(b) F = 15 N；(c) F = 20 N 

 
图 6 为组合梁系统第二阶固有频率附近的幅频响应曲线。在非线性弹簧的作用下，系统第二阶固有

频率附近的稳态响应发生了显著的变化，随着非线性弹簧刚度的增大，非线性项的影响逐渐增强，共振

峰逐渐向右弯曲。图 6 中对比了外激励幅值分别为 10 N、15 N 与 20 N 的稳态幅频响应，通过分析可知

外激励的增大加剧了系统的非线性效应，幅频响应曲线明显向高频方向弯曲。 
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Figure 6. 2nd-order amplitude-frequency response curves of different nonlinear springs under low linear stiffness: (a) F = 10 
N; (b) F = 15 N; (c) F = 20 N 
图 6. 低线性刚度下不同非线性弹簧的二阶幅频响应曲线：(a) F = 10 N；(b) F = 15 N；(c) F = 20 N 

3.3. 线性拉伸与扭转弹簧刚度不同时的幅频响应分析 

本小节讨论复合材料组合梁连接处线性拉伸与扭转弹簧刚度不同时，连接处非线性弹簧对其稳态响

应的影响。基于图 2(b)线性拉伸弹簧刚度 k1 = 5 × 105 N/m，线性扭转弹簧刚度 k2 = 1 × 106 Nm/rad 时，组

合梁前 2 阶模态振型如图 7 所示。此时复合材料组合梁整体的第一阶与第二阶模态振型相对于连接处中

点呈对称分布，且两根梁连接处均存在微小变形量。根据公式(12)与公式(19)可以分析得出两根梁的模态

振型函数在连接端的位移差值会决定非线性势能大小，从而影响非线性响应的强弱。 
 

 
Figure 7. Mode shapes of composite beams under high linear stiffness 
图 7. 高线性刚度下复合材料组合梁模态振型图 
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图 8 为对应的组合梁系统一阶固有频率附近稳态响应随立方非线性弹簧的变化情况。相应的立方非

线性弹簧刚度组见表 4。加入非线性弹簧后，系统的幅频响应曲线表现出非线性硬化现象，随着立方非线

性弹簧刚度的逐渐增大，曲线逐渐向高频方向弯曲。同时，外激励幅值的变化不仅会显著影响系统振幅，

外激励幅值越大，系统的非线性现象越为显著。 
 

Table 4. Nonlinear spring sets used under high linear stiffness 
表 4. 高线性刚度下使用的非线性弹簧组 

弹簧组 k3 (N/m3) k4 (Nm/rad3) 

Case 1 0 0 

Case 2 3 × 1014 3 × 1014 

Case 3 4 × 1014 4 × 1014 

Case 4 5 × 1014 5 × 1014 

 

 
Figure 8. 1st-order amplitude-frequency response curves of different nonlinear springs under high linear stiffness: (a) F = 10 
N; (b) F = 15 N; (c) F = 20 N 
图 8. 高线性刚度下不同非线性弹簧的一阶幅频响应曲线：(a) F = 10 N；(b) F = 15 N；(c) F = 20 N 

 
图 9 描绘了第二阶固有频率附近的幅频响应曲线。随着激励幅值的增大，稳态响应的振幅显著提升，

第二阶共振峰受到立方非线性刚度的影响向右偏移，非线性弹簧刚度的变化对系统第二阶幅频特性曲线

的影响较小。 
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Figure 9. 2nd-order amplitude-frequency response curves of different nonlinear springs under high linear stiffness: (a) F = 10 
N; (b) F = 15 N; (c) F = 20 N 
图 9. 高线性刚度下不同非线性弹簧的二阶幅频响应曲线：(a) F = 10 N；(b) F = 15 N；(c) F = 20 N 

4. 基于镍钛合金钢丝绳的振动抑制 

为实现对组合梁的振动控制，接下来针对前文研究的非线性系统引入具有非线性恢复力与迟滞阻尼

力镍钛合金钢丝绳，此时考虑连接非线性的复合材料组合梁动力学方程可以表示为： 

( ) sq+ + + = q qK NM Cq F                               (27) 
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式中 stf 表示钢丝绳的作用力项，其具体表达式为： 

( )3 2 2
1 1 3 1 1 1 21 1 1 12 1 1st stf x k w k w c w r w w r w w= + + + +                         (29) 

其中 stx 为钢丝绳的相对尺寸校正参数，取 0.02，钢丝绳的其他参数见表 5。 
 

Table 5. Parameters of NiTi-ST 
表 5. 镍钛合金钢丝绳参数 

构型 k1 (N/m) k3 (N/m3) c1 (N·s/m) r21 (N∙s/m3) r12(N∙s2/m3) 

S1a 0 4.097 × 108 122.4 1.699 × 106 −6.515 × 104 
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图 10 给出了加入 NiTi-ST 减振元件后，复合材料组合梁在不同立方非线性弹簧刚度下的幅频响应曲

线。NiTi-ST 中的耦合阻尼系数 r12提供了非线性软化效应，阻尼效应主要由 c1与 r21提供，其绝对值大小

决定了阻尼效应与非线性软化效应的强弱。在加入 NiTi-ST 之后，组合梁系统原本由于非线性弹簧而产

生的硬化非线性现象被抵消，响应幅值降低，S1a 构型的镍钛合金钢丝绳的减振效果良好。通过图 10(d)
的对比可以看出，加入钢丝绳后的一阶稳态响应基本收敛为同一条平滑曲线，这说明振幅下降后，立方

非线性弹簧刚度对组合梁系统幅频响应的影响变小。 
 

 
Figure 10. Vibration suppression of NiTi-ST connected with different nonlinear springs 
图 10. 镍钛合金钢丝绳对使用不同非线性弹簧连接的振动抑制情况 

5. 结论 

本文针对考虑连接处非线性的复合材料组合梁系统，建立了其动力学分析模型，开展了振动特性、

非线性稳态响应分析及减振控制方法的研究。全文的主要研究工作及结论如下： 
1) 组合梁系统的固有频率随线性连接弹簧刚度的不同呈现阶段性变化。当线性拉伸和扭转弹簧刚度

相同时，系统固有频率随着弹簧刚度值的增加而逐渐增大最后达到稳定。当线性拉伸弹簧刚度恒定时，

单独改变扭转弹簧刚度对组合梁系统固有频率的影响较小。 
2) 综合运用谐波平衡法与 Runge-Kutta 法对系统稳态响应进行求解。结果表明，立方非线性连接的

硬化效应会诱发系统稳态响应曲线出现多解的非线性跳跃现象，随着非线性刚度及外载荷幅值的增加，

组合梁系统的非线性现象越来越明显。尤其是当组合梁连接处的模态振型呈现反对称情况时，其对应的

模态主振动受到非线性连接的影响是不容忽略的。 
3) 镍钛合金钢丝绳在抑制非线性连接组合梁的振动方面展现出良好的效果，其独特的迟滞阻尼特性
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能大幅降低非线性振动响应幅值。 
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