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摘  要 

玻尔兹曼分布和吉布斯熵是统计物理的重要概念，在热力学教学过程中导出统计熵的方法较多，但抽象

难理解。为了提供一种简短且易理解和掌握吉布斯熵的方法，首先从统计力学假设出发，推导出微观子

系统的玻尔兹曼分布，再计算一些统计量的导数，通过对比经典的热力学方程，从而导出吉布斯统计熵

表达式。其次，从微观到宏观两个视角，以Si和SiC材料为例，计算并讨论了不同压强、温度对吉布斯熵、

自由能、德拜温度等的影响。 
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Abstract 
Boltzmann distribution and Gibbs entropy are important concepts in statistical physics, and there 
are many methods for deriving statistical entropy in thermodynamic teaching process, but they are 
abstract and difficult to understand. In order to provide a concise and easy to understand method 
for mastering Gibbs entropy, a characteristic derivation is proposed from the fundamental postulate 
of statistical mechanics, deriving the Boltzmann distribution of microscopic subsystems, and then 
calculates the derivatives of some statistical variables. By comparing classical thermodynamic 
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equations, the Gibbs statistical entropy expression is derived. In addition, from micro to macro 
viewpoints, taking Si and SiC materials as examples, the effects of different pressures and tempera-
tures on Gibbs entropy, free energy and Debye temperature are calculated and discussed. 
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1. 引言 

在统计物理中，微观孤立系统的各量子态出现的概率在经典极限条件下满足玻尔兹曼分布，通常是 

使用微正则系综和配分函数引入热力学的统计熵表达式
1

lni i
i

S kp p
ω

=

= ∑ 。在经典热力学与统计物理教材中 

[1]，对上述表达式进行了推导说明和计算解析，但由于推导过程相对比较抽象和复杂，对物理专业本科

生或研究生来说较难理解。因此，提供一种简短且能让学生理解和掌握此表达式的本质显得尤为重要。 
吉布斯熵表达式的主要教学困难在于如何从基本假设中推导出玻尔兹曼分布。推导玻尔兹曼分布的

经典方法是通过寻找最有可能观测分布的量子态[2]-[4]，例如，文献[2]是该推导方法的代表，其论证简洁

清晰，具有相当的启发性，但该方法在教学过程中存在以下几个问题：(1) 采用拉格朗日乘数法求解玻尔

兹曼分布，是假设条件极值一定存在的情形下的，但如果条件极值不存在，拉格朗日乘数法就不能使用；

(2) 涉及的斯特林公式是前两项变形近似的结果，忽略高阶项做模型近似不能保证结果的精度，尤其在分

析系统宏观粒子数较小的情况下，会导致估算结果和实际的分布情况差距较大；(3) 玻尔兹曼分布公式中

最大化的不是微观态数目或概率，而是其对数，即使是类似的成正比关系，但其具有任意性，会让学生

产生疑惑。 
吉布斯熵的概念不仅在统计物理中得到广泛应用，而且已经扩展到了凝聚态物理、量子统计、工程

热力学、物理化学等多个领域，对于理解物质的相变以及热力学性质等有着重要作用[5]。例如，在工程

学中，吉布斯熵可被用于能源工程和材料热科学等领域，通过计算材料的吉布斯自由能、热容、熵等物

理量，描述系统在一定压强、温度下的相变行为和稳定性，可以预测材料的力学性质和热传导性能等宏

观性质，为新材料的开发提供依据[6]。因此，基于理解吉布斯熵的概念的微观意义及推导过程基础上，

还要深入掌握统计熵的宏观意义及在工程热力学中的应用。本文以半导体 Si 和 SiC 材料为例，讨论了不

同压力对吉布斯自由能、吉布斯熵、热容的影响，对比分析了两种材料的压力与宏观性质的关系。 

2. 基本假设 

假定一个大的孤立系统有 N 个全同可分辨的近独立微观粒子，将它分为 N 个子系统，总能量为 E。
用整数 n 来表示子系统的独立量子态数，第 n 个态的能量用 En 来表示，其中 1,2,3, ,n N=  。 

假设一：系统的单粒子态能级是分立的，任意一个能级 i 对应的每个微观粒子的能量为 iε ，通过能量

的多重度来定义一个微观态→ ( )1 2, , , , , ,i j nE E E E E  ，由能量的有限可分辨和边界极值条件，将可能能

级写成离散的能量集合形式 ( )1 2, , , , , ,n i jE ωε ε ε ε ε∈   ，令 ωε ωε= ， ε 为可观测粒子交换能量的最小单
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元。 
假设二：系统量子态能量是动态变化的，每次可能从一个给定的微观状态过渡到另一个微观状态就

交换一个能量单元 ε ，虽然基本跃迁从根本上是确定性的，但系统可以被分辨的微观状态是一个随机变

量。 
假设三：根据等概率原理，平衡状态下的孤立系统，每个可能的微观态出现的概率是相同的[7]。令

量子态 i 和 j 的概率分别为 ip 和 jp ，满足拉普拉斯“不充分理由原则”下所有微观态具有相等的概率。 

3. 玻尔兹曼分布 

在基本跃迁过程中，子系统的能级存在涨落现象。子系统在能级为 i 的状态概率为 ( ) ( )i i i iP E pε ε= = ，

与其相距较远(设两者间无耦合)的另一个 n 状态的概率则为 ( ) ( )n n n nP E pε ε= = 。若两个状态的能量和是

i nE Eξ = + 。对于具有特定能量值 xξ = 的两个状态的概率为 

 ( ) ( ) ( )
1

i i n i
i

P x p p x
ω

ξ ε ε
=

= = −∑  (1) 

上式中子系统微观态 i 和 n 的能量为 iε 和 ix ε− ；由能量守恒限制条件，除去这两个微观态之外的其余 N 
− 2 个微观态能量和应为一给定值 E ξ− 。孤立系统的 ΩN 个微观态具有相等的概率为 1/ΩN，则剩余 N − 2
个独立微观态的概率为 1/ΩN-2，满足概率积的形式[8]： 

 ( ) ( )
2

1 1
i i n i

N N

p p xε ε
−

= −
Ω Ω

 (2) 

基于微观粒子所处的能级不为零，且这两个独立微观态的概率是相同的，满足归一化条件，可得到 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
i i n i

i i n i

P x p p x

p x p

ξ ω ε ε

ω ε ε

= = −

= −
 (3) 

因此，任意两个状态的 ( )i ip ε 、 ( )n np ε 成比例关系[8]： 

 
( )
( )

( )
( )

i i i i

n i n i

p p x
p p x

ε ε
ε ε

−
=

−
 (4) 

说明概率 ( )i ip ε 呈指数变化形式，令 ( ) e i
i i ip p βεε −= ∝ ，e iβε− 即为单重简并态的玻尔兹曼因数，此处未考

虑归一化系数。当同一个能量对应几个状态(多重简并态)时，玻尔兹曼因数为 e iJ βε− ，其中 J 是简并度。

若将基态能量看作零，在温度较低时，玻尔兹曼因数是 1，则其它量子态的概率接近零。 
考虑归一化系数，假设所有状态的归一化系数都是 1/Z，则有概率的归一化： 

 
1 1

1 e 1i
i

i i
p

Z

ω ω
βε−

= =

= =∑ ∑  (5) 

则可定义所有微观态的玻尔兹曼因数的和为配分函数 Z，看作归一化系数的倒数， 

 
1
e i

i
Z

ω
βε−

=

= ∑ ；
1 e i

ip
Z

βε−=  (6) 

可见，一个系统处于某种量子态的概率，是该状态的能量函数，能量较低的状态被占据的概率较高。 

4. 吉布斯统计熵 

从子系统能级的概率分布可以推导出一个封闭系统的一些附加状态量，内能是对其能量水平的数学

期望： 
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1

i i
i

U p
ω

ε
=

= ∑  (7) 

 ( )
1

d ln1 1 de
d d

i
i

i

ZZU
Z Z

ω
βεε

β β
−

=

= = − = −∑   (8) 

在温度一定的条件下，克劳修斯不等式为 

 ( )d d dU T S U TS A− = − ≤  (9) 

根据热力学势——霍姆赫兹自由能 F U TS= − ，又
d
d
FS
T

= − ，上式可化简为    

 
( )

( )
( )

dd 1 d
d d 1 d 1

F TF FU F TS F T F
T T T T

= + = − = + =  (10) 

若令 1 kTβ = ，配分函数和热力学概率分别为 

  1e ; e e ii

F Fk k
T T

iZ p
Z

βεβε− −−= = =  (11)                            

则量子态 i 的能级 iε 为 

 ( )1 1ln lni i ikF T p F p
T

ε
β β

= − = −  (12) 

根据封闭系统的能量和，将(12)式代入到(7)式可得到微观粒子的内能， 

 1 1

1 1

1 ln

ln ln

i i i i
i i

i i i i
i i

U p p F p

F kTp p F T kp p

ω ω

ω ω

ε
β= =

= =

 
= = − 

 

= − = −

∑ ∑

∑ ∑
 (13)              

因此，统计热力学中的吉布斯熵统计表达式为 

 
1

lni i
i

S kp p
ω

=

= ∑  (14) 

玻尔兹曼分布和吉布斯熵公式是假定孤立系统一切出现的微观状态是等概率的，即由统计力学的基

本假设导出的[9]。吉布斯熵清楚地表明了熵与概率的关系。这个假设对物理专业本科生或研究生来说是

便于接受的，其中推导过程中用到的指数变换和数学导数是学生易理解的简单数学原理和方法。 

5. 吉布斯熵与压力、温度的关系 

从上述的简化推到可以看出，吉布斯熵在数学形式上具有一般性和简洁性。在统计力学中，吉布斯

熵可等价为体系在某种特定条件下的无序状态或混乱程度，对于一个孤立体系，其熵恒增加，熵增加意

味着系统可能的微观状态数的增加。在直观上熵增加就与系统的无序有着必然联系，系统由有序转变为

无序的过程是一种熵增过程。根据热力学的基本原理，当系统无序性增加时，压力和密度也会随着增加，

这是因为无序性的增加导致分子间的相互作用力加强。 
因此，吉布斯熵与温度、压力、密度等有关。一般情况下，在恒定的温度下，压力增加，吉布斯熵减

小；在恒定的压强下，温度升高，吉布斯熵增加[10]。采用基于第一性原理计算了半导体 Si 和 SiC 的吉

布斯熵随温度和压强的变化关系，如图 1 所示。模拟计算采用 Materials Studio 2017 软件中的 CASTEP 软

件包完成。采用局域密度近似 LDA，交换相关效应选择的 CA-PZ 来处理，离子势采用倒易空间的标准赝
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势(Norm-conserving)来描述。几何优化的参数为：截断能为 380 eV，布里渊区 k 点选择为精度为 3 × 3 × 
3，收敛精度为 5.0 × 10−7 eV/atom，选取 Si、C 的价电子组态分别为 3s23p2 和 2s22p2。对于两种体系，相

同温度下，随着压力的增加，吉布斯熵逐渐减小，与文献[10]结果一致。Si 体系的吉布斯熵在 0~20 GPa
压力下保持不变，当压力增加到 30 GPa，吉布斯熵呈现明显减小的趋势。当温度、压强为 1000 K、0 GPa
时，Si 的熵值为 147.7 J/(mol·K)；当 1000 K、30 GPa 时，熵值减小为 131.2 J/(mol·K)。而对于 SiC 体系，

当压力从 0 GPa 增加到 30 GPa 时，吉布斯熵缓慢减小。可以发现，压力 20 GPa 和 30 GPa 时的吉布斯熵

曲线完全相同。这说明压力对 SiC 的熵影响较小，且达到一定压力(20 GPa)其熵值不再变化。熵变越小，

分子排列趋于有序化，其化学性更为稳定，因此碳化硅即使在高温下也具有很好的化学稳定性，不易与

一些化学物质发生反应。 
 

 
Figure 1. Gibbs entropy of Si and SiC under different pressures 
图 1. 不同压力下的 Si、SiC 的吉布斯熵 

 
热力学过程从一个状态到另一个状态的能量变化能有效反映出其进行的方向和限度。由最小吉布斯

自由能原理，在等压、等温的封闭体系中，如果其非体积功为零，则一切热力学宏观自发过程的吉布斯

自由能总是减小的。在等温条件下，压力对自由能的影响不可忽略。如图 2 所示，以 Si 为例，在相同的

温度下，当压力从 0 GPa 增加到 20 GPa 时，自由能保持不变；当压力增加到 30 GPa 时，自由能明显增

加。说明半导体 Si 材料中，当压力增大时，Si 元素扩散的速率会对应减小。这是因为分子或原子间的间

距被压缩，它们之间的相互作用力增加了，压力的增加使得原子运动受到更大的阻碍，导致它们难以克

服能量势垒进行迁移，从而扩散速率减缓。对于 SiC 而言，当压力从 0 GPa 增加到 20 GPa 时，自由能逐

渐增加，继续增加压力，不会改变系统的吉布斯自由能。对于不同的半导体体系，压力对它们的影响机

制是不同的。在热处理加工实验中为了很好地控制材料的微观结构，对 Si 和 SiC 可分别采用 30 GPa 和

20 GPa 压力。此外，压力的变化也会影响半导体扩散层的浓度以及杂质分布，进而调控器件的性能。在

半导体设计工艺中，压力的控制是一个非常重要的参数。 
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Figure 2. Gibbs free energy change under different pressures 
图 2. 不同压力下吉布斯自由能变化 

 

 
Figure 3. The effects of different pressures on the heat capacity of Si and SiC 
图 3. 不同压力对 Si、SiC 热容的影响 

 
在高压下，半导体分子间的运动会受到限制，分子间距减小，相互作用加强，因此压力也会对热容

产生一定的影响。实验表明在相同的温度下，压力越大热容越小。图 3 是不同压力下的 Si 与 SiC 半导体

的热容随温度的变化曲线。可以看出，它们的热容随温度的升高而增大，与文献[11] [12]结果一致。在低

温时，由于准谐近似作用热容随温度变化较快；在高温时，由于非谐效应导致热容逐渐趋于稳定值，体

现为固体的共同性质。相同的温度条件下，压力的变化对 Si 半导体的热容影响与压力的大小有关，如在

低压下(<20 GPa)，热容不随压力改变而改变，但在高压下，热容明显减小。例如，在温度为 1000 K 时，

当压力从 0 GPa 增加到 30 GPa，Si 的热容从 12.2 J/(mol·K)减小到 11.4 J/(mol·K)。对于半导体 SiC，在不
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同的温度下，热容随着压力的增大而略微有所减小。当温度为 1000 K 时，当压力从 0 GPa 增加到 30 GPa，
热容仅仅从 46.4 J/(mol·K)减小到 45.9 J/(mol·K)，相对 Si 而言变化不明显。理论计算得到 SiC 的热容值

与杜隆–珀经典极限值 49.9 J/(mol·K)存在一定的偏差，主要是由于分析温度的最大值低于 SiC 的德拜温

度所致。压力的降低或温度的升高都可以增加 Si 或 SiC 的热容，但是压力变化对热容的影响比温度要小。 
SiC 半导体在反应动力学方面具有优越的高温特性，因此具有很高的德拜温度(1200-1430K)，使得 SiC

材料对于各种外界作用的表现出良好的稳定性。因此分析 SiC 材料的德拜温度随温度、压力的变化关系，

对研究其热输运特性有着重要作用。图 4 给出了 SiC 材料在压力 0~30 GPa、温度 0~1000 K 下德拜温度

变化曲线。可以看出，德拜温度随着温度的增加，呈现先减小后增大的趋势，最后达到一个极限值。    
 

 
Figure 4. The influence of pressure on the Debye temperature of SiC 
图 4. 压力对 SiC 德拜温度的影响 

 
在 0 GPa 压力时，德拜温度最低值为 944.5 K，最高值达到 1181.9 K。与常压下实验相比，SiC 在 0 

GPa 下的德拜温度最大值略低于实验值 1200~1430 K，这是由于压力增加会导致德拜温度升高。在低温

下，德拜温度最小值随着压力的增加而缓慢增加。在高温时，若保持温度不变，则德拜温度随压力增加

而逐渐增加，当压力增加到 20~30 GPa，德拜温度不再变化。在 1000 K、20 (或 30) GPa 时，德拜温度为

1283.2 K。因此，SiC 材料具有良好导热性及高温抗性，可广泛应用于高温、高压极端条件下的导热材料

中。 

6. 结论 

(1) 从基本假设出发，根据系统的能量转换关系，推导出平衡态下孤立系统的吉布斯熵表达式，与经

典热力学与统计物理教材的描述完全相同。利用此简短的推导方法，可以很好地诠释统计熵的内涵，避

免了繁琐的数学公式推导，非常有利于学生理解和计算。 
(2) 基于第一性原理计算，以 Si 和 SiC 为例，对比分析并讨论了不同压力、温度对吉布斯熵、自由

能、热容和德拜温度德的影响。 
(3) 从微观和宏观两个视角，基于理解吉布斯熵的概念的微观意义及推导过程基础上，计算分析了吉

布斯熵的宏观意义及在工程热力学中的应用。 
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