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摘  要：本文从星形模糊集的定义出发，引出了拟星形模糊集和伪星形模糊集的概念，通过研究其各

自重要性质给出了对应星形模糊集的若干等价判别条件；进一步，本文深入研究了它们与凸模糊集、

模糊数之间的关系，丰富和完善了星形模糊集的理论。 
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1. 引言 

1965 年，美国计算机与控制论专家 L. A. Zedeh

教授在《信息与控制》杂志上发表了一篇开创性论文

《模糊集合》，标志着模糊数学这门学科的诞生[1]。模

糊数学作为描述不确定性问题的一种方法，不管是在

理论上还是在应用中，都扮演了一个很重要的角色，

是目前刻画不精确或者不完全数据的一种有效方法[2]。

该理论已成功应用于模糊控制、模糊识别、模糊聚类

分析、模糊决策、模糊评判、系统理论、信息检索、

医学、生物学等各个方面[3]，并取得了很好的成果。 

作为模糊集理论的推广，近年来特别引人注意的 

方向就是对星形模糊集[4](starshaped fuzzy sets)的研

究。目前，国际上对于星形模糊集理论的研究比较活

跃，特别是将模糊集中的相关理论与方法推广到星形

模糊集并取得了大量研究成果[5]。邱东讨论了星形模

糊集、拟星形模糊集、伪星形模糊集的性质，以及它

们之间的关系[6]。然而如何判断某些模糊集是否为星

形模糊集仍然存在困难，而且有关星形模糊集与凸模

糊集的研究也相对甚少。 

基于上述原因，本文首先研究星形模糊集、拟星

形模糊集、伪星形模糊集的若干性质，并给出了其等

价命题，进一步，本文探讨了它们与凸模糊集、模糊

数之间的关系。 
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2. 星形模糊集 

对于一个经典的集合 ，如果存在nS R nx R ，

对于任意的 y S
n

有 

 | , 1 0, 0x y x y S      R  S    ，则

称 S 是相对于 x 的星形集。 

若存在 nx R ，使得 S 相对于 x 是星形集，则称

S 为星形集。 

将这种经典情形推广到模糊情形便有如下星形模

糊集。 

定义 2.1[6] 设  nf R  为正规模糊集，若对任意

的 nx R ，存在 ny R ，使得对任意的  0,1  ，有

    x y y  x  ，则称  是相对于 的星形模

糊集。 

y

例 2.1 设  f R   

 
 
 

e ,

e 0,

x

x

x
x

x




    
   

0
 

显然  在 处的隶属度为 1，且0y   x 对于任意的

 , 0,1x R       x y y     x 。因此  是相对

于 的星形模糊集。 0y

命题 2.1 设  nf R  为正规模糊集，若  是相

对于 y 的星形模糊集，当且仅当存在 ny R 且

，对于任意的  1y  nx R ，  0,1  ，有 

    x y y x     。 

证明 充分性：因为  是相对于 y 的星形模糊集，

故存在 ny R 使得对任意的  , 0,x R   1 有 

    x y y x                  (1) 

当 0  时，(1)式变为    y x  ，由 x 的任意

性，即得    supy x   又因为  nf R 
1

为正规模

糊集，故 。    supy x  

必要性：由星形模糊集的定义即可得证。 

命题 2.2 设  f R  为正规模糊集，若  是相对

于 y 的星形模糊集，当且仅存在 y R ，对于任意的

x R ，有 

(1) 当 时， ,x y   x 是单调递减的； 

(2) 当  ,x y  时，  x 是单调递增的。 

证明 充分性：因为  是相对于 y 的星形模糊集，

故存在 y R 使得对任意的 x R  0,1  有 

    x y y  x   。若 x y ,   0,1  有 

 x y y  x  ，又由于     x y y  x  ；根

据 x 、 的任意性可证得  x 在 是单调递减

的。同理可证

 ,y 

 x 在  , y 是单调递增的。 

必要性：因为存在 y R 使得对于任意的 x R ，

当  ,x y  时，  x 是单调递减的，当  ,x y 

时，  x 是单调递增的，所以对于任意的 x R 有

   y x  ，即   supy   1x   。又由于 

 ,x y   0,1 有  x y y x   ；  ,x y   

 0,1 有  x y y x    。根据  x 的单调性可

知，对于任意的 x R 、  0,  1 有 

    x y y  x    。综上所述  是相对于 y 的星

形模糊集。 

例 2.2 设  f R  且 

  1 ,

0

x a
a b 0b b

b

 
x a

x
   

 

 

其他

  


 

显然当 =x a 时   1a  。即  x 是正规模糊集，  x
的图像如图 1 所示。 

从图 1 容易看到  x 在  ,a b b 是单调增函数，

在  ,b a b 是单调减函数；根据命题 2.2 可证得  x
是相对于 的星形模糊集。 a

例 2.2 根据定义是很难证明的，然而根据命题 2.2

很容易证出它是相对于 的星形模糊集。 a

性质 2.1 若  f R  是相对于 y 的星形模糊集，

那么  一定是凸模糊集。 

证明 因为  f R  是相对于 y 的星形模糊集，

所以   1y  。而且对于任意的 x R ，当 x y 时

 x 是单调减函数，当 x y 时  x 是单调增函数。 

于是对于任意的 1 2 3x x x R   ，且 1 2x 3x x  。若 
 

1

0a-b a+bx

m(x)

a

 

Figure 1. The fuzzy set in Example 2.2 
图 1. 例 2.2 的模糊集 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                ORF 
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1) 1 2 3x x x   y 有      1 2 3x x    x ，故 

     2 1 3x x x    ； 

2) 1 2 3x x y x   有    1 2x x  ，故 

     2 1 3x x x    ； 

3) 1 2 3x y x x   有    2 3x x  ，故 

     2 1 3x x x    。 

综上所述对于任意的 1 2 3x x x R   ，且 1 2 3x x x 

有     2 1 3x x    x 成立。 

故  是凸模糊集。 

推论 2.1 若  f R 


是相对于 y 的星形模糊集，

那么任意的 0,1   ，   都是区间。 

推论 2.2 若  f R  是相对于 y 的星形模糊集，

那么  一定是模糊数。 

定理 2.1[7] 设 A 为模糊数的充要条件是存在区间

 ,a b ，使得 

   
 

1 a x b

A x L x x a

R x x b

   


  
  

 

其中 为增函数，右连续， ，且

。

 L x

  0

 0 1L x 

lim
x

L x


 R x 为减函数，左连续，  R x 0 1，

且 。   0R x lim
x

定理 2.2 若  A f R 为模糊数，那么一定存在

y R ，使得 A 是相对于 y 的星形模糊集。 

证明 设 A 为模糊数，则根据定理 2.1 存在区间

 ,x a b 使得 。故 A 是正规模糊集。又因  1A x 

x a ，  A x 为增函数； x b ，  A x 为减函数．故

存在  ,y a b 使得对于任意的 x R ，当 时 ,x y 

 A x 是单调递减的，当  ,x y  时，  A x 是单调

递增的。根据命题 2.2 可证得 A 是相对于 y 的星形模

糊集。 

性质 2.1[6] 若  nf R 


是相对于 y 的星形模糊

集，当且仅当任意的 0,1    都是星形集。 

定义 2.2[8] 设    1 2,n nf R f   R ，则 1 和 2
的卡氏积 1 2  定义为 1 2  ：  0,1n nR R   

      1 2, min ,x y x   y  , n， nx y R R  
n n

。 

定理 2.2[8] 设    1 2,f R f   R ，任意的

 0,1  ，  1 , 2

   分别是 1 2 的截集，那么 1 和

2 的卡氏积 1 2  的截集   1 2 1=   2

      
n n

。 

性质 2.3 设    1 2,f R f  

1 2

R 都是相对于 y

的星形模糊集，那么   也是相对于 y 的星形模糊

集。 

证明 1 2  是相对于 y 的星形模糊集 

  0,1  ，  1 2 
  是相对于 y 的星形模糊集

  0,1  ，  1 2

   是相对于 y 的星形模糊集

  0,1  ，  1

 且  2

 是相对于 y 的星形模糊

集 1, 2  是相对于 y 的星形模糊集。 

3. 拟星形模糊集 

定义 3.1[6] 设  nf R  为正规模糊集，若对任意

的 nx R ，存在 ny R ，使得对任意的  0,1  ，有

       min ,x y y y  x  ，则称  是相对于

y 的拟星形模糊集。 

例 3.1 设  f R  且   
2 1 1

0

x x
x

    
  其他

如图 2 所示。 

显然  x 是相对于 的拟星形模糊集。 0y 

命题 3.1 设  nf R  为正规模糊集，若  是相

对于 y 的拟星形模糊集。当且仅当 

   supy 1x  ，且  是相对于 y 的星形模糊集。 

证明  充分性：因为对于任意的 nx R ，有

    x y y x     ，  0,1  。取 0  可以得到

   y x  。由命题 2.1 。因此    1x supy 

  x y y      min    ,x x y   。故  是相

对于 y 的星形模糊集 

必要性：因为  是相对于 y 的星形模糊集且 

   supy  1x  ，所以对任意的 nx R ，  0,1 

有          min ,x y y    x  y  x 。 

推论 3.1 若  A f R 为模糊数，那么一定存在

y R ，使得 A 是相对于 y 的拟星形模糊集。 

性质 3.1 若  nf R 
n

是单调增函数(单调减函

数)，那么存在 y R 使得  nf R 是相对于 y 的拟 
 

1

1–1 0 x

m(x)

 

Figure 2. The fuzzy set in Example 3.1 
图 2. 例 3.1 的模糊集 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                ORF 
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星形模糊集。 

证明 因为  nf R  是单调增函数，而且对于任

意的 nx R 都有 。所以是单调有界函数。

故存在

 0 x 1
ny R 使得    supy x  。对于 nx R  有

   y x  。即对于 nx R 

   
有 

      ymiy x  n ,x 1  x y   。

即  是相对于 y 的拟星形模糊集。 

若  nf R  是单调减函数，存在 ny R 使得

   infy x 。对于 nx R  有    y x  。即对

于 nx R  有 

         min , 1x y y y x y           
n

 

故  f R  是相对于 y 的拟星形模糊集。 

性质 3.2 设  nf R  ，若存在 ny R 使得

，那么  0y   是相对于 y 的拟星形模糊集。 

证明 因为对于任意的 nx R 都有  0 1x  ，

所以对 nx R  有    y x  。因此对 nx R 

 
有

       y   miy  n  , 1x  x y y 

。故  是相对于 y 的拟星形模糊集。 

根据性质 3.2 很容易判断例 3.1 是拟星形模糊集。 

注：拟星形模糊集不一定是凸模糊集。 

例 3.2 设  f R  且 

 

 
 
 

2

2 2

1,1

2 1,

0

x x

x x
x

x x


     


   
   

   其他

, 1

2
 

 x 是相对于 的拟星形模糊集，从图 3 中

很容易看到存在

0y 

 使得   不是区间，故  x 不是

凸模糊集。 

4. 伪星形模糊集 

定义 4.1[6] 设  nf R  是正规模糊集，若对任意

的 nx R ，存在 ny R ，使得对任意的  0,1  ，有

       1x y y y   x   ，则称  是相对

于 的伪星形模糊集。 y

性质 4.1 设  1 2
nf R   为正规模糊集，若

1 2 
min

都 是 相 对 于 y 的 伪 星 形 模 糊 集 ， 那 么

    1 2, x x  也是相对于 y 的伪星形模糊集。 

证明 因为 1 2 
n

都是相对于 y 的伪星形模糊集，

所以对任意的 x R ，存在 ny R ，使得对任意的 

1

1 2–1–2 0 x

m(x)

 

Figure 3. The fuzzy set in Example 3.2 
图 3. 例 3.2 的模糊集 

 

 0,1  ，有 

        1 1 1 1x y y x y              (2) 

        2 2 1 2x y y x y              (3) 

由(2)(3)可得 

       
      

1 1 2

1 2

min ,

                               1 min ,

x y y x x

y y

    

  

  

 
   (4) 

       
      

2 1 2

1 2

min ,

                               1 min ,

x y y x x

y y

    

  

  

 
   (5) 

由(4)(5)式可得 

      
           

1 2

1 2 1 2

   min ,

min , 1 min ,

x y y x y y

x x y

   

     

   

   y
 

因此     1 2min ,x x  也是相对于 y 的伪星形模糊

集。 

推论 4.1 设 为正规模糊集，若 1 2
nf R  

1 2  都是相对于 y 的拟星形模糊集，那么 

    1 2,min x x  也是相对于 y 的拟星形模糊集。 

性质 4.2 设  f R  n 为正规模糊集，若  是相

对于 y 的伪星形模糊集，那么对于任意的 1 2
nx x  R 且 

1 2x y x  有
       31

1 3

x yy x

y x x y

   


 
成立。 

证明 记 3

3 1

x y

x x






则  1 31y x x    。由于 

是相对于 y 的伪星形模糊集 

          1 3y x       11 1x x    3x ，从

而有 

       
       

3 1

3 1 1

  

3

x y y y x y

x y x y x x

 

 

  

   
 

即有
       31

1 3

x yy x

y x x y

   


 
。 
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注：若  f R  是相对于 y 的伪星形模糊集，但

 f R  不一定是凸模糊集，如图 4 所示。 

 x 不是凸模糊集。 

5. 结论 
例 4.1 设  f R  且 

 

 

 

 

 

1.5 1.5, 0.5

4 2
0.5,0

5
4 2

0,0.5
5

0.5,1.5

0

x x

x
x

x
xx

x x



     


   
     

  


   其他

 

星形模糊集是一种特殊的模糊集，它的特殊性体

现在它的性质上。本文主要探讨了星形模糊集、拟星

形模糊集、伪星形模糊集的性质。分析了它们与凸模

糊集、模糊数之间的关系；补充了星形模糊集、拟星

形模糊集的等价命题,进一步加深了人们对星形模糊

集的认识，丰富和完善了星形模糊集的理论。 
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