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Abstract: Under the assumptions that the exchange rate and the asset of a transnational corporation follow 
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Numerical calculations for exchange risks and parameters are analyzed. 
 
Keywords: Transnational Corporation; Foreign Bonds; Bond Pricing; Bond Spreads; PDE Method 

跨国公司债券的 PDE 定价分析 

高  扬，梁  进 

同济大学数学系，上海 
Email: liang_jin@tongji.edu.cn 

收稿日期：2011 年 12 月 6 日；修回日期：2012 年 1 月 13 日；录用日期：2012 年 1 月 15 日 

摘  要：根据 Black-Scholes 理论，利用 Merton 模型，在汇率和国内外公司资产都满足随机过程的假定

下，分别建立了跨国公司本国和外国债券的偏微分方程(PDE)定价模型，并得到了定价的半封闭解，从

而比较了在本国和国外发行债券的利差。在此基础上，进行了计算数值，并对汇率风险和参数进行了

分析。 
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1. 引言 

随着国际化程度提高，出现了越来越多的跨国公司。起源于 17 世纪成熟于 19 世纪的跨国公司(Transnational 

Corporation)历史悠久。20 世纪初，随着美欧日本等西方国家对外扩张跨国公司的发展加速。20 世纪末以来，世

界经济一体化步伐加快，全球对外直接投资陡增，跨国公司随之进入全球化经营的新时代。我国开放后才有跨

国公司，起步晚却发展迅速。现在，我各类企业在 120 多个国家和地区开办了合资、独资和合作等各种形式的

跨国公司。 

各政府及研究机构对跨国公司有不同定义，但核心内容是相同的。所谓跨国公司，就是指由两个或两个以

上国家的经济实体所组成的或公或私或混合的所有制企业。该企业在这些国家设立机构从事业务活动，而各实

体通过股权等方式结合一起，并采取一致的战略在一个决策体系下运营。真正的跨国公司都有全球战略目标。

它们与单国企业相比要面临多个东道国的政治、社会、文化、经济、商业等环境因素，使其在经营战略、财务
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核算各方有更多特点。这些特征使跨国公司在经营中占优而管理更复杂。跨国公司的融资方式灵活。就地区而

言，其融资可在本国、子公司所在国或第三国进行。它们通常需要在全球范围内寻求和利用更有效的资金来源

和融资方式来尽可能降低成本并建立最佳的融资结构以增强国际竞争力。国际债券融资作为重要的融资方式，

已广泛地被跨国公司所采用，并成为许多大型跨国公司筹措长期资金的重要措施。所以研究跨国公司债券融资

方法有着重要的实际意义。 

世界债券市场里包括本国债券和国际债权。本国债券就是在自己的国家用本国货币发行的债券，而国际债

权是发行者在国外发行的以外国货币为面值的债券。即发行者和投资者属于不同的国家，筹集的资金来源于国

外金融市场。按发行货币与发行地点的不同，国际债券又可分为外国债券和欧洲债券。外国债券(foreign bond)

是种传统的国际债券，它指外国借款人发行的，以发行国货币标示面值的外国债券。如在美国发行的美元债券，

在日本发行的日元债券和在英国发行的英镑债券分别称为扬基债券(Yankee bond)、武士债券(Samurai bond)和猛

犬债券(Bull-dog bond)。欧洲债券(Eurobond)是借款人在国外的发行的以第三国的货币(欧洲货币)为面值的国际

债券。关于国际债券进一步的知识请参阅[1-3]。 

要考虑债券的利差，就要考虑债券违约的可能性。而可违约债券的定价，经典的模型是 Merton 模型[4]。所

以大多数跨国债券的定价都是在 Merton 模型的框架下结合汇率、利率等跨国资产的要素进行定价的。这方面的

研究近来有许多进展。M. Kafetzaki-Boulamatsis 和 D. Tasche 用 Merton 模型考虑的跨国公司包括多家外国子公

司的资产问题，但并没有给出解析解，只是应用数值方法进行了分析[5]。D. Galai 和 Z. Wiener[6]研究了同一个公

司分别发行本国和外国债券(美元和欧元)的情况，在汇率为常数的假定下分别计算发行两种公司债券的信用利差

的方法来帮助公司选择发行债券的种类。Katiuscia Manzoni[3]和 Austin Murphy[7]研究了欧洲债券的等级。更多的

相关工作请参见[5,8,9]。我们的工作在前人的基础上，将汇率的变化考虑进来，即假定国内外资产和汇率都满足

几何布朗运动，然后利用经典的 公式和 Black-Sholes 理论，建立了跨国公司的本国债券和外国债券的偏微分

方程(PDE)定价模型，并利用微分方程的理论给出了定价的半封闭解。我们的模型更加符合汇率变化无常的实际

情况，但在数学上求解我们要克服由此带来的高维等许多困难。最后的到的半封闭解具有很高的可算性，从而

可以定量地对发行债券进行决策。  

ˆIto

本文分为两部分，第一部分建模、解模并比较了在本国和国外发行债券的利差。第二部分进行数值计算和

参数分析。 

2. 跨国公司债券的定价模型 

本节中，我们分别建立本国债券和外国债券的定价模型，并计算同等债务下两种债券的信用利差。由于欧

洲债券和外国债券的区别主要体现在债券发行的政策法规和费用。而对同一币种，两者只是发行国家不同而面

值的计价货币是相同的。因此，对国际债券模型，我们只考虑外国债券的情形。为简计，所考虑的跨国公司由

国内母公司和国外的一家子公司组成，分别使用本国货币和外国货币。 

在建模前，我们先简单介绍下 Merton 模型。 

Merton 模型是把公司的信用违约简化成该公司的资不抵债，即模型假设公司资本结构由股票和面值为 F 到

期日为 T 的零息债券构成，公司偿还债务的能力完全取决于公司的资产价值 V 和所承担的债务，并假设公司总

资产 Vt满足几何布朗运动。公司的债券到期日的价值就是公司资产和债券面值较大的一个。也就是说,债券中嵌

入一个特殊的标的为公司资产的欧式看跌期权，这样就可以利用经典的 Black-Scholes 理论[10]，得到定价模型并

给出封闭解。 

而跨国公司的债券必然涉及的以不同货币结算的资产，所以汇率是不能不考虑的，而随机的汇率是更符合

实际情况的。我们记V 和 d
t

 f
tV 分别表示 t 刻母公司和以外币结算的子公司的资产价值， t时 X 表示 t 时刻标价方

式为直接标价的汇率。 
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2.1. 资产的运动假设和 Merton 模型 

假定 ， d
tV  f

tV 和 tX 分别服从初值已知的几何布朗运动 

 

 
1

1 1

d
d d

d
t

td
t

V
t W

V
   ,                                     (1) 

 

 
2

2 2

d
d d

f
t

tf
t

V
t W

V
   ,                                    (2) 

3
3 3

d
d dt

t
t

X
t W

X
   ,                              (3) 

其中 i ， 为相应的期望回报率和波动率，并且有 1, 2,3i i    1 2
12d ,d dt tCov W W t ,  1 3

13d , dt tCov W dW t ,

,

 

这里， 2 3
23d ,d dt tW tCov W 12 13 23, ,   1 。 

假设公司发行一张面值为 F 、期限为T 的债券，r 常数无风险利率。t 时刻的公司资产用 tV 示，它的运

行服从几何布朗运动： 

为 表

d
d dt

t
t

V
t W

V
   ,                                      (4) 

其中  为公司资产的期望回报率， 为公司资产的波动率， 为标准布朗运动。 tW

根据 Merton 模型[4]，若 表示 时刻公司债券的价格，则有 tB t

  ,r T t
tB Fe Y 

t                                       (5) 

其中 为以 标的资产，敲定价格为tY tV F 的看跌期权在 t 时刻的价格。如果能得到 ，那么就可以由上式得到 时

刻公司债券的价格 。 
tY t

tB

2.2. 本国债券 

公司总资产为国内外母子公司资产之和， 时刻以本币结算的总价值 为 t tV

   .d
t t t tV V X V  f                                    (6) 

考虑到公司债券的面值以本币标价，我们需要把子公司的资产也转化为本币的形式。令  f
t t tV X V ，由

公式[10]可以得到 

ˆIto

        
23 2 3d d df f f

t t t t t t t t d .fX V X V X V X V     t  

将(2)、(3)代入整理得 

  2 3
2 3 23 2 3 2 3

d
d d dt

t t
t

V
t W W

V
          


 .



 

定义一个新的布朗运动 ，它满足tW
2 3

2 3

2 2
2 3 23 2

d d
d

2

t t
t

W W
W

 

3    




 
 。再令 2 3 23 2    3   ， 

2 2
2 3 23 2 32        ，于是上式可以写成

d
d dt

t
t

V
t W

V
  


  。 

同时还有 

 
2 3

1 1 2 3 32
12 132 2

2 3 23 2 3

d d
d ,d d , d

2

t t
t t t

W W
Cov W W Cov W t

    
     

            


 

.  
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令    2 12 3 13          ，则有  1d ,d dt tCov W W t  。在上述变换下，式(6)可以改写为 

  .d
t tV V Vt                                                (7) 

若用    , ,dY V V t 来表示式(5)中期权的价格 ，则有 tY

            , , ,dd d r T t d d
T T t tY V V t E F V V e V V V V


         

   



           (8) 

由 Feynman-Kac 公式[11]， 满足如下偏微分方程的 Cauchy 问题，   , ,dY V V t

 

 
 

 
 

 

    
 

2 2 2 2 2 2 2
1

1 122
0,

2 2

, , 0,

,

d
d d

dd d d

d

d

VY Y Y V Y Y Y
V V V V r Y

t VVV V V V

V V t

Y V

    

 

     
     

    

   

    
 

       , ,d dV T F V V V V


 







           


  

T



     (9) 

根据多维 Black-Scholes 公式[10]，我们可以给出    , ,dY V V t 的表达式 

 

    
 

  
  

2
1

2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 2

1 22 2 20 0
1 2 1

1 1
, , e

2π 1

2
exp d d ,

2 1

dd r T tY V V t
T t

F

T t

  

          
    

 


 


 

    
   

 




 


             (10) 

其中， 
 

   
2 2
1

1 1 2
1 2

ln , ln .
2 2

dV V
T t T t

    
 

   
          

  

   

这样带积分的解，我们称为半封闭解。 

2.3. 外国债券 

若跨国公司考虑在子公司所在国家发行外国债券，则需要把全部的公司资产转化为该国货币结算。我们用

tX 表示 时刻标价方式为间接标价的汇率，于是 时刻以外币结算的公司资产的总价值 可以表示为 t t tU

   d
t t t tU X V V  f                                     (11) 

由于 tX 采用间接标价方式，所以它与采用直接标价方式的同一汇率 tX 有倒数的关系，即 1t tX X 。根据

(3)以及 公式有 ˆIto

   

2 2
3 3 2

2 3 2
3 3 3 3 32

1 1 1 1
d d 2 d d

2

1 1 1
d d d d d

t t t
t t t

t t
tt

X X t X
X X X

t X t W t W
X XX



     

 
    

 

3
3 ,t

        



 

设 2
3 3 3      ， 3

tW W 3
t  ，于是上式变为 

3
3 3

d
d dt

t
t

X
t W

X
  .  


  

从而可以看出，以间接标价方式标价的汇率仍然服从初值已知的几何布朗运动，而且作为同一汇率，无论
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采用哪种标价方式，其波动率都相同。 

设以外币标价的公司债券的面值为 K ，我们需要把母公司的资产也转化为外币标价的形式。令 ，

与上一节类似，由

 d
t t tU X V 

ˆIto公式可以得到 

  1 3
1 3 13 1 3 1 3

d
d d dt

t t
t

U
t W W

U
       ,     


  

与本币发行的情况类似，引入一个新的布朗运动 ，它满足ˆ
tW

1 3
1 3

2 2
1 3 13 1

d dˆd
2

t t
t

W W
W

 

3    




 
。再令 

1 3 13 1ˆ 3        ， 2 2
1 3 13 1ˆ 2 3        ，上式可以改写为 

d ˆˆ ˆd dt
t

t

U
t

U
  


 W                                        (12) 

同时有  
1 3

2 2 1 3 31
12 232 2

1 3 13 1 3

ˆd ,d d , d
ˆ ˆ2

t t
t t t

dW dW
Cov W W Cov W t

    
     

            
  

令 31
12 23ˆ

ˆ ˆ
  

 
  ，则有  2 ˆ ˆd ,d dt tCov W W t 。在上述变换下，式(11)可以改写为 

 f
t t tU U V                                           (13) 

若用   , ,f Z U V t 来表示式(5)中期权的价格，则有 

            , , ,fr T tf f
T T t tZ U V t E K U V e U U V V

         
    f f



 

由 Feynman-Kac 公式[11]，   , ,fZ U V t 满足偏微分方程的 Cauchy 问题： 

 
 

 

 
 

 

    

2 22 2 2 2 2
2

2 22 2

ˆ
ˆ ˆ ˆ 0,

2 2

, , 0,

f
f f

ff f f

f

VZ U Z Z Z Z Z
UV U V r Z

t UU U V V V

U V t T

Z

    

 

     
     

     

   

  
 
  

         , , ,f f fU V T K U V U V


 







           


   





      (14) 

由多维 Black-Scholes 公式[10]，可得   , ,fZ U V t 半封闭解的表达式： 

    
 

  
  

2
2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 2

1 22 2 20 0
1 2 2

1 1
, , e

2π ˆˆ 1

ˆˆ ˆ2
exp d d ,

ˆˆ2 1

fr T tfZ U V t
T t

K

T t

 

          
   

 


 


 

     
   

 



          (15) 

其中， 

 
 

 
22
2

1 2
1 2

ˆ
ˆln , ln

2 2

fU V
T t T t

   
 

  
2         

   


. 

2.4. 同等债务下两种债券的信用利差 

对于上述跨国公司来说，它的债券融资有两种选择：一个是在公司总部所在国家发行本国债券；另一个则
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是在子公司所在国家委托子公司发行外国债券。假设公司只能发行一张债券，忽略交易费的影响，那么为了在

两种债券中做出选择，我们可以考虑在债务相同的情况下分别计算两者的信用利差。 

若债券的收益率为 ，则债券价格也可以表示为 y

  ,y T t
tB Fe                                          (16) 

于是在初始时刻就有    01 ln y T B F  。设债券信用利差为 ，由于信用利差是债券收益率高于无风险利

率部分，故有 

c

01
ln

B
c y r r

T F
      
 

。                              (17) 

假设公司考虑发行面值为 F ，到期日为T 的本国债券，初始时刻的价格用 表示，根据(5)有 0B

0 ,rTB Fe p  0                                        (18) 

其中 。   0 , ,0dp Y V V 

如果此时公司不发行本国债券而考虑发行外币面值为 K ，到期日同样为T 的外国债券，若记该外国债券在

初始时刻的价格为 0
fB ，则根据(5)同样有 

0
fr T

0
f fB Ke p

                                        (19) 

其中 。   0 , ,0ffp Z U V 

若初始时刻，以直接标价方式标价汇率为 0X ，那么在债务一定情况下，有 

0 0 0
fB X B                                            (20) 

如果给定待发行的本国债券的面值 F，我们可以通过求解超越方程(20)得到待发行的外国债券的面值 K。这

样我们就可以在同等债务的前提下根据(5)式分别计算本国债券和外国债券的信用利差，从而比较两张债券的信

用风险。 

3. 模型的离散求解和数值结果 

本节中，我们首先以本国债券的偏微分方程模型为例给出显式差分格式，然后根据数值结果分析两种债券

的信用利差与相关系数的关系。 

3.1. 模型的离散求解 

下面我们将以定解问题(9)为例，给出它的显式差分格式(参见[10])。 

令
 

ln
dV

x
F

 
   

 
， ln

V
y

F

 
  

 


，

Y
v

F
   
 

，于是问题(9)转化为 

 
 

2 2 2
2 2 2 2
1 1 1 12 2

1 1 1 1
0,

2 2 2 2

, , 0,

, ,

d

v v v v v v
r v

t x y x yx y

x y t T

v x y T

                                   

   

    

 

   1 ,x ye e x y









          
 





               (21) 

用 ,t x , y 分别代表时间和二维空间的步长，在   : , , 0,x y t T     上建立网格： 

, , , , ,0 ,i j n

T
x i x y j y t n t i j n N N

t
               

,  
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定义函数 ，从而对定解问题(21)离散化，其中时间方向的一阶导数采用前差商，空间方向

的一阶导数采用一阶中心差商，二阶导数采用二阶中心差商，混合导数分别对 x 和 y 方向采用一阶中心差商，

可得 

  ,, , n
i j n i jv x y t v

1 1 1 1 1 1 1 1
, , 1, , 1, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 12

1 12

1 1 1 1 1
, 1 , , 1 1, 1,2 2 2

1 12

21

2 4

21 1 1

2 2 2 2

n n n n n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i j i j

n n n n n
i j i j i j i j i j

v v v v v v v v v

t x yx

v v v v v

xy

  

    

       
         

    
   

     
 

  

                

 

  

 

1 1
, 1 , 1

,

,

0,
2

1

n n
i j i j n

d i j

N i x j y
i j

v v
r v

y

v e e

 
 


 




    
       


  (22) 

整理式(22)得到下式，然后进行迭代计算。 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1
, 1 , 2 1, 3 1, 4 , 1 5 , 1 6 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1
,

1
n n n n n n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jv v v v v v v v v v

r t
             

           
           

 

其中 
2 2
1

1 2 2
1 ,

t t

x y

   
  

 
 2

21
2 1 12

1
,

2 22

t t

xx

          

2
21

3 1 12

1
,

2 22

t t

xx

          
 

2
2

4 2

1

2 22

t t

yy

          

   ，
2

2
5 2

1

2 22

t t

yy

          

   ， 1
6 4

t

x y

  


 
 

 

注：当 1 0  ， 2
1 12

1

1
1 0

2

x  



   且 2
2

1
1

2

y  



   


0 时，上述格式是稳定的。 

3.2. 数值结果和分析 

对于本国债券的情况，我们可以分别做出初始时刻的债券价格和信用利差与母公司和子公司资产价值的关

系图(图 1)，其中 ， ，2
1 0.02  2 0.04  0.05dr  ， 1 0.05  ， 0.05  ， 0.5  ， ，1T  1F  。 

 

  
(a)                                                                     (b) 

Figure 1. (a) Domestic bond price and (b) Credit spread vs assets values of parent and subsidiary companies 
图 1. 本国债券价格(a)和信用利差(b)与母公司和子公司资产价值的关系图 

 

下面我们首先固定 、 和其它参数，改变相关系数 
0

dV 0V  中的母公司资产价值与汇率的相关系数 13 ，做

出本国债券信用利差与 13 的关系图。取  
0 1dV  ， 0 1V  ， 2 0.02  ， 3 0.025  ， ， ，2

2 0.02 2
3 0.01 12 0.5  ，
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23 2 4  ，此时仍有 ，2 0.04  0.05  。然后固定 13 0.5  ，改变 和  中的子公司资产价值与汇率的相

关系数 23 ，做出本国债券信用利差与 23 的关系图(图 2)。 

 

  
(a)                                                               (b) 

Figure 2. Credit spread of domestic bond vs correlation coefficients (a) 
13
ρ  and (b) 

23
ρ  

图 2. 本国债券信用利差与
13
ρ 的关系图(a)和信用利差与

23
ρ 的关系图(b) 

 

从图 2 可以看出，本国债券的信用利差随着母公司资产价值和汇率之间的相关系数增加而增加；而随着子

公司资产价值和汇率之间的相关系数增加而减少。我们也可以说，母公司资产价值与汇率之间的相关性越强，

本国债券的信用风险越大；而子公司资产价值与汇率之间的相关性越强，本国债券的信用风险则越小。 

与本国债券类似，对外国债券，取 ，  
0 1fV  ，0 1U  0.05fr  0.05， 1 ， 2 0.02  ， 3 0.04  ， ，

， ，

2
1 0.02 

2
2  2

3 0.01 0.02 12 0.5  ， ，1T  K 1 0.5 。我们首先固定 13  ，改变相关系数 ̂ 中子公司资产价值

与汇率的相关系数 23 ，做出外国债券信用利差与 23 的关系图。然后我们固定 23 0.5  ，改变 ̂ 和  中的母公

司资产价值与汇率的相关系数 的关系图(图 3)。 13 13，做出外国债券信用利差与

 

  
(a)                                                                 (b) 

13
ρ  and (b) 

23
ρ  Figure 3. Credit spread of foreign bond vs correlation coefficients (a) 

图 3. 外国债券信用利差与
13
ρ 的关系图(左)和信用利差与

23
ρ 的关系图(右) 
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从图 3 可看到，外国债券的信用利差随着两个相关系数的增加都在减小，而且母公司资产价值与汇率的相

关系数对于信用利差的影响较大。这说明母公司和子公司资产价值与汇率的相关性越强，外国债券的信用风险

越小，而且母公司资产价值与汇率的相关性对于外国债券的信用风险影响较大。 

下面在公司债务一定的情况下考虑两种债券的信用利差。我们采用试探法求解超越方程(20)，即事先给定一

系列的外国债券的面值 ，方程右端，然后与左端进行比较，选出使方程两端的差的绝对值最小的 作为方程

的解。以母公司在我国，子公司在美国的跨国公司为例，相关的汇率为美元兑人民币汇率。取 ，

K K

6.820X  0 1U  ，

， ，r ， 
0 1fV  0.03dr  0.04f  1 0.05  ， 2 0.02  ， 2 0.02  ， ， ， ，2

1 0.02  2
2 0.02  2

3 0.01 12 0.5  ，

，1T  1F  。 
从表 1 和图 4 可以看到， 13 对于本国债券的信用利差影响较小，而对扬基债券的信用利差影响则较大。当

13 较小的时候，在同等债务的情况下扬基债券的信用利差要比本国债券的信用利差大；而当 13 较大的时候，

扬基债券的信用利差则比本国债券的信用利差小。这说明当母公司资产价值和汇率相关性很强的时候，与本国

债券相比，扬基债券的信用风险更小。从表 2 和图 5 可以看到，子公司的资产价值与汇率的相关性对于两种债

券的信用利差影响并不大。 
 

Table 1. Correlation coefficient 
13
ρ  vs face value K and credit spread when  

23
= 0.5ρ

表 1. 时不同
23

= 0.5ρ
13
ρ 下的扬基债券的面值 K 和信用利差 

13ρ  K res 本国债券的信用利差 扬基债券的信用利差 

–1 0.15576 2.7663e–005 0.032255 0.082646 

–0.5 0.15409 2.2447e–005 0.032257 0.071922 

0 0.15207 2.2283e–005 0.032259 0.058728 

0.5 0.14932 1.686e–005 0.032261 0.040475 

1 0.14415 2.673e–005 0.032263 0.0051937 

 

 

Figure 4. Correlation coefficient
13
ρ  vs credit spreads of Domestic and Yankee bonds when  

23
= 0.5ρ

图 4. 时本国债券和扬基债券信用利差与
23

= 0.5ρ
13
ρ 的关系图 
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Table 2. 
23
ρ  vs face value K and credit spreads when  

13
= 0.5ρ

表 2. 时不同
13

= 0.5ρ
23
ρ 下的扬基债券的面值 K 和信用利差 

23ρ  K res 本国债券的信用利差 扬基债券的信用利差 

–1 0.14932 2.345e–005 0.03226199 0.040483 

–0.5 0.14932 2.1306e–005 0.0322618 0.04048 

0 0.14932 1.9108e–005 0.0322616 0.040478 

0.5 0.14932 1.686e–005 0.0322614 0.040475 

1 0.14932 1.4566e–005 0.0322612 0.040473 

 

 

Figure 5. Correlation coefficient 
23
ρ  vs credit spreads of Domestic and Yankee bonds when  

13
= 0.5ρ

图 5. 时本国债券和扬基债券信用利差与
13

= 0.5ρ
23
ρ 的关系图 

 

4. 讨论 

本文在 Merton 框架下，考虑了在随机汇率的情况下，利用 Black-Scholes 理论建立了跨国公司债券的定价

模型，并给出了半封闭解，并在此基础上进行了数值计算和参数分析，还对发行本国债券还是外国债券给出了

定量分析的方法。这在实际应用中使很有意义的，因为该定量方法对于跨国公司决策在何处发行债券给出了一

个有力的工具。然而，本文的模型也是有局限性的，有待进一步的扩展和研究。主要的局限在于，模型假定了

本国和外国的资产都是单一的，外国资产只有一种。而实际情况要复杂得多。对于多资产、多国多汇率的情况，

可以应用本文模型的方法推广，相应的 PDE 就成为了多维的问题。 

具体来说，对于具多国子公司 的跨国公司，以本国债券为例，其总资产可表为  1i   n

f   

1

,
n

d ii
t t t t

i

V V X V


   

其中 和 i f
tV i

tX 分别是 t 时刻该公司在 i 国的资产和 i 国货币的汇率。它们都满足几何布朗运动，并且汇率相关。

类似与多资产的期权定价[3]，我们可以如同前面两小节的讨论，求解一个多维的偏微分方程的初值问题，通过

转置，消去交叉项，来得到相应的半封闭解。而多外汇带来的高维计算困难，我们可以通过多外汇降维技巧[12]

来求解。 
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本文模型另一个有待拓展的地方是可将利率延拓到随机的情形，在利率服从某随机过程的假定下，模型也

可以在本文的基础上进行相应的扩展，根据国外利率的个数会提高相应的维数。同样会带来高维计算的困难，

可以应用 Monto Carlo 等实用高维计算的方法来得到问题的解。 

结论：通过本文给出的跨国公司债券的定价公式，跨国公司可以计算在不同国家发行债券的成本，并进行

比较。从这些公式，我们还计算得到了公司价值和利差的关系图，以及参数的依赖关系。 
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