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摘  要：本文研究了一类混合变分不等式问题.在扰动泛函非光滑的情况下，给出了这类混合变分不等

式的最优性条件，设计了次梯度算法，并证明了该算法的收敛性。 
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1. 引言 

“变分不等式”是计算数学与运筹学的一个交叉研究领域，与非线性规划、互补问题、最优化理论、广

义方程、对策论、不动点理论等分支有密切的联系。它作为一类数学模型应用在如力学、工程学、经济学和

运筹学等诸多领域。对于经典的 Hartman-Stampacchia 变分不等式的理论与算法方面的研究可见文献[1]和文献

[2]。设 是一个实线性空间，nR , , nx x x x R   ， K 是 中的一个闭凸锥，映射nR : nf K R ， :F K R

是 中的凸泛函，本文考虑广泛应用在弹性塑料学领域的混合变分不等式问题[3]：求nR x K  ，使得 

     , 0,x x f x F x F x x K                                 (1) 

显然，若 F是零泛函，则(1)就是经典 Hartman 变分不等式：求 x K  ，使得 

 , 0,x x f x x K      

混合变分不等式问题比一般的变分不等式问题更加具有代表性，从而研究混合变分不等式问题具有更广

泛的适用范围。对于混合变分不等式问题的研究一般分为理论与算法，前者主要研究解的存在性、唯一性；

后者则主要建立在有效的算法及收敛性分析。文献[4]给出了在 Banach 空间混合变分不等式与 F-互补问题的

等价性，文献[5]提供了混合变分不等式的投影算法，文献[6]假设扰动泛函 F非光滑的情况下，给出了投影梯

度算法。 
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本文在扰动泛函非光滑的情况下，第二章给出了所需的定义和引理，第三章证明了这类混合变分不等式问

题的最优性条件，第四章设计了次梯度算法并对算法的收敛性进行了理论证明。 

本文记凸规划问题：求 x K  ，使得 

        min
x K

P x F x P x F x 


                                 (2) 

2. 预备知识 

定义 2.1  设 是非空凸集，若nR  , 0      ，则称是锥。若还有    ，则称 是凸锥。 

定义 2.2  设 nK R 是非空开凸集， f 是 K 上的凸函数， x K ，称集合 

      , ,nf x v R f y f x v y x y K         

是 f 在 x处的次微分，称 是 v f x f 在 x处的次梯度。 

定义 2.3  设 nK R 是非空开凸集且 0x K ，记     0 0 0,x v x x x K       ，则称    0 0x x  是

在点K 0x 处的可行方向锥。 

定义 2.4  设 是锥，则集合nR   , 0,ny R x y x      称为的共轭锥。 

引理 2.1  设 f 是 K 上的凸函数，则 f 在 K 的每一点都上半连续。 

引理 2.2[7]  假设 ，若P f  x是(1)的解，且 P是凸函数，则 x是(2)的解；反之，若 x是(2)的解，则 x也

是(1)的解。 

3. 最优性条件 

为方便叙述，本节记凸规划问题： 

        min , min
x K x K

x f x F x P x F x

 
                         (3) 

定理 3.1  x K  是(3)的最优解当且仅当 

 
    

, 1
min ; ; 0

g x g
P x g F x g



 

 
                                (4) 

证：设 x是(3)的最优解，若(4)不成立，则存在单位向量  0g x  ，使得 

           0 0

0 0
0 0

; ; lim lim
P x g P x F x g F x

P x g F x g
 

 

  

  
 

 

   
    0



  

由极限的保号性，存在 0 0  ，使得 

       
 0 0

00, 0,
P x g P x F x g F x 

 
 

      
     

即 

         0 0 , 0,P x g F x g P x F x 0              

由于  0g x  ，因此  0 , 0,g x x x K      

于是当 充分小时有 

   0 1x g x x x x x K               

这与 x是(3)的最优解矛盾。 

反之，设(3)成立， ,x K x x   ，有 
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   
 

 
 

 

 
 

 
 

max , max ,

max , max ,

v P x u F x

v P x u F x

P x F x

P x v x x F x u x x

x x x x
P x x x v F x x x u

x x x x

 

 

   

 

 
   

  



     

 
     

 

         (5) 

记 0

x x
g

x x









，则 0 1g  ，且  0g x ，有(4)和(5)得 

   
 

 
 

 

       
 

 
   

 
 

   
 

    
   

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
, 1 , 1

0 0
, 1

max , max ,

; ;

min ; min ;

min ; ;

v P x u F x

g x g g x g

g x g

P x F x

P x x x v g F x x x u g

P x x x P x g F x x x F x g

P x x x P x g F x x x F x g

P x F x x x P x g F x g

P x F x

 

 



   

 

     

     

   

    

 

 



    

        

        

      

 

 

即 x是(3)的最优解。 

引理 3.1  设 是闭凸集，且 ，令nC R frC  
1

min sup , , min , min
frg v Cv C

v g d v v 
 

  
v C

 

则 a)当 时，有0d  d   ；b)当 时，有0d    。 

证：a) 当 时，有0d  0 C ，从而存在 0v C ，使 0min
v C

d v


  v ， 

即 是 在 上的投影，于是0v 0x  C
2

0 0, ,v v v v C   。 

令 0
0

0

v
g

v
  ，即 0 0, ,v g v v C    ， 

从而 

0 0
1

min sup , sup ,
g v C v C

v g v g v d
  

      . 

另一方面， ,ng R g  1，有 0 0 0sup , ,
v C

v g v g v g v d


        。 

从而 

0 .v d      

综上所述，有 0v d     。 

b) 当 ，有 ，从而0d  0 C
1

min sup , 0
g v C

v g
 

  。 

如果 0 frC ，则 0  ，由边界点的凸集分离定理，存在单位向量 0
ng R ，使得 0, 0,v g v C   ，从而

00 sup ,v g


   0 ，因此 0  
C

。 
v C

如果 ，则 ，于是0 intC  0S ,ng R g  1，有
 0

max , supv g ,
v S v C

v g



 

  ， 

从而
1

min sup ,
g v C

v g 
 

  。 

以下证明  。 

如果   ，则 ，则存在向量 ，使   0S S  0 0v  0 0v S ，但 0v C ，根据凸集分离定理，存在单位 
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向量 0
ng R 和数 0  ，使得 0 0, ,v v g v C     。 

于是 0 0 0 0
1

min sup , sup , ,
g v C v C

v g v g v g v  
  

      ，即 0v    ，这与 相矛盾，因此  0 0v S

  。  

推论 3.1  在引理 1 的条件下，如果 0
0 0

0

min 0,
v C

v
v v d g

v
     ，则 0 0sup ,

v C
v g v d


     。 

推论 3.2  在引理 1 的条件下， 0 0 0d C      。 

引理 3.2  设 是紧凸集， 是闭凸锥，nB R nR   是的共轭锥，令 

, 1 1
, min max , , min sup ,

g g gv B v C
C B v g v g 

   
     

则  。 

证：已知 是紧凸集，则B
1 2

1 2sup , max , max ,
v B vv C

v g v g v g
 

  。 

当 时，有g 2 ,v g  0 ，从而
2

2max , 0
v

v g


 。 

当 时，则存在 ，使g 2v
  2 , 0v g  ， 

从而  
2

2 2 2sup , , , ,
v

v g v g v g  


       ，于是 1
1max , ,

sup ,
,

v B

v C

v g g
v g

g





  
 

， 

因此
1 , 1

min sup , min max ,
g g g v Bv C

v g v g 
   

   。  

推论 3.3  在引理 3.2 的条件下，如果 sup ,
v C

v g


 ，则 g且 sup , max ,
v Bv C

v g v g


 。 

定理 3.2  设 x K  是凸规划(3)的最优解当且仅当      0 f x F x x       。 

证：在引理 3.2 中取      , ,B P x F x x C B           ，注意到    ,P x x f x 以及 的光滑性， 

则 

 
      

 
 

 
, 1 1, 1

min ; ; min max , min sup ,
g g gg x g f x v B f x v C

P x g F x g f x v g f x v g 
  

   

       

        。 

是凸规划(3)的最优解的充要条件是
 

    
, 1

min ; ; 0
g x g

P x g F x g


 

 
   ， 根据定理 3.1， x

即 0  。根据推论 3.2，有 0 0 0d C      。于是 x是凸规划问题(3)的最优解 

     0 f x F x x        。  

推论 3.4  设 intx K  ，则 x是(3)的最优解当且仅当    0 f x F x    。 

设 0x 不是(3)的最优解，根据定理 3.2，有      0 00 f x F x x    0

0

，于是存在向量 ，  0 0v F x

 0w x ，使得  
   

   
0 0

0 0 0 0
,

min 0
v F x w x

d x f x v w f x v w
 

     0  。 

定义 3.1  设 0x K 不是(3)的最优解，若存在单位向量  0 0g x ，使得 

   
 

    
0

0 0 0 0 0 0
, 1

; ; min ;
g x g

P x g F x g P x g F x g
 

      ;  

则称 0g 是(3)在 0x 处的最速下降方向。 

定理 3.3  设 0x K 不是(3)的最优解，向量    0 0 0,v F x w x  0 满足条件 

 
   

   
0 0

0 0 0 0
,

min 0
v F x w x

d x f x v w f x v w
 

     0   
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则
 
 

0 0 0
0

0 0 0

f x v w
g

f x v w

 
 

 
是(3)在 0x 处的最速下降方向，且 

     0 0 0 0, ;d x f x g F x g   0  

证：设      0 0 0, ,B f x F x x C B         ，根据引理 3.2，有 

 
    

 
 

0 0
0 0 0

, 1 , 1
min , ; min max ,

g x g g g f x v B
f x g F x g f x v g  

     
      

由于 0x 不是最优解，则  0 0d d x  。 

根据推论 3.1 有
 

 
0

0 0sup ,
f x v C

f x v g d
 

     。 

根据推论 3.3 有  0 0g x   ，且 

 
 

 
   

 
   

0 00

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0sup , max , , max , , ;
f x v B v F xf x v C

0f x v g f x v g f x g v g f x g F x g
   

       。 

因此    
 

 
 

    
00

0 0 0 0 0 0 0 0
, 1

, ; sup , min ,
g x gf x v C

;f x g F x g f x v g f x g F x g
  

       ，即 0g 是(3)的最速下

降方向。  

4. 算法及收敛性 

算法 

Step1  取初始点 ，选取数列0 ,x K k  0  k 满足 ； 
0

0, 0, ,k k k
k

k  




     

Step2  若     0 k k kf x F x x    ，则停止；否则，转 Step3； 

Step3  计算向量   ,k k kv F x w x  k ，满足 

 
   

   
,

min 0
k k

k k k k
v F x w x

d x f x v w f x v w
 

     k   

并且计算
 
 
k k k

k

k k k

f x v w
g

f x v w

 
 

 
； 

Step4  令 1k k k kx x g   ， ，转 Step2。 1k k 

引理 4.1  是单调映射。 F  
定理 4.1  设 f 是单调映射， kx 是由算法 4.1 产生的点列，若 kx 不是凸规划问题的解，则对任意(3)的解 x，

且      k k k kg f x x x  F ，必存在常数 ，使得0kT   1 , 0,k k kx x x T 
   x   ；且若凸规划问题有

最优解，则 kx 的任一极限点都是凸规划问题的解；若还有扰动泛函 F是严格凸函数，则混合变分不等式有唯

一的最优解。 

证：注意到            ,0k k k kg f x F x x f x F x x           ，且由 F   的单调性可知 

    , 0k k kg f x f x x x      

即 

   , ,k k k kg x x f x f x x x      0  

直接计算 
2 2 2 2

1 2 ,k k k k k k k k kx x x g x x x g x x    
           。 
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若取 2 ,k k kg x x   ，则有 1k kx x x x 
    。 

令 2 ,k k kT g x x  ，则 ，且0kT  1k kx x x x 
    ， 

从而序列 kx 有界，则必存在聚点，下证 kx 的任一聚点都是凸规划问题(3)的解。 

设 ikx 是 kx 的任一收敛子列，且 lim
iki
x x


 ，从而有 

     0
i ik k ik

f x F x x     

于是      0 f x F x x       。 

即 x是凸规划问题(3)的最优解。当扰动泛函 F为严格凸函数时，凸规划问题有唯一解，从而混合变分不等

式只有唯一解。  

5. 结论 

本文通过将混合变分不等式问题转化为凸规划问题，在扰动泛函 F非光滑的情况下，给出了混合变分不等

式的最优性条件，设计了次梯度算法并证明了该算法的收敛性。从算法步骤可以看出，次梯度算法迭代简单，

比较容易实现，在每一迭代点处只要能够计算到目标函数次微分中一个元素就可以。另一方面，次梯度法不需

要线搜索，步长 k 事先给出，只要满足条件 

0

0, 0, ,k k k
k

k  




     
 

即可。在这里，条件 是要使点列
0

k
k






  kx 全局收敛所必须的。但是作为最早提出的非光滑优化算法，次 

梯度法有许多不足之处，一是收敛速度慢；二是次梯度法甚至不是下降方向。所以是否可以在迭代过程中通过

预测–校正的思想进行调整，从而加快迭代速度也有待深入探索。最后，作者对审稿人提出的修改意见表示感

谢。 
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