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Abstract 
Based on the Fischer-Burmeister function, a new Newton method is proposed for solving the 
Second-order cone programming. This algorithm adapts a new smoothing value function and 
proposes a Newton equation with disturbance to gain the search direction. Under suitable as-
sumptions, we prove that the proposed new method is globally and locally quadratically conver-
gent. 
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摘  要 

本文在Fischer-Burmeister (FB)函数的基础上，提出一种求解二阶锥规划(SOCP)问题的新光滑牛顿函数，

并采用一种新的价值函数。同时用一个带扰动的牛顿方程组去获得搜索方向，在适当假设下，证明新算

法具有全局收敛和局部二次收敛。 
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1. 引言 

本文主要考虑以下线性二阶锥规划问题: 

{ }Tmin | ,c x Ax b x K= ∈                                  (1.1) 

其对偶问题： 

{ }T Tmax | , , mb y A y s c s K y R+ = ∈ ∈                        (1.2) 

二阶锥规划是凸规划问题的一个重要分支，它是在仿射空间与有限个二阶锥的笛卡尔积的交集上极

小化或极大化一个线性函数。在现实生活中有着广泛的应用：图论优化(文[1])，力学(文[2])，投资组合(文
[3])等都可以转化为二阶锥规划问题求解。此外，许多数学问题也可转化为二阶锥问题求解：线性规划，

二次规划，范数极小化(文[4])，因而研究二阶锥规划具有重要的理论与现实意义。本文在向量值 FB 函数

的基础上进行改进得到一个新的光滑函数，并采用一个新的价值函数，给出求解二阶锥问题的一个光滑

牛顿法，并证明算法是全局收敛和局部二次收敛。 

2. 基础知识 

为了更好地研究二阶锥规划，介绍一些与二阶锥相伴的欧几里得若当代数的基本概念以及二阶锥规

划的最优性条件等。先介绍一些记号，其中 U 表示反射矩阵， 1nE − 表示 ( )1n − 阶单位阵， ( )Arw x 表示一

个箭形矩阵，本文用相应的大写字母表示箭形矩阵，比如 ( )X Arw x= ， ( )S Arw s= ， ( )W Arw w= ，

( )i iA Arw a= 。 

( ) ( )
T T

1 2

1 2 1 1

1
, , 1;n n n

n n

x x
U R Arw x R

E x x E
×

− −

   
∈ ∈   

−   
e  

0
0

0
 

对于 ( ) ( )1 1
1 2 1 2; , ;n nx x x R R s s s R R− −∀ = ∈ × = ∈ × ，定义如下若当积： 

( ) ( ) ( )
T

1 2 1 2

x s
x s Arw x s Arw x Arw s XS

x s s x
 

= = = 
+ 

e e   

记 2x x x  ， x y+ 表示通常的向量的加法。 
定理 2.1 (谱分解定理) (文[5]) 
对向量 x 我们定义与二阶锥有关的谱分解为： 1 1 2 2x c cλ λ= + ，其中 x 的谱值 iλ 和与之对应的谱向量 ic

如下： 

( ) 1
1 21 , 1, 2i

i x x iλ += + − =  
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( )

( )( )

1 2
2

2

1
2

1 1; 1 , 0;
2 1,2
1 1; 1 , 0;
2

i

i
i

x x
xc i

xω

+

+

  
− ≠     = =


− =

， 1nRω −∈ 是满足 1ω = 的任意向量。 

定理 2.2 (最优性条件) (文[6])如果(1.1)和(1.2)都有严格可行解，则 ( )( ), ,x y s 是(1.1)和(1.2)的最优解对

当且仅当 

T

, ,

, ,
.

Ax b x K
A y s c s K
x s

= ∈


+ = ∈
 =  0

                                   (2.1) 

对二阶锥规划，其二阶锥互补函数定义如下： 
定义 2.1 (文[7])如果向量值函数 :soc n n nR R Rφ × → 满足 

( ), , ,soc x s x s x K s Kφ = ⇔ = ∈ ∈0 0                           (2.2) 

则称 socφ 为二阶锥互补函数。 

对任意 ( ), , n mz x y R R Rµ += ∈ × × ，定义函数 ( ) 1 1: n m m nH z R R+ + + +→ 如下： 

( )
( )T, ,

H z b Ax

x c A y

µ

φ µ

 
 
 = −
 
 − 

                              (2.3) 

令 

( ) ( )T, ,

b Ax
z

x c A yφ µ

− 
 Ψ =
 − 

                              (2.4) 

其中 ( )T, ,x c A yφ µ − 是任意的二阶锥互补函数。易见 ( ), ,H x y s = 0是与最优性条件等价的方程组，由此

可知，( )* * *, ,x yµ 是 ( ), ,H x yµ = 0 的解当且仅当 ( )* * T, ,x y c A y− 满足最优性条件，是问题(1.1)和(1.2)的最

优解对。由上易知，求解此方程组的关键在于构造合适的二阶锥互补函数。由于常见的二阶锥互补函数：

向量值最小函数，向量值 FB 函数在 ( )0,0 点不可微(即非光滑)，不能直接用牛顿法求解，为了进一步研

究，先给出光滑化的概念。 
定义 2.2 (文[8])对于不可微函数 : n mh R R→ ，考虑带有参数 0µ > 的函数 : n mh R Rµ → ，如果它具备

如下性质： 
(1) 对于任意的 0µ > ， hµ 是光滑的； 
(2) ( ) ( )

0
lim , nh x h x x Rµµ→

= ∀ ∈ ； 

则称 hµ 是 h 的光滑函数。 

3. 一个新的光滑函数及其性质 

光滑函数在二阶锥规划算法研究中起着重要作用。由于向量值最小函数，向量值 FB 函数并不处处

连续可微，大大影响了其实际应用。本文在 FB 函数的基础上通过光滑对称扰动，得到一个新的向量值

函数 ( ), , : n n nx s R R R Rφ µ + × × → ： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2, , 2x s e x s e x s x e sµ µ µφ µ µ µ µ µ= + + − + + + + e                 (3.1) 
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因此可考虑用牛顿法求解 ( )H z = 0 ，但对于所构造的 ( )H z ，其雅可比矩阵必须是非奇异的。在讨

论 ( )H z 的性质之前先介绍相关结论。 

引理 3.1 (文[7])对于任意的 1, , p na a R∈ ，令 ( ) ( )21

1
, ,

p
p i

i
a a aχ

=

= ∑ 。则 χ 是全局利普希茨连续的；

若 1 2v v≠ ，其中 ( ) 1
1 2; nv v v R R −= ∈ × 且 ( )2

1

p
i

i
v a

=

= ∑ ，则 χ 在 ( )1, , pa a 的任意邻域是连续可微的， χ  

是强半光滑的。 

引理 3.2 (文[9])对于任意的 ,x y R∈ 和 nw K 0，如果 2 2 2nw K x y+ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0Arw w Arw x Arw w Arw y Arw w Arw x Arw w Arw y− − − −          ， 

且当 变为 时，上述结论仍然成立。 

定理 3.1 设 ( ) ( ) 1 1, , , :n m n m m nz x y R R R H z R Rµ + + + +
+= ∈ × × → 由(2.3)式定义，令 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 2 3 2 1 2 3 1

1 2, , 2 , ; na e x s a x e s a e w v a a a v v R Rµ µµ µ µ −= + = + = = = + + = ∈ × ， 

则 
(i) ( )H z 是 1 n mR + + 上的全局利普希茨连续的处处强半光滑函数，且在 ( ), , n mx y R R Rµ +∈ × × 处连续可

微，其雅克比矩阵为 

( )
( ) ( ) ( ) T

1

x s

H z A
z z z Aµφ φ φ

 
 ′ = − 
 ′ ′ ′− 

0 0
0 0                           (3.2) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 21 2z e x s W A e x s A x e sµ µ µ
µφ µ−  ′ = + + − + + + + e ， 

( ) ( ) ( )1 1 2
x nz e E W e A Aµ µφ µ µ−′ = + − + ， 

( ) ( ) ( )1 1 2
s nz e E W A e Aµ µφ µ µ−′ = + − + 。 

(ii) 如果矩阵 A 行满秩，对任意的 0µ > ， ( )H z′ 可逆。 

证明：首先由引理 3.1 易知(i)成立。下证(ii)成立。对任意的 0µ > ，要证 ( )H z′ 可逆，只需要证方程组

( ) 0H z z′ ∆ = 只有零解，即 ( ), , 0z x yµ∆ = ∆ ∆ ∆ = 。将(3.2)式代入 ( )H z z′ ∆ = 0 可得 

( ) ( ) T0, , x sA x z x z A yµ φ φ′ ′∆ = ∆ = ∆ − ∆ =0 0                        (3.3) 

将 ( )x zφ′ ， ( )s zφ′ 代入(3.3)式并将等式两端同时左乘 W，得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 Te W e A A x e W A e A A yµ µ µ µµ µ µ µ   + − + ∆ − + − + =    0             (3.4) 

因为 ( ) ( ) ( )2 2 22 0e W e x s x e s Kµ µ µµ µ µ+ − + − + ∈ 故由引理 3.2 知 ( ) ( )1 2e W A e Aµ µµ µ+ − + 与 

( ) ( )1 2e W e A Aµ µµ µ+ − + 可逆。将方程(3.4)左乘 ( ) ( ) 1T 1 2x e W A e Aµ µµ µ
−

 ∆ + − +  ，由 A x∆ = 0 得 

( ) ( ) ( ) ( )1T 1 2 1 2 0x e W A e A e W e A A xµ µ µ µµ µ µ µ
−

   ∆ + − + + − + ∆ =    。 
令 

( ) ( ) 11 2x e W A e A xµ µµ µ
−

 ∆ = + − + ∆  ， 

则 
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( ) ( ) ( ) ( )T 1 2 1 2x e W e A A e W A e A xµ µ µ µµ µ µ µ   ∆ + − + + − + ∆ =     0                 (3.5) 

由引理 3.2知矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2e W e A A e W A e Aµ µ µ µµ µ µ µ   + − + + − +   正定，因此 0x∆ = ，从而 x∆ = 0 ，

又矩阵 A 行满秩，由(3.3)式可得 y∆ = 0 ，即 ( )H z z′ ∆ = 0 只有零解，故 ( )H z′ 可逆。 

4. 算法的描述 

记 ( ), , : n mz x y R R Rµ += × × ，一般采用价值函数： ( ) ( ) 2
1 z H zθ = ，本文采用价值函数：

( ) ( ) 2
z zθ µ= + Ψ 。下面给出具体的算法描述： 
算法 4.1 (二阶锥规划的一个光滑牛顿法) 
步骤 0：(初始化)给出常数 ( ) ( )0, 0,1 , , , 0,1Rδ σ µ η γ+∈ ∈ ∈ 满足 0γ µ< 且 1η γ+ < 取 ( )0 0, n mx y R R∈ ×

为初始点，令 ( )0 0 0
0 , ,z x yµ= ，令 : 0k = 。 

步骤 1：(终止准则)若 ( )kH z = 0，停止，否则令 

: k
k

kG
β

γ
 

=  
 

，其中 ( ){ }2
min 1, k

k zβ γ θ= ，
( )
( ) ( )

1

k
k

k k

H z
G z

z

η

θ
= Ψ

+
。 

步骤 2：(确定搜索方向)解线性方程组 ( ) ( )k k k
kH z H z z γ′+ ∆ = 得到搜索方向 kz∆ 。 

步骤 3：(确定步长)记 kl 是满足下式的最小非负整数 l： 

( ) ( ) ( )1 1k l k l kz z zθ δ σ γ η δ θ + ∆ ≤ − − +  ， 

令步长 kl
kα δ= 。 

步骤 4：(迭代更新)令 1 , : 1k k k
kz z z k kα+ = + ∆ = + ，返回步骤 1。 

引理 4.1 令 ( )kzΨ 由(2.4)式所定义，如果 0kµ ≥ ，则 

( ) ( ){ }2
min 1,k kG z zη θ≤                                (4.1) 

证明：因为 ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 2 22k k k k

k kH z z z zµ µ θ= + Ψ ≤ + Ψ = ，所以 ( ) ( )2k kH z zθ≤ 。 

又因为 ( ) ( )k kz zθΨ ≤ ，故
( )
( ) ( ) ( )

( )

2

21 1

k k
k

k k k

H z z
G z

z z

η ηθ
η

θ θ
= Ψ ≤ ≤

+ +
。又从上式第一个不等式得 

( ) ( )( ) ( )2k kG z G z zη θ≤ − ，故 ( ) ( )2k kG z zηθ≤ 。综上可得(4.1)式成立。 
引理 4.2 设 ( ), k

k G zβ 由算法的步骤 2 所定义，则对任意的 0k ≥ ，有 

( ) ( ) ( )k k
k G z zβ γ η θ+ ≤ +                                (4.2) 

证明：对任意的 0ζ ≥ ，有 { }2min 1,ζ ζ≤ 成立，故由算法的步骤 2 得 

( ){ } ( )2
min 1, k k

k z zβ γ θ γθ= ≤ ， ( ) ( ){ } ( )2
min 1,k k kG z z zη θ ηθ≤ ≤ ，故(4.2)式成立。 

定理 4.1 设矩阵 A 行满秩，如果 0kµ > ，则算法 4.1 是适定的。 
证明：因为矩阵 A 行满秩且 0kµ > ，由定理 3.1 知 ( )H z′ 可逆，所以算法 4.1 的步骤 2 是适定的。令

( ), ,k k k n m
kz x y R R Rµ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ × × 是步骤 2 中方程组的解，则对任意的 ( ]0,1α ∈ ，有 

( )1 0k k k k k k kµ µ α µ µ α β µ αβ+ = + ∆ = + − + >                       (4.3) 

由于 ( )kzΨ 在任意的 k n mz R R R∈ × × 处连续可微，因此对任意的 ( ]0,1α ∈ ，有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

k k k k k

k k

k k

z z z z z o

z G z o

z G z o

α α α

α α α

α α α

′Ψ + ∆ = Ψ + Ψ ∆ +

= − Ψ + +

≤ − Ψ + +

                     (4.4) 

由(4.3)式和(4.4)式得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1 1

k k k k
k k

k k
k k

k k
k

k k

k

z z z z

z G z o

z G z o

z z o

z o

θ α µ α µ α

α µ αβ α α α

α θ α β α

α θ α γ η θ α

γ η α θ α

+ ∆ = + ∆ + Ψ + ∆

≤ − + + − Ψ + +

= − + + +

≤ − + + +

= − − − +  

 

上式第二个不等式由引理 4.2 可得，又因为 1γ η+ < ，所以存在一个常数 ( ]0,1α ∈ ，使得对任意的 ( ]0,α α∈ ，

有 

( ) ( ) ( )1 1k k kz t z zθ σ γ η α θ+ ∆ ≤ − − −                             (4.5) 

即步骤 3 可在有限步终止，故步骤 3 是适定的。综上可知，算法 4.1 是适定的。 

5. 收敛性分析 

定理 5.1 (i) 设矩阵 A 行满秩且 ( ){ }, ,k k k
kz x yµ= 是算法 4.1 生成的无穷迭代点列，则对 0k∀ ≥ ，有

0kµ > ， kz ∈Λ ，其中 

( ) ( ){ }: , , n mz x y R R R zµ µ β+Λ = = ∈ × × ≥ ，                     (5.1) 

(ii) (全局收敛) { }kz 的任意聚点 ( )* * * *, ,z x yµ= 都是 ( )kH z = 0的解。 
证明：(i) 由算法 4.1 的步骤 4 可知 ( ){ }kzθ 单调下降，由{ }kβ 的定义可知{ }kβ 单调下降。先用数学

归纳法证明 0kµ > ，由算法 4.1 的步骤 0 知 0 0µ γ> > ，假设 0kµ > ，下证 1 0kµ + > ，由于 ( ]0,1kl
kα δ= ∈ ，

( )0,1kβ ∈ ，由(4.3)式知 1 0kµ + > ，故 0kµ > 。 
同理用数学归纳法证明 kz ∈Λ ，由算法 4.1 的步骤 0 知 0 0µ γ β> ≥ ，即 0z ∈Λ，假设 kz ∈Λ ， 
下证 1kz + ∈Λ ，由(4.3)式可得 ( ) ( )1 11 1k k k k k k kµ α µ αβ α β αβ β β+ += − + ≥ − + = ≥ ，故 1kz + ∈Λ 。 
(ii) 不失一般性，设 *z 是点列{ }kz 的任意聚点，要证 ( )*zθ = 0，用反证法。假设 ( )*zθ > 0，由算法 

4.1 的步骤 3 知 ( ){ }kzθ 单调下降其有下界，结合 ( )kzθ 的连续性，有 ( ) ( )*lim k

k
z zθ θ

→+∞
= 。由 ( )kzβ 的 

定义知 ( )kzβ 单调下降且趋于 ( )*zβ ： ( ) ( ){ }* *
* min 1, 0z zβ β γ θ= = > 。另外，由(5.1)知，对任意的 0k > ，

有 k kµ β≥ ，从而 * * 0 0µ β µ≥ > 。又因为 ( )*H z′ 可逆，令 ( ), ,k k k
kz x yµ∆ = ∆ ∆ ∆ 为算法 4.1 的步骤 2 的解，

存在一个非负整数 l 使得 [ ]0,lδ α∈ ，当 k 充分大时，有 ( ) ( ) ( )1 1 1k kz zτθ σ γ η δ θ+  ≤ − − −  。存在 *z 的一

个闭邻域 ( )*N z 和正数 ( ]0,1t ∈ ，使得对于任意的 ( ) ( )*, ,z x y N zµ= ∈ 和所有的 [ ]0,t t∈ ，都有 0µ > ，

( )H z′ 非奇异且 

( ) ( ) ( )01 1 2k k kz t z t zθ σ γµ η θ + ∆ ≤ − −                           (5.2) 

由算法 4.1 的步骤 3 知，对于充分大的 k，步长 kl
k

τα δ δ= ≥ ，因此有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1llk k kz z zτθ σ γ η δ θ σ γ η δ θ+    ≤ − − − ≤ − − −    

上式两端取极限得 

( ) ( ) ( )* *1 1z zτθ σ γ η δ θ ≤ − − −   

由 ( )* 0zθ > 知， ( )1 0τσ γ η δ− − ≤ ，即 1γ η+ ≥ ，与算法步骤 0 中 1γ η+ < 矛盾，故 ( )* 0zθ = 。因此算

法 4.1 是全局收敛的。 
定理 5.2 (局部二次收敛)设矩阵 A 行满秩且 *z 是算法 4.1 产生的迭代点列 { }kz 的任意聚点，若

( )*V H z∈∂ 都是非奇异的，则 ( )21 * *k kz z O z z+ − = − ，且 ( )2
1k kOµ µ+ = 。 

证明：类似文献[10]中定理 8 的证明可得此结论，在此省略。 
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