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Abstract 
This paper focuses on an M/M/1/N queuing system with delayed startup time and partial failure. 
In such a queuing system, the server needs to experience a random time of start-up from the shut-
down period to the normal working period which follows an exponential distribution. Partial fail-
ure is not to immediately stop service for repair. It means that the system no longer admits any 
customer from outside, while it conducts service for the existing customers in the system with a 
lower rate. After all customers finishing the service and leaving, the system enters into the repair 
period immediately. By analyzing the two dimensional continuous-time Markov chain in this pa-
per, the Quasi Birth and Death (QBD) process for the system is established. By using the censoring 
technique, the stable distribution of the system is obtained according to the matrix geometric so-
lution method. Therefore, the sensitivity of the system to parameters is further analyzed by as-
signing different values to the single parameter. 
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摘  要 

本文研究的是一个带有延迟启动时间和部分故障的M/M/1/N排队系统。在此排队系统中，服务台从关闭

期到正常工作期间，需要经过一段随机时长服从指数分布的启动期。本文中所研究的部分故障指的是，

系统发生故障后并不会立即停止服务，而是以一个较低的速率服务系统中现存的顾客，同时拒绝新到达

的顾客进入系统中，当所有现存顾客服务完成并离开后系统立即进入修复期。易知本文中的二维连续马

尔可夫过程为拟生灭过程(QBD)，利用删失技巧及矩阵分析方法便可得到该系统的平稳分布，如此，赋

予各参数不同的值，便可进一步分析系统对各参数的敏感度。 
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1. 引言 

排队论是对排队等候过程中出现的拥挤和延误进行的数学研究，其研究内容涉及建模、性能、控制、

仿真、计算、推理和优化等各个方面。排队论研究等待服务的每一个组成部分，包括到达过程、服务过

程、服务台数量、等待空间的容量、排队规则和顾客数量(可能是人、数据包、汽车等)。 
丹麦数学家 Erlang [1]在一个世纪以前第一次在他的论文中介绍了排队论，用来研究电话通话问题，

从此开创了这门应用数学学科。Gnedenko 和 Kovalenko [2]讨论了带有部分故障的排队系统并且研究了部

分故障在 M/G/1 系统中的影响。部分故障意味着系统在正常工作期间的任意时间点都可能会发生故障，

但是，当系统发生故障时，服务不会立即完全停止，而是继续以一个较低的速率继续工作，并且不再接

受其他外来的顾客。Avi-Itzhak 和 Naor [3]在他们的论文中关注的是两种带有故障的排队模型，其中一个

模型是故障只会发生在服务台正在进行服务时，另外一个模型是故障可能会发生在系统空闲时。White
和 Christie [4]在他们的论文中研究的是带有故障和带有优先权的排队系统的相似性，并且讨论了这两种

效果。Sridharan 和 Jayashree [5]研究的是具有一般故障、部分故障和完全故障的有限队列的一些特性，此

处的部分故障是服务器发生故障时，允许顾客进入系统。Wang 等人[6]研究的是带有部分故障的马尔可

夫单服务台队列的均衡问题。Economou 和 Kanta [7]研究的却是具有开关周期交替的马尔可夫单服务台排

队系统。文章[8] [9] [10]考虑的都是具有工作故障的不同的排队模型。Xu 等人[11]分析的是 M/M/1 排队

系统中顾客的均衡策略行为，该排队系统是带有部分故障和可修复的条件。文章[12] [13] [14]讨论的都是

带有延迟启动的排队系统。延迟启动的排队系统指的是，系统从关闭期到正常工作需要经过一段时间的

启动期才能开始正常服务。杨喜娟等人[15]研究的是带有启动时间和工作故障的 M/M/1/N 排队系统。 
基于上述学者的研究，本文考虑的是带有延迟启动时间和部分故障 M/M/1/N 排队系统的性能。QBD

的特点和矩阵分析方法在解决二维马尔可夫过程中有非常重要的应用，相关问题在论文[16] [17] [18] [19]
中有提及到。删失技巧在有限空间队列和无穷空间队列的排队模型中起着重要的作用，它可以使得计算

更加的简便。 
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本文的排队系统可以模拟生活中的一些问题。假设有一台正常工作的机器在某一时刻发生了故障，

它会立即被一台工作速率更低的备用机器所代替，以保障持续的工作。在这种情况下，备用机器仅完成

系统内未完成的任务，当所有现存任务完成后，发生故障的机器才会被送去修理。 
本文的组织结构如下：第 2 节描述了本文的模型；第 3 节中运用删失技巧和矩阵分析方法，得到了

排队系统的平稳分布；第 4 节给出了一些数值算例；第 5 节总结。 

2. 模型描述 

本文考虑的是一个带有延迟启动时间和部分故障的 M/M/1/N 排队模型，其模型描述如下： 
1) 系统中只有一个服务台，服务台每次只能服务一个顾客，队列最大容量为 N。 
2) 顾客的到达是一个泊松过程，参数为 λ 。 
3) 当服务台正常服务完系统中所有的顾客后，立即进入一段随机长度为 L 的休眠期，L 服从参数为

θ 的指数分布。若休眠期结束时，队列中有顾客，则服务台立即进入正常忙期，正常忙期内顾客的服务

时长服从参数为 µ 的指数分布。否则，队列为空，系统立即进入关闭期。 
4) 若服务台在正常工作过程中发生故障，则系统不再接受新到达的顾客，并且服务台将以较低的速

率 wµ 进行服务，直到系统为空，此时系统立即进入修复期进行维修。维修完成后系统进入休眠期。假设

系统发生故障的过程服从参数为α 的泊松过程，维修时长服从参数为 β 的指数分布。 
5) 在系统关闭期内，若有外部顾客到达，则关闭期结束，经过一段随机长度为 T 的启动期，系统进

入正常忙期，T 是服从参数为 s 的指数分布。 
6) 上述的随机过程都是相互独立的，且在本文中规定 wλ µ µ< < ，以保证系统最终是平稳的。服务

台的服务遵循先到先服务(FCFS)原则。 

3. 系统的平稳分布 

令 ( )N t 表示 t 时刻系统队列中的顾客数， ( )I t 表示 t 时刻系统的状态。根据第 2 节的模型描述，有： 

( )
( )
( )
( )
( )

0,

1,
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3,

4,

I t

I t

I t
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由此可知， ( ) ( )( ){ }, , 0N t I t t ≥ 是一个二维连续时间马尔可夫过程，状态空间为   

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }0,0 , 0,1 , 0,4 , :1 , 0,1, 2,3k j k N jΩ = ∪ ≤ ≤ = 。 

特别地， ( )0,0 表示的是系统关闭期； ( )0,1 表示的是系统休眠期； ( )0,4 表示系统维修期； ( ),k j 表

示系统当前状态为 j，同时系统中有 k 个顾客。系统的状态转移图如图 1 所示。从图 1 中，可以看到上述

二维连续时间马尔可夫过程是不可约的，根据[20]文中的定理 6.2.16 和推论 6.2.6，可知本文系统的平稳

分布是存在且唯一的。 
令 ( ) ( ) ( ){ } ( ), lim , 0 , 0,1,2,3,4

t
P k j P N t k I t j k N j

→∞
= = = ≤ ≤ = ，为系统的平稳分布，则平衡方程如下 

( ) ( )0,0 0,1P Pλ θ= ，                                (1) 

( ) ( ) ( ) ( )0,1 1,2 0,4P P Pλ θ µ β+ = + ，                         (2) 

( ) ( )0, 4 1,3wP Pβ µ= ，                                 (3) 
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( ) ( ) ( )1,0 0,0s P Pλ λ+ = ，                               (4) 

( ) ( ) ( )1,1 0,1P Pλ θ λ+ = 。                               (5) 

由归一化条件知 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 0
0,0 0,1 0, 4 , 1

N

k j
P P P P k j

= =

+ + + =∑∑                       (6) 

 

 
Figure 1. State transition diagram (a) 
图 1. 状态转移图(a) 
 

根据删失技巧，可以得到删失后的马尔可夫过程的状态转移图，如图 2 所示，然后通过一些简单的

计算，就可以得到本文模型的平稳分布。 
 

 
Figure 2. State transition diagram (b) 
图 2. 状态转移图(b) 
 

删失掉状态 ( )0,0 ， ( )0,1 ， ( )0,4 ，可知一些状态转移速率变为： 

( ) ( ) ( )1,3 1,1wλµ λ θ+→ ， 

( ) ( ) ( )1,3 1,0wθµ λ θ+→ ， 
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( ) ( ) ( )1,2 1,1λµ λ θ+→ ， 

( ) ( ) ( )1,2 1,0µθ λ θ+→ 。 

下面我们就来研究删失后的马尔可夫过程。 
根据图 2，易知删失后的马尔可夫过程的 Q 矩阵为 

1

N

A C
B A C

B A C
Q

B A C
B A

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

  

， 

其中 
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0w w
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s s
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 
 
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，
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0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 w

B
µ

µ

 
 
 =
 
 
 

， 

( )
( )

( )

0 0
0 0
0 0
0 0 0 w

s s

A

λ
λ θ θ

λ µ α α
µ

− + 
 − + =
 − + +
 
  

，
( )

0 0
0 0
0 0
0 0 0

N

w

s s

A
θ θ

α µ α
µ

− 
 − =
 − +
 

− 

， 

状态空间为 ( ){ }0 , ,1 , 0,1, 2,3k j k N jΩ = ≤ ≤ = 。 
根据上文中的 Q 矩阵，易知删失后的马尔可夫过程是不可约的，且有唯一的平稳分布。下面我们先

给出如下定义： 

( ) ( ){ }lim ,kj t
P N t k I t jπ

→∞
= = = ， ( ) 0,k j ∈Ω ， 

( )0 1 2 3, , ,k k k k kπ π π π=π ，1 k N≤ ≤ ， 

( )1 2 3, , , , N= π π π π π 。 

根据删失后的马尔可夫过程的平衡方程，可得 

1 1 2 0A B+ =π π ，                                      (7) 

1 2 3 0C A B+ + =π π π ，                                   (8) 

1 1 0k k kC A B− ++ + =π π π ， 2,3, , 2k N= − ，                        (9) 

2 1 0N N NC A B− −+ + =π π π ，                                (10) 

1 0N N NC A− + =π π 。                                  (11) 

假设 

1k k kR−=π π ， 2 k N≤ ≤ ，                               (12) 

其中 kR 是 4 阶方阵。如果 1A 和 NA 是非奇异的，则 
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1
1 2 1 2 1BA R−= − =π π π ，                               (13) 

1
1 1N N N N NCA R−
− −= − =π π π ，                            (14) 

其中 1
1 1R BA−= − ， 1

N NR CA−= − 。 
接下来，将(14)代入(10)中，如果 ( )1

NA CA B−− 也是非奇异的，可得 

( ) 11
1 2 2 1N N N N NC A CA B R

−−
− − − −= − − =π π π ，                       (15) 

其中 ( ) 11
1N NR C A CA B

−−
− = − − 。 

最后，根据(9)和(12)，有 

( ) 1
1 1 1k k k k kC A R B R−
− + −= − + =π π π ， 2,3, , 2k N= − ，               (16) 

其中 ( ) 1
1k kR C A R B −
+= − + 。 

显然， kR 可由(12)~(16)推出。根据 Elhafs 和 Molle [16]文中所述，可知 
*

2k kR=π π ， 2,3, ,k N=  ， 

其中 *

2

k

k j
j

R R
=

=∏ ， 1
1 1R BA−= − ， 2R I= 。在(12)中，令 3k = ，可得 

3 2 3R=π π 。                                     (17) 

将(13)和(17)代入(8)中， 

( )2 1 3 0R C A R B+ + =π 。                               (18) 

根据归一化条件 

1 1
2

1
N

k
k

e e
=

+ =∑π π ， 

得 

*
1 2

2
1

N

k
k

e R e
=

+ =∑π π ，                                 (19) 

其中 e 是单位列向量。将(13)代入(19)中，易得 

*
2 1

2
1

N

k
k

R e R e
=

 + = 
 

∑π 。                                (20) 

结合(18)和(20)， 2π 易知，再由(13)便可得 1π 。接着根据(12)，有 
*

1 2 1 2k k k k k k kR R R R− − −= = = =π π π π ， 2 k N≤ ≤ 。 

由于删失后的马尔可夫过程满足下面的归一化条件 
3

1 0
1

N

kj
k j

π
= =

=∑∑ ，                                    (21) 

由(6)和(21)，易知 

( )
( ) ( ) ( )

,
1 0,0 0,1 0,4kj

P k j
P P P

π =
− − −

， ( )1 , 0,1,2,3k N j≤ ≤ = 。 

同时，基于(3)~(5)，可以得到下面的等式： 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

10

10 11 13

11

10 11 13

13

10 11 13

0,0
1

0,1
1

0,4
1

w

w

w

w

s
P

s

P
s

P
s

λ π λ
λ π λ µπ λ θ µ π β

µπ λ θ
λ π λ µπ λ θ µ π β

µ π β
λ π λ µπ λ θ µ π β

+
= + + + + +

 + =
+ + + + +


 =

+ + + + +

 

4. 系统性能分析 

设 ( ) ( ) ( )1 0,0 0,1 0,4m P P P= − − − 。系统的稳态性能定义如下： 
1) 系统吞吐率 

( ) ( ) ( )2 3
1 1

, 2 ,3
N N

w k k w
k k

TP P k P k mµ µ π µ π µ
= =

= ⋅ + ⋅ = +  ∑ ∑ 。 

2) 系统稳态可用度 

( ) ( ) ( )2 3
1 1

, 2 ,3
N N

k k
k k

Avai P k P k m π π
= =

= + = +  ∑ ∑ 。 

3) 系统稳态队长 

( ) ( )
3 3

1 0 1 0
, 0 0, 4

N N

ki
k i k i

Length k P k i P m k π
= = = =

   = ⋅ + ⋅ = ⋅     
∑ ∑ ∑ ∑ 。 

4) 系统处于正常忙期的概率 

( ) 2
1 1

, 2
N N

n k
k k

P P k m π
= =

= =∑ ∑ 。 

5) 系统处于故障忙期的概率 

( ) 3
1 1

,3
N N

b k
k k

P P k m π
= =

= =∑ ∑ 。 

6) 系统处于修复期的概率 

( )0,4rP P= 。 

7) 系统处于关闭期的概率 

( )0,0IdleP P= 。 

其次，我们给出了一些数值算例来说明一些参数对系统性能的影响情况。 
图 3 反映的是 λ 对TP 的影响，当其它参数不变时，TP 随着 λ 的增大而增大，即系统吞吐量随着到

达速率的增大而增大。图 4 反映的是α 对 Avai 的影响和 µ 对 Length 的影响，当α 不断增大时 Avai 先减

小到某一数值后不断增大，当 µ 增大时 Length 随之而减小。图 5 反映的是θ 和 s 对 nP 的影响，当θ 的增

大时， nP 先增大到某一数值后不断减小，而 nP 随着 s 的增大而增大直到趋于一个固定的值。图 6 反映的

是 wµ 对 bP 和 rP 的影响，显然， bP 和 rP 随着 wµ 的增大而减小。图 7 反映了θ 对 IdleP 的影响，其中 IdleP 随

着θ 的增大而增大。 
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Figure 3. λ  versus TP  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,4,3,2,3,15w s Nα β µ µ θ =  

图 3. 当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,4,3,2,3,15w s Nα β µ µ θ = 时， λ对TP 的影响 
 

 
Figure 4. α  versus Avai  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,4,3,2,3,15w s Nβ λ µ µ θ = ; 
µ  versus Length  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,3,2,3,15w s Nα β λ µ θ =  

图 4. 当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,4,3,2,3,15w s Nβ λ µ µ θ = 时，α 对 Avai 的影响；当

( ) ( ), , , , , , 2,2,2,3,2,3,15w s Nα β λ µ θ = 时， µ 对 Length 的影响 
 

 

Figure 5. θ  and s versus nP  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,3,15w s Nα β λ µ µ =  and ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,2,15w Nα β λ µ µ θ =  

图 5. 当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,3,15w s Nα β λ µ µ = 时，θ 对 nP 的影响；当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,2,15w Nα β λ µ µ θ = 时，s 对 nP

的影响 
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Figure 6. wµ  versus bP  and rP  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,2,3,15s Nα β λ µ θ =  

图 6. 当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,2,3,15s Nα β λ µ θ = 时， wµ 对 bP 和 rP 的影响 
 

 
Figure 7. θ  versus IdleP  for ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,3,15w s Nα β λ µ µ =  

图 7. 当 ( ) ( ), , , , , , 2,2,2,4,3,3,15w s Nα β λ µ µ = 时，θ 对 IdleP 的影响 

5. 总结 

本文主要研究的是带有延迟启动时间和部分故障的 M/M/1/N 排队系统的性能，根据删失技巧和矩阵

分析方法，得到了该系统的平稳分布然后分析了系统的性能。作为本文的拓展，我们将考虑带有无限等

待队列的排队系统，使用同样的技巧，可以研究排队系统的尾部渐近性。 
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