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摘  要 

本文运用磁性Jacobi场与轨道球的体积公式的关系，估计轨道球的体积。主要利用磁性Jacobi场比较定

理从上面来估计在Kähler磁场上轨道球的体积，其思想是将磁性Jacobi场放大，从而给出轨道球的体积。 
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Abstract 
In this paper, we consider the relationship between magnetic Jacobi fields and the formula of tra-
jectory-balls’s volume, which is performed to estimate for the volume of trajectory-balls. By ap-
plying mainly use the Kähler magnetic Jacobi field comparison theorem to estimate the volume of 
the orbital sphere on the magnetic field, the idea is to amplify the magnetic Jacobi field to give the 
volume of the orbital sphere. 
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1. 引言 

( )M J < > 是一个具有复结构的完备 Kähler 流形。在 Kähler 流形 M 上具有天然的闭 2 形 J ，我们

称 J 为 Kähler 形。如果 Kähler 流形 M 上具有常数倍的 J  (记为 Jκ κ=  )，则称它为 Kähler 磁场。设

曲线 γ 为 M 上以单位速度运动的带电粒子的轨迹，如果 γ 是以弧长为参数并满足 Jγ γ κ γ∇ =� � �  (这里 γ∇ � 是

对 γ 求协变微分，且具有黎曼连通∇的性质)，则我们称曲线 γ 为 M 上 κ -轨道。我们很容易发现当磁力

0κ = 的时候，轨道 γ 就是测地线，因此我们可以知道测地线与轨道的联系，也就是说轨道是测地线的

一般推广。Kähler 磁场上的轨道与复结构紧密联系，为了研究 Kähler 磁场，很自然地考虑用轨道的性质

来体现出 Kähler 磁场的一些性质。毫不夸张的说测地线在我们研究黎曼流形中扮演了重要的角色，既给

我们研究轨道提供了线索，又在我们估计轨道球的体积发挥了重大作用。 
在这篇文章中我们主要研究磁性 Jacobi 场与轨道球体积的关系，运用磁性 Jacobi 场比较定理来对轨

道球体积的上界做一个估计。在[1]中，白鹏飞和 Toshiaki Adachi 运用轨道球的体积元素和 Jacobi 场的关

系来进行对轨道球体积的研究，主要运用了 Bishop 比较定理和 Rauch 比较定理分别从上面和下面给出了

轨道球体积的估计。石青松和 Toshiaki Adachi 在[2]中用另一种方法从下面对轨道球体积进行了估计，并

且将结果进行了简化。这篇文章对于轨道球体积的研究既运用了一种新的方法，又将在[1]中从上面估计

轨道球的体积进行了优化。我们考虑轨道球体积与磁性 Jacobi 场的关系，运用磁性 Jacobi 场比较定理从

上面对轨道球的体积进行估计。主要思想是将磁性 Jacobi 场与轨道球体积公式联系起来，然后对磁性

Jacobi 场进行一个放大，从而可以得出轨道球体积的上界。这个工作能够让我们对一个抽象的轨道球有

个大致的了解，在我们以后继续研究轨道中起到重要的作用。 

2. 预备知识 

在我们进行研究之前，会给出用到的相关的定义、定理、引理和一些例子。我们既然是研究轨道球，

所以我们要对轨道球进行定义。首先给出轨道球的定义如下。 
定义 2.1 M 是完备的 Kähler 流形。对于任意的一个单位切向量 UMυ ∈ ，取 Kähler 磁力 κ 上的轨道

υγ ，满足条件 ( )0γ υ=� 。给任意一点 p M∈ ，我们定义一个磁场指数映射 : pexp T M Mκ → ，则在切空 

间上有： 

( ) ( ) , 0

, 0
p

p
p

exp
p
ω

κ

γ ω ω ω
ω

ω

 = ≠= 
=

  

我们称 ( ) ( ){ }| 0 ,r p pp exp t t r U Mκ
κ υ υ= ≤ ≤ ∈B 是以 p 为中心，半径为 r 的轨道球。很容易得到当

0κ = 时， ( )0
r pB 是半径为 r 的测地球，这就体现了轨道球与测地球的关系。 
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其次我们会给出轨道球体积的公式和相关的定义、引理，从中能清楚的体现出磁性 Jacobi 场与轨道

球体积公式的联系。 
定义 2.2 设 γ 是具有磁场域的黎曼流形 M 上的轨道，Y 是跟随 γ 的向量场，并满足： 

( ) ( )
( )

, 0

, 0

Y Y R Y

Y

γ γ γ

γ

γ γ

γ

∇ ∇ −Ω ∇ + =

∇ =

� � �

�

� �

�


 

则称 Y 是轨道 γ 的磁性 Jacobi 场。 
定义 2.3 ([1])一个映射 ( ) ( ), p pt exp tκ κυ υΘ =  ，则有 ( ), : 0,p pr U M MκΘ × → 。用这个映射来考虑 M

的体积，故需要定义一个函数 ( ),tκθ υ ，且有 ( ) *
,, d d Θ pt t VolMκ κθ υ ω = (这里的 dω是球 2 1n

pS U M− = 的体 

积元素)。 
引理 2.1 ([3])在磁力为 κ 的 Kähler 流形的轨道 γ 上任取一个磁性 Jacobi 场 X，都可以分为三部分来

表示，即 X XX f g J Xγ γ ⊥= + +� �  ( Xf ， Xg 是函数)，其中向量场 X ⊥ 在任意一点处都与 γ�和 Jγ�正交，且定

义 #
XX g J Xγ ⊥= +� 。 

引理 2.2 ([1])给定一个切向量 µ 属于在任一点 p 的切平面 pT M 上，正常磁性 Jacobi 磁场 

( )2,3, , 2jY j n= � 是随着磁力为 κ 上轨道 µγ 运动的，则 JY 满足以下条件： 
1) 0, 2,3, , 2jY j n= = � ； 

2) 向量组 ( ) ( )2 2, 0 , , 0nY Y
µ µγ γµ ∇ ∇� �� 是切平面 pT M 上的标准正交基。 

故可得： 

( )

# # # # # #
2 2 2 3 2 2

# # # # # #
2 3 2 3 3 3 2

# # # # # #
2 2 2 3 2 2

, , ,

, , ,
,

, , ,

n

n

n n n n

Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y
t

Y Y Y Y Y Y

κθ µ =

�

�

� � �

�

 

最后，我们给出两个轨道球体积求法的例子，让我们对轨道球有一个更深层次的了解，具体例子如

下。 
例子 2.1 在 n 中，磁力为 κ 的完备 Kähler 流形 M 中任取一轨道 γ ，γ 是半径为1 κ 圆，故可得到

( )0γ 到 ( )rγ 的距离为 ( ) ( ) ( );0 2 sin 2r rκ κ κ=� 。在引言中，我们提到了测地球和轨道球的联系，接下

来就说明这件事情。当 0 r κ< < π 时，则就有 ( ) ( );0r r p
κ

κ = �B B 。 因此，根据这种关系就能得到 ( ), ;0t uκθ  

的表达式了，然后就可求得轨道球的体积。 
另一方面，将磁力为 κ 的完备 Kähler 流形 M 上的轨道 γ 的 Jacobi 磁场 Y 表示成 

( )Y YY f t g J Yγ γ ⊥= + +� � ，并且满足 ( )0 0Y = ，利用 Jacobi 方程可得以下函数 

( ) ( )1 cosYf t a tκ= − , ( ) sinYg t a tκ= , ( ) ( ) ( )11 tY t exp E tκ⊥ −= − ; 

上面函数中的平行向量 E 是跟随 γ 的，并且 E 是与 γ�和 Jγ�正交的，则在引理$2.2$中 Jacobi 磁场可

以表示为以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1 1 cos sinY t t t tJ tκ γ κ γ
κ

= − +� � , 

( ) ( )( )11 1 t
jY t exp E tκ

κ
−= − , 
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其中平行向量场 3 2, , nE E� 是切平面 ( )( ) ( ) ( ){ }0 0 | , 0n nT T Jγ γυ υ γ γ
⊥
= ∈ ⊥� � � � 的一组标准正交基。即就有： 

( )
2 1

2 1 1: 0, sin cos
2 2

n

t n t tκθ κ κ
κ

−
 

=   
 

. 

例子 2.2 对于在 ( )1nP 中，取磁力为 κ 的完备 Kähler 的任一轨道 γ ，则轨道 γ 上任意一个正常

Jacobi 场 ( )Y YY f t g J Yγ γ ⊥= + +� � 都满足 ( )0 0Y = ，则可以将 ( ) ( ) ( ), ,Y Yf t g t Y t⊥ 具体表示如下： 

( ) ( )21 cos 1Yf t a tκ κ= − + , ( ) 2 21sin 1Yg t a tκ κ= + +  

( ) ( )1 2 21sin 1
2

tY t exp tE tκ κ⊥ −= + , 

上面函数中的平行向量场 E 是跟随 γ 的，并且 E 是与 γ�和 Jγ�正交的，则在引理 2.2 中 Jacobi 磁场可

以表示为以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2 2

1 1 cos 1 1sin 1
1

Y t t t tJ tκ γ κ κ γ
κ

= − + + + +
+

� , 

( ) ( ) ( )1 2
2

2 1sin 1 3, , 2
21

t
j jY t exp tE t j nκ κ

κ
−= + =

+
�  

其中平行向量场 3 2, , nE E� 是切平面 ( )( ) ( ) ( ){ }0 0 | , 0n nT CP T CP Jγ γυ υ γ γ
⊥
= ∈ ⊥ � � 的一组标准正交基。因此

( );1,t nκθ 的具体表达式如下： 

( )
2 1

2 2

2

2 1 1;1, sin 1 cos 1
2 21

n

t n t tκθ κ κ
κ

−
 

= + +  + 
 

从这个列子中，可以得到 ( )0γ 和 ( )rγ 之间的距离 ( );1rκ� 满足当 20 2 1r κ< < π + 时，有如下等式： 

( )2 21sin ;1 2 sin 1rκκ κ+ = +� . 

当 20 1r κ< < π + 时，可以得到 ( ) ( ) ( );1r rp pκ = �B B


。 

上述两个对轨道球体积求法的例子是比较特殊的，但我们还是能够从中看出在特殊的流行中轨道球

的体积可以计算的出来。我们就会有一个很自然的想法：就是在一般的流行中轨道球的体积能否计算呢？

在下面的部分就是关于这方面问题的研究，但通过研究发现在一般流行中轨道球体积的计算非常困难，

我们只能它的体积进行一个估计，并不能计算出确切的值。 

3. 用磁性 Jacobi 场比较定理来估计轨道球的体积 
在这部分，我们利用磁性 Jacobi 场比较定理给出轨道球的体积估计，主要的方法是通过函数 ( ); ;t c nκθ

与磁性 Jacobi 场的关系，来给出轨道球体积的估计。在进行该工作之前，我们对常数κ 定义关于该常数

的两个函数： ( ) 2·; : 0, 2c cκ κ π + →  
 R ， ( ) ( 2·; : 0, 2c cκ κ π + 

 。具体表达式如下： 

( )
( )2 2 2

2

2 2 2

1 sin 0

; 0

sinh 0

c ct c

t c t c

c c t c
κ

κ κ κ

κ

κ κ κ

 + + + >
= + =


− − + <


  
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( )

2 2 2

2

2 2 2

cot 0
; 1 0

coth 0

c ct c
t c t c

c c t c
κ

κ κ κ

κ

κ κ κ

 + + + >
= + =


− − + <

  

接下来，我们在给出主要定理之前，介绍几个重要的引理。 
引理 3.1 ([1])任取磁力为 κ 的完备Kähler流形M上一条轨道 ( )UMµγ µ ∈ ，假定轨道 µγ 在区间 ( )0, r

上没有共轭点。因此， µγ 上的 Jacobi 场 2 2, , nW W� 都满足以下三个条件： 
1) , 2, , 2j jW n= � ； 

2) ( )# #
2 2, , nW r W� 是切空间

( )( ) ( )
( ){ }#

|
r r

T M T M r
µ µγ γ µυ υ γ= ∈ ⊥ � ； 

3) ( )( )2 0W
µγ

∇ � 是与 Jµ 平行的。 

引理 3.2 ([1]) 假定磁力为 κ 的完备Kähler流形M上的一轨道 µγ 在区间 [ ]0, r 上没有共轭点，对于 µγ
的一 Jacobi 场 2 2, , nW W� ；在根据引理 3.1 可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( )# #2
2

1 , ,
, j jj

t r

nt W r W r
r t µκ γ

κ

θ µ
θ µ =

=

∂
= ∇

∂ ∑ � . 

引理 3.3 ([3]) Y 是磁力为 κ 的完备 Kähler 流形 M 上一轨道 µγ 的任意 Jacobi 场，且有 ( )0 0Y = 。向

量场 X 是随 γ 运动的，并满足 X 是与 γ�正交和 ( )0 0X = 。 如果轨道 µγ 在区间 [ ]0,T 上没有共轭点且

( ) ( )X T Y T= ，则有 ( ) ( )#
0 0
T TInd X Ind Y≥  (当且仅当 #X Y= 时等式成立)。 

引理 3.4 ([4])函数 ( );t cκ 和 ( );t cκ 在 20,t cκ ∈ π +  
区间上满足以下性质： 

1) 当 1 2κ κ< 时， ( ) ( )
1 2

; ;t c t cκ κ>  ； 

2) ( );t cκ 在区间 ( )20, 2 cκπ + 上单调递增； 

3) 当 2 0cκ + > 时， ( ) ( ); 2 2;t c t cκ κ<  ， 

当 2 0cκ + < 时， ( ) ( ); 2 2;t c t cκ κ>  ； 

4) 当 2 0cκ + > 时， ( ) ( )2 ; 2;t c t cκ κ<  ， 

当 2 0cκ + < 时， ( ) ( )2 ; 2;t c t cκ κ>  。 

引理 3.5 ([4]) ( )Y YY f t g J Yγ γ ⊥= + +� � 是轨道 γ 的磁性 Jacobi 场。则对 #
XY g J Yγ ⊥= +� ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )# # # # #
0 , 0 , 0TInd Y Y T Y T Y Yγ γ= ∇ − ∇� � 。 

定理 3.1 γ 是磁力 κ 为的完备 Kähler 流形 M 上的一轨道， �是整数，且有 ( )( )0cγ γ≤� 。如果截面

曲率满足下面条件： 

( )( ) ( ) ( ){ }min , | ,tRiem t T M tγυ γ υ υ γ∈ ⊥� , 0 t l< < . 

则可以得到以下结论： 

1) ( )( ) 20 2 4c cγ γ κ≤ π + ； 

2) 对于磁力 κ 为的完备 Kähler 流形上的轨道 γ 的任何 Jacobi 场 Y 满足 ( )0 0Y = ，当 0 t l< < 时有： 

( ) ( ) ( ) ( )
2# # #

2, ;Y t Y t Y t t cγ κ∇ ≤�  . 

证明：首先取磁力为 κ 的 ( )1M c 上一轨道 γ�，然后又在磁力为 κ 的 ( )4nM c 上取一轨道 γ̂ 。定
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义两个映射 tPγ 和 ˆ
ˆ tPγ ，其作用分别为 ( ) ( )0:t

tP T M T Mγ γ γ→ 和 ( ) ( )ˆ ˆ 0
ˆ ˆ ˆ:t

tP T M T Mγ γ γ→ 。设映射 ( ) ˆ0
ˆ:I T M T Mγγ → ，

容易知映射 I 是等距映射，也是保内积的，并且满足 ( )( ) ( )ˆ0 0I γ γ= �� 和 ( )( ) ( )ˆ0 0I J Jγ γ= �� 。对于任一正数

T，有T ≤ �，取轨道 γ̂ 的一 Jacobi 场 Ŷ ，则有 ( ) ( ) ( )( )ˆ
ˆ ˆ ˆ0 0; t tY Y T P I P Y Tγ γ

⊥= = � � 。又可知对于轨道 γ�的

Jacobi 场 gf Jγ γ+� �� ��� 满足 ( ) ( ) ( )0 0, Yg g T g T= =� � 。接着定义一个轨道 γ 的向量场 X， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ

ˆ ˆt tX g t J t P I P Y T Y tγ γγ
−⊥= +� � �� 。由此可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
ˆ

#

ˆ ˆT T

Y

X T g T J T P I P Y T Y T

g T J T Y T Y T

γ γγ

γ

−⊥

⊥

= +

= + =

��

�

� �
 

因此，有 ( ) ( )2 ; 1 2 2;4T c T cκ κ=  ，由引理 3.4 可以得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 22#
2 2 2

22
2

22

2

; ; ;

; ;

ˆ; 1 2 2;4

ˆ; , 1 2 2;4

Y

Y

Y

Y T T c g T T c Y T T c

g T T c Y T c

g T T c Y T T c

g T T c J g T J t Y T T c

κ κ κ

κ κ

κ κ

κ κγ γ

⊥

⊥

= +

≥ +

= +

= +�� �� �

  

 

 

 

 

经计算很容易可得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2#

ˆ2
ˆ ˆ; ; , ,Y T T c g T T c J g T J t Y T Y Tκ κ γγ γ≥ + ∇� ��� �  。又由 

( ) ( )ˆ0 0, 0 0g Y= =� 和引理 3.5 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ){ }
( ){ }

0 0ˆ

22 2 2 2
ˆ ˆ0

22 2 2
ˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, d

ˆ ˆ ˆ, d

T

T

T

T

g T g T Y T Y T Ind gJ Ind Y T

g g Y JY Y c g Y t

g g Y JY Y c X t

γ

γ γ

γ γ

γ

κ κ

κ κ

+ ∇ = +

≥ − + ∇ − ∇ − +

= − + ∇ − ∇ −

∫

∫

�

� �

� �

�� � �� � �

�� � �

�� �

 

再由常曲率曲面的性质和引理 3.3 有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

2 2 2
ˆ ˆ0

# # #
0 0

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, , , d

,T T

T

g T g T Y T Y T

g g Y JY Y R X X t

Ind X Ind Y Y T Y T

γ

γ γ

γ

κ κ γ γ

+ ∇

≥ − + ∇ − ∇ −

= = = ∇

∫

�

� �

�

�� �

� � �� �  

故容易得出 ( ) ( ) ( ) ( )
2# # #

2 ; ,Y T T c Y T Y Tκ γ≥ ∇ � 的结论，则定理得证。 

推论 3.1 M 是完备的 n 维 Kähler 流形，且满足 ( )Riem M c≥  (c 是常数)。对于任意一点 p M∈ ，以 p
点为球心、r 为半径的轨道球的体积满足下面的不等式 

( )( ) ( )2 1
2 1 20

; dn
r n

r
Vol p t c tκ

κω −
−≤ ∫ B  

( 2 1nω − 是 2 1nR − 中单位球 2 1nS − 的体积)。 

证明：设 ( )2,3, , 2jW j n= � 是完备的 n 维 Kähler 流形上以 p 点为起始点的轨道 γ 的 Jacobi 场。由引

理 3.2 可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )# #2
2

1 , ,
, j jj

t r

nt W r W r
r t µκ γ

κ

θ µ
θ µ =

=

∂
= ∇

∂ ∑ � . 
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很容易看出 Jacobi 场与所求轨道球体积的关系，再用 Jacobi 场比较定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2# # #

2, ;Y T Y T Y T T cγ κ∇ ≤�  , 

则就有 

( ) ( ) ( ) ( )
2#

2
1 , ;

, t r
t r

t Y T T c
r t κ κ

κ

θ µ
θ µ =

=

∂
≤

∂
 . 

又因 ( )#
j j jW g t J Wγ ⊥= +� ，则可得 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 , 2 1 ;

, t r
t r

t n T c
r t κ κ

κ

θ µ
θ µ =

=

∂
≤ −

∂
 . 

即有 

( ) ( )2 1
2, ; nt t cκ κθ µ −≤  . 

所以可得 

( )( ) ( )2 1
2 1 20

; dn
r n

r
Vol p t c tκ

κω −∞

−≤ ∫ B . 

4. 总结 

本文是通过磁性 Jacobi 场与轨道球的体积公式的关系，来估计轨道球的体积。主要运用了磁性 Jacobi
场比较定理来对轨道球体积进行了估计，并得到了较理想的结果。主要思想是对磁性 Jacobi 场进行放缩，

从而得到我们所需的结果。该工作让我们对抽象的轨道球有一定的了解，为以后研究轨道的性质做出了

重要的贡献。 
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