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摘  要 

传统主成分分析虽然可以有效地降低数据的维度，但是在数据的解释性方面表现不足。为了改进这一不

足，稀疏主成分分析应运而生，它将稀疏性融合到了主成分分析中，保持最大方差的同时得到稀疏的载

荷向量，可以更好地挖掘数据信息。本文首先对主成分的求解方法做了介绍，然后说明了稀疏主成分分

析在主成分分析的基础上进行的方法和理论改进，最后举例说明稀疏主成分分析在人脸识别、海洋油污

检测、医学诊断各方面的广泛应用。 
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Abstract 
Although traditional principal component analysis can effectively reduce the dimension of data, it 
is insufficient in the interpretation of data. In order to improve this deficiency, sparse principal 
component analysis emerges at the right moment. It integrates sparsity into principal component 
analysis to obtain sparse load vector while maintaining maximum variance, which can better mine 
data information. This paper first introduces the solution method of principal component analysis, 
then explains the method and theoretical improvement of sparse principal component analysis 
based on principal component analysis, and finally illustrates the wide application of sparse prin-
cipal component analysis in face recognition, Marine oil pollution detection and medical diagnosis 
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1. 引言 

主成分分析(PCA)自 1901 年被 Pearson [1]提出以来，逐渐得到发展，在高维数据分析和统计学习领

域占有极其重要的地位。作为一种无监督的数据降维方法被广泛地应用在控制科学与工程[2]、生物学[3]、
计算机科学与技术[4]等不同研究领域。 

合理解释所得主成分的含义是 PCA 的一个重点问题。由于主成分是原始数据的线性组合，这些线性

组合的系数通常是非零的，这对于数据的解释是不利的，随着需要处理的数据维度的增加，传统主成分

分析面临着巨大挑战，数据的结果解释性较差[5]。因此，人们希望这些系数中保留较少的非零元素，也

就是将稀疏性加入到主成分分析中，这样就产生了稀疏主成分分析(SPCA)。 
SPCA 的目标是在一个归一化向量的解释方差和该向量的非零分量的数量之间取得平衡，也就是增

加主成分载荷向量中的零元素使得问题具有较好解释性的同时尽可能多的保留原来数据的信息。SPCA
是 PCA 在某些方面的提升，但是由于约束项的加入，稀疏主成分分析问题会变成非光滑优化问题，求解

该类问题过程比较复杂，会用到次微分等优化概念还有松弛优化理论等方面的研究方法[6]。 
由于 SPCA 在数据处理中的作用之大，这个问题也成为了最近几年的研究热点，如在文章[7] [8]中都

做了重点介绍和阐述。目前，SPCA 已经被应用到了一些前沿领域。如海洋污染中油类识别的研究[9]，
人们将 SPCA 降维算法与支持向量机分类识别算法结合，提出了 SPCA-SVM 算法来达到快速且精准的识

别效果；在医学诊断中，稳定 SPCA [10]的聚类分析不仅能得到稳定的变量，还能较为快速准确地发现病

变细胞，得到满意的聚类效果；人脸数据集分析表明[11]，RSPCA 算法在获取稀疏解的情况下仍拥有着

不弱于 PCA 算法的表现，表明了 RSPCA 算法在人脸识别及书写数字识别方面具有优越性。 
本文主体分为五部分，第一部分对文中涉及的标记和符号进行说明，第二部分简单介绍了主成分分

析的基本知识及求解方法，第三部分重点叙述了从求解主成分到求解稀疏主成分的模型改进和发展，第

四部分举例了解了稀疏主成分分析的一些前沿应用，最后对全文进行总结。 

2. 符号 
n pX R ×∈ 是标准化的数据矩阵，n 表示样本数量，p 表示特征数量，不失一般性，假设 X 的列均值为

0。

T
1
T
2

T
n

x

x
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x

 
 
 =  
 
 
 

�
， p

ix R∈ 。 TX X nΣ = 是数据矩阵 X 的协方差矩阵，是一个半正定的对称矩阵。A 为矩阵，

( )Tr A 代表 A 的迹。 ( )T
1 2, , , p

pa a a R= ∈�α ， 0 = Γαα ，其中 {{ } }: 1, 2, , 0ii pΓ = ∈ ≠�α α 。 1
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Stiefel 流形。 

3. 主成分的求解 

实际数据中的多个特征之间可能存在相关性，这对数据的存储和处理都会造成困扰，主成分分析通

过寻找原始数据的线性组合来获得主要成分，这样能够将多个相互关联的特征简化为少数几个互不相关

的变量，有利于减少数据冗余，使得后续的处理更加高效。主成分的载荷向量之间是相互正交的且所得

主成分的方差最大，求最大方差的目的是尽可能多的保留原始数据信息。 

3.1. 前 k 个主成分的定义 

第一主成分的定义为 1 1Z X= α  [12]， 1
PR∈α 是一个单位方向，称为第一主成分的载荷向量，是通过

最大化方差求得的： 
T

1 arg max

s.t. 1

= Σ

=
α

α α α

α
 

第二主成分的求解，需要加入另一个约束条件 T
1 2 0=α α ，即两个主成分的载荷向量是相互正交的，

通过 2 2Z X= α 可求得第二主成分。其余的主成分也可以依次求解 ( )i k≤ ： 

( )

T

T

arg max

s.t. 1;

0 1 1

i

l l i

= Σ
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= ≤ ≤ −

α
α α α

α
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3.2. 通过求解协方差矩阵的特征向量来求解前 k 个主成分 

假设有 n 个样本点 ( )1,2, ,ix i n= � ， T P
ix R∈ ，第一主成分的载荷向量 1α 的方向就是使这 n 个样本点

投影到该方向所得方差最大的方向，可列下式： 
2T

1
1

1max ,
n

i
i

x
n =
∑ α  

1α 为单位向量，初步计算得： 

( ) ( ) ( )
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由矩阵代数定理：向量经矩阵映射前后长度之比的最大值就是这个矩阵的最大奇异值，可得： 

( )1
1

1

X
X≤

α
σ

α
 

其中 ( )1 Xσ 是矩阵 X 的最大奇异值，也是 TX X 的最大特征值的算术平方根。 
基于以上可得： 
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( )( ) ( )
2T T

21
1 1 1

1

1 1X u X XX
n u n n

     ≤ = = Σ     
σ λ λ  

( )1 Σλ 表示协方差矩阵 Σ的最大特征值，也是该问题的最大值。最大特征值 1λ 所对应的特征向量所

指方向就是 1α 的方向，故而求第一主成分的载荷向量问题就可以转化为求解协方差矩阵的最大特征值所

对应的特征向量的问题。基于以上事实，我们可以推广得到前 k 个主成分的载荷向量实际上与协方差矩

阵Σ的前 k 个最大特征值所对应的 k 个特征向量相一致。因此，可得主成分分析的一般步骤： 
1) 得到样本的数据矩阵； 
2) 将数据矩阵标准化； 
3) 求得标准化数据矩阵的协方差矩阵； 
4) 计算协方差矩阵的特征值和特征向量； 
5) 得到主成分。    

3.3. 通过求解数据矩阵的奇异值来求得主成分 

主成分也可以由数据矩阵的奇异值分解(SVD)求得， TX UDV= ，其中 U 和 V 分别是 n n× 和 p p× 的

正交矩阵，D 是一个对角矩阵，对角线上的元素依次递减。由奇异值分解得，V 的各列就是协方差矩阵Σ

的特征向量，因此它们就是主成分的载荷向量。 T 1V V −= ，故 Z XV UD= = 为主成分。 
因此，从不同的角度主成分会有不同的求解方法，这也便于我们去灵活地使用它。 

4. 稀疏主成分分析的理论 

传统主成分分析是寻找原始变量的线性组合，求得的载荷向量中的元素一般不为零，因此很难解释

数据的结果。当需要处理的数据维数较大时，传统主成分分析在计算上面临着巨大的挑战且最终结果不

是很理想。稀疏主成分分析能够很好地弥补传统主成分分析在数据解释方面的不足。 

4.1. 硬阈值法 

为了得到稀疏解，在实际中经常使用一种简单的硬阈值法。该法在主成分分析的基础上，忽略其中

一部分系数，也就是当某些系数的数值小于一个给定值时，就缩减为零，这样在载荷向量中就会出现很

多零元素，最后得到稀疏的载荷向量。但是这种方法依赖于主成分分析的结果，而且不适用于样本数据

有限的情况。 

4.2. L1约束法 

较好的方法是直接将稀疏性纳入到问题模型求解中。受到 LASSO 回归的启发，文章[13]提出了一种

叫做 SCoTLASS 的方法，该法通过在约束中加入 1L 范数来保证稀疏性。求解第 i 个主成分的形式如下： 

( )

T

T

1

max

s.t. 1

0 ; 2

i
i i

i

i l

i

l i i

t

Σ

=

= < ≥

≤

α
α α

α

α α

α

 

与传统主成分求解相比，上式多加入一个约束项
1i t≤α ，也就是 iα 这个向量的元素绝对值之和小 

于参数 t。对于 SCoTLASS 方法来说，参数 t 的选择是很关键的一步，但是由于该问题不是一个凸优化问
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题，所以对于 t 的选择没有合适的标准，因此计算成本较高。 
下式是通过将 1L 加入到目标函数中来解决前 k 个稀疏主成分问题的模型，文章[6]给出了解决方法。 

( )T
1

T

min

s.t. k

Tr A A A

A A I

− Σ +

=

λ
 

这是一个非光滑半正定的规划问题，其目标函数是光滑函数和非光滑函数的总和，为了求解这个问

题，这篇文章提出了一种在 Stiefel 流形上的基于撤回算子的近端梯度法，算法的每一步都涉及到一个结

构很好的凸优化问题，可以用半光滑牛顿法来解决。 
还有一些文章[14]将 1L 放入约束条件里来求解，这样也能达到获取稀疏解的效果，但是所用方法不同。 

4.3. 基数约束法 

该类方法限制载荷向量中的非零元素的个数以求得稀疏解，通过添加基数约束 ( )Card t≤α 或者加一

个惩罚项 ( )Card−ρ α 到目标函数中来达到获得稀疏解的目的。这里的基数约束也可以写为零范数约束

0 t≤α ，代表着对α 的非零元个数的限制，显然这已经是一个非凸非光滑的优化问题了，所以问题的求 

解难度加大。文章[15] [16]对这类模型进行了研究，虽然能够有效求解，但是结果的收敛性不强，而且由

于问题的非凸性，得不到问题的全局收敛性。 
在约束条件里加入稀疏性，求解第一主成分的模型如下： 

( )

T

2

max
s.t. 1

Card t

Σ

=

≤

α α
α

α

 

或把控制稀疏性的式子加入到目标函数中去： 

2

T
01

max
=

Σ −
α

α α ρ α  

由于 0L 的组合性质，求解该类问题的最优解是 NP-hard 的，而且求解前 k 个主成分时，要保证主成

分之间相互正交，因此除了单位化约束以外还会加入正交约束。直接求解这类既有稀疏约束又有正交约

束的问题是一项具有挑战性的工作[15]，故而有些方法将这样的非凸非光滑问题松弛为凸优化问题来求解

[17]。 

4.4. 低秩矩阵近似法 

在这个方法中，主成分可以通过解决以下问题来求解： 
T

,

2

min

s.t. 1
Fy

X y−

=
α

α

α
 

其中 X 就是数据矩阵， ny R∈ ， pR∈α 。若 X 为稀疏矩阵，著名的幂迭代法能够有效地解决这个问题[18]。
在此基础上可以加入 0L 或者 1L 来得到稀疏解，如下： 

2T
1 1,

1min
2 Fy

X y y− + +
α

α λ µ α  

其中， 0, 0≥ ≥λ µ 为两个参数，改变后的问题增加稀疏性的同时，要确保 X 的一阶近似度。当 0= =λ µ
时，原问题的最优解 ,y α 分别是矩阵 X 的左右奇异向量。 
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4.5. 近似法 

由奇异值分解法得第 i 个主成分 i i iiZ U D= ，列下式： 
2 2ˆ arg min iZ X= − +

β
β β λ β  

其中 0>λ ，以上将 β̂ 单位化就是第 i 个主成分的近似。在此基础上可以添加 1L 惩罚项来考虑下面的问题： 
2 2

1 1
ˆ arg min iZ X= − + +

β
β β λ β λ β  

该式被称为弹性网， 1λ 足够大时可以获得稀疏的 β ，当 λ 固定时，该问题可以被 LARS-EN 算法有

效地解决[19]。 
该法是在求得主成分的基础上得到近似的稀疏主成分，所以从求解过程来说不是独立计算的，需要

先求解主成分，再找其稀疏近似，具有依赖性。为了改进这一不足，文章重点提出了另外一种方法： 

( ) 2 2T

, 1
2

ˆˆ , arg min

s.t. 1

n

i i
i

x x
=

= − +

=

∑
α β

α β αβ λ β

α
 

所求 β 就是第一稀疏主成分的近似，类似地，还可以近似前 k 个主成分： 

( ) 2 2T

, 1 1

T

ˆ ˆ, arg min

s.t.

n k

i i j
A B i j

k k

A B x AB x

A A I
= =

×

= − +

=

∑ ∑λ β
 

同样，为了获得稀疏的载荷向量，可以将 LASSO 惩罚项加入到上面两个模型中。文章[19]提出了一

般化的 SPCA 算法对问题进行求解。文章[20]在主成分分析的基础上采用弹性网对各个主成分系数实行稀

疏近似，得到了稀疏近似主成分分析(sPCA)算法。sPCA 也具有 SPCA 的优点，不但保留了原始数据的特

点而且其系数具有稀疏性,能极大地提高模型的解释性。 
以上就是对稀疏主成分问题求解方法的一个分类介绍，所做处理都是为了获得稀疏的解，所以上述

这些问题有一些又可归为稀疏优化问题。根据问题的不同性质，各自有其独特的求解方法。文章[6]对稀

疏问题的求解做了详细阐述。 

5. 稀疏主成分分析的应用 

随着互联网技术的飞速发展和大数据时代的到来，海量的数据信息为人们生活带来了诸多便利。

SPCA 作为数据降维处理的重要工具，目前被广泛地应用于化学、生物医学工程、计算机科学与控制等

各大领域。 
文章[9]研究了一种高效的油类识别算法，对海洋环境保护以及石油的污染防治具有重要的实用价值。

文章对比了解决问题的 PCA-KNN，PCA-SVM，SPCA-KNN，SPCA-SVM 这四种算法的实验效果，结果

表明将三维荧光光谱技术结合稀疏主成分分析(SPCA)特征提取方法与支持向量机(SVM)分类算法对油类

进行识别提高了分类准确率。医学中通过对基因表达数据的聚类分析能够较快地发现肿瘤细胞，较为精

准地诊断疾病。但基因表达数据通常具有维度高样本小的特点，这使得采集的基因表达数据具有大量的

冗余与干扰信息，对这些数据直接聚类会使得算法变得低效。文章[10]在 SPCA 的基础上，将重复抽样的

Bootstrap 方法应用到稀疏主成分的方法中，获得以 Lasso 理论为基础的稳定稀疏主成分并进行聚类分析，

得到有效的数据信息。文章充分体现了稳定 SPCA 的聚类分析不仅能得到稳定的变量，还能较为快速准

确地发现病变细胞，得到满意的聚类效果。文章[11]提出了一个新的提取高维数据特征的方法，即重加权
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稀疏主成分分析(RSPCA)算法。文章建立了 RSPCA 算法的降维模型并对模型进行求解，然后应用到 ORL
人脸数据集分析中，对该算法的效果进行了实验研究。对比 PCA 算法和 RSPCA 算法在识别实验中的表

现，结果表明：RSPCA 算法在获取更稀疏解的情况下仍拥有着不弱于 PCA 算法的表现，该算法在人脸

识别及书写数字识别方面具有优越性。 

6. 结论 

本文从 PCA 的相关概念及求解模型入手，针对 PCA 对数据结果解释性不足的这一缺点，引出了改

进后的 SPCA 算法的多种模型。通过对这些模型进行分析，得出这些方法大多是在目标函数里或者是在

约束里加入可以提高稀疏性的项，比较常见的添加项是 L1范数项或者 L0范数项。虽然 SPCA 算法已经被

广泛地应用在一些前沿领域，如油类检测，医学诊断和人脸识别，但是其仍处于发展阶段，学者们还在

探索高效的求解方法，完善相关理论知识并将这些成果应用于不同的领域去解决实际问题。 
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