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摘  要 

当 ,ψ ϕ 是admissible函数时，我们考虑了集值映射的全局ψ -开性，证明了其与全局ψ -度量正则性是等

价的。我们把ϕ -正则函数的定义拓展至全局情形，证明了全空间上的ϕ -仿凸函数是连续全局ϕ -正则的。

在目标函数是连续全局ϕ -正则的或ϕ -仿凸的假定下，我们研究了tilt扰动下的稳定全局极小值与目标函

数次微分的全局度量正则性之间的关系，将一些已有的凸性结果推广至非凸情形。 
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Abstract 
When ,ψ ϕ  are admissible functions, we consider the global ψ -openness of the set-valued map 
and show that it is equivalent to the global ψ -metric regularity. We extend the definition of ϕ -re- 
gular functions to the global case, and prove that the ϕ -paraconvex function on the whole space is 
continuously globally ϕ -regular. Under the assumption that the objective function is continuously 
globally ϕ -regular or ϕ -paraconvex, we study the relationship between the stable global mini-
mum and the global metric regularity of the subdifferential of the objective function under tilt per-
turbations, and extend some convexity results to non-convex cases. 
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1. 引言 

Tilt 扰动下局部极小值的稳定性研究起源于 Poliquin 和 Rockafellar 的开创性工作[1]，并在近二十年

受到众多学者的广泛关注。特别的，在 2008 年，Artacho 和 Geoffroy 在 Hilbert 空间中首次证明了凸函数

f 在某点有稳定二阶强局部极小值当且仅当 f∂ 在该点是强度量正则的[2]。随后，在目标函数是次微分连

续且 prox-正则的非凸假定下，Drusvyatskiy 和 Lewis 在有限维空间中证明了 f 在某点有稳定二阶强局部

极小值等价于 f 在该点有 tilt-稳定局部极小值等价于 f∂ 在该点是强度量正则的[3]。最近，有限维空间中

的结果被拓展到无限维的 Banach 空间或 Asplund 空间中[4] [5]。最初考虑的二阶问题也被郑喜印等人拓

展至 q 阶以及所谓的ϕ 阶情形[6] [7] [8] [9]，此处ϕ 是 admissible 函数。回顾函数 : R Rϕ + +→ 被称为

admissible 的，若它是非减函数，满足 ( )0 0ϕ = 且有 ( )( )0 0t tϕ → ⇒ → 。以上工作研究了目标函数受 tilt
扰动后局部极小值点的不同稳定性行为，并已经形成了较为完备的结果。这些稳定性行为的研究对于算

法的调整，特别是停机准则和收敛性分析有重要意义[1] [4] [5]。直至 2021 年，文献[10]首次考虑了集值

映射的全局度量正则性和稳定的全局极小值，并将一系列局部定义拓展至如下的全局定义。 
定义 1.1：设 ,X Y 均是 Banach 空间， ,ψ ϕ 均是 admissible 函数，F 是 X 到 Y 的集值映射， 

{ }:f X R→ ∪ +∞ 是真下半连续函数。 
1) F 在 ( )y F X∈ 处被称为全局ψ -度量正则的(全局ψ -pseudo-度量正则的)，若存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞

使得 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )1, , , ,Yd x F y kd y F x x y X B yψ τ δ− ≤ ∀ ∈ ×  

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )1, , , , , .Y Yd x F y kd y F x B y x y X B yψ τ δ δ− ≤ ∩ ∀ ∈ ×  

如果额外有 ( )1F y− 是单值，则 F 在 y 处被称为全局强ψ -度量正则的(全局强ψ -pseudo-度量正则的)。 

2) f 被称为有稳定全局ϕ -适定性，如果存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 以及单值映射 ( )*: 0,
X

B Xθ δ → 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
* * * * *, , 0, .

X
f x f u u x u k x u x u X Bθ θ ϕ τ θ δ≥ + − + − ∀ ∈ ×  

3) f 被称为有ψ -tilt-稳定全局极小值，如果存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得对于任意的 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ，

( )*M u 是单值且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
* * * * * *
1 2 1 1 1 2, 0, ,

X
k M u M u u u u u X Bψ τ δ− ≤ − ∀ ∈ ×  

其中 ( )*M u 表示扰动后的函数 *
*:

u
f f u= − 的全局解集映射，即 

( ) ( ){ }* * * *: arg min , .
x X

M u f x u x u X
∈

= − ∀ ∈  
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文献[10]研究了稳定全局适定性、tilt-稳定全局极小值和次微分 f∂ 的两种全局度量正则性之间的联

系。在目标函数 f 是凸的假定下，其得到如下结果(参考文献[10]，定理 3.4 和 3.5)： 

定理 A 设ψ 是 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ， ( )inf
x X

f x
∈

> −∞， ( )0 f X∈∂ ，则 f

有稳定全局ϕ -适定性当且仅当 f∂ 在 0 处是全局强ψ -度量正则的。 

定理 B 设ψ 是严格递增的 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ， ( )inf
x X

f x
∈

> −∞， 

( )0 f X∈∂ ，则 f 有稳定全局ψ -tilt-稳定全局极小值当且仅当 f∂ 在 0 处是全局强 1ψ − -pseudo-度量正则的。 

但相较于局部情形下丰富的研究成果，文献[10]中的工作还存在着一些留白。一方面，文献[10]仅在

目标函数为凸的假定下探究了稳定全局极小值和次微分的全局度量正则性的联系。另一方面，它并没有

考虑与次微分相结合的一致增长条件——极小值的另一种稳定性行为(参考文献[7]，定义 3.2)。在局部情

形时，姚等人[8]在 2017 年将函数的 prox-正则性定义扩充至ϕ -正则性，并把[9]中的相关凸性结果推广至

目标函数 f 是ϕ -正则的非凸情形。受此启发，我们把函数的ϕ -正则性定义拓展至了全局情形，提出连续

全局ϕ -正则函数的定义，并把定理 A 拓展至目标函数是连续全局ϕ -正则的非凸情形。同时，我们把一

致增长条件的定义也拓展至全局情形。类比局部视角下的相关结果[4] [7]，我们探究了全局一致增长条件

和次微分的度量正则性以及其它稳定全局极小值之间的联系。对于那些在局部情形向全局情形拓展中丢

失的性质，我们给出了反例进行证伪。 
本文的剩余部分结构如下。在第二章，我们回顾了我们用到的变分分析中的一些定义和定理。在第

三章，我们把集值映射线性开性的定义拓展到全局ψ -开性，并建立了全局ψ -开性和全局ψ -度量正则性

之间的等价关系。该结果补充了([10]，命题 2.5)所建立的等价关系，同时也可看做([11]，定理 5A.3)在全

局和高阶情形的拓展。在第四章，我们给出了连续全局ϕ -正则函数的定义，并证明了定义在 X 上的ϕ -
仿凸函具有连续全局ϕ -正则性。在目标函数是连续全局ϕ -正则的或ϕ -仿凸的假定下，我们将定理 A 推

广至非凸情形。在第五章，我们给出了函数 f 有一致全局增长条件的定义，并讨论了它和稳定全局适定

性之间的联系。同时，我们发现若扰动后的函数是 invex 的，定理 B 的等价性依旧存在。 

2. 预备知识 

设 ,X Y 是 Banach 空间，我们用 ( ),XB x δ 和 [ ],XB x δ 分别表示 X 中以点 x 为圆心，δ 为半径的开球和

闭球，用 XB 和 XB 分别表示 X 中的单位开球和单位闭球。设 F 是 X 到 Y 的集值映射，用 gphF 表示 F 的

图像，即 

( ) ( ){ }: , .gphF x y X Y y F x= ∈ × ∈  

设 { }:f X R→ ∪ +∞ 是下半连续函数，我们用 ( )dom f 表示 f 的可行域，即 

( ) ( ){ }: , .dom f x X f x= ∈ < +∞  

若 ( )dom f ≠ ∅且 f ≠ −∞，我们称函数是真的。设 ( )x dom f∈ ，我们用 ( ),f x v� 表示 Clarke-Rockafellar
广义方向导数，即 

( ) ( ) ( )
0 0

, : lim limsup inf .
f Xw v Btu x

f u tw f u
f x v v X

tεε ∈ +↓ ↓→

+ −
= ∀ ∈�  

( )f x∂ 表示 f 在点 ( )x dom f∈ 的 Clarke-Rockafellar 次微分，即 

( ) ( ){ }* * *: : , , .f x x X x v f x v v X∂ = ∈ ≤ ∀ ∈�  
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若 ( )x dom f∉ ，则 ( )f x∂ = ∅。关于 Clarke-Rockafellar 次微分，我们还需要如下的计算法则[12]。 

引理 2.1 设 ( ) ( )21x dom f dom f∈ ∩ ， 1f 在点 x 是局部 Lipschitz 的，则有 

( )( ) ( ) ( )1 2 1 2f f x f x f x∂ + ⊂ ∂ + ∂ 和 ( )( ) ( )1 1 .f x f x Rα α α∂ = ∂ ∀ ∈  

若额外有 1 2,f f 在点 x 均是 regular 的(参考文献[12]，定义 2.4.10)，则 ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2f f x f x f x∂ + = ∂ + ∂ 。 

接下来的 Ekeland 变分原理对于我们主要定理的证明至关重要[13]。 
引理 2.2 设 X 是完备的度量空间，f 是真下半连续函数。设 0ε > ， x X∈ 使得 ( ) ( )inf

x X
f x f x ε

∈
< + 成

立。于是，对于任意的 ( )0,λ ∈ +∞ 都存在 0x X∈ 使得 

1) ( )0 ,d x x λ< 。 

2) ( ) ( )0f x f x≤ 。 

3) ( ) ( ) ( )0 0,f x f x d x xε
λ

≤ +  x X∀ ∈ 。 

接下来的引理给出了相关于 admissible 函数的一些有用性质。 

引理 2.3 设ψ 是 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ，则接下来的命题成立： 

1) ( ) ( ) ( )1
1 2

1

0
t

t t
t

ϕ
ψ ψ< ≤ ≤  ( )1 2, 0,t t∀ ∈ +∞ 且 1 2 .t t≤  

2) ( )
2 2
t t tψ ϕ  ≤ 

 
 ( )0,t∀ ∈ +∞ .  

证明 1) 根据 admissible 函数的定义，我们只需证明 

( ) ( )1
1

1

.
t

t
t

ϕ
ψ≤  

事实上，根据 ( )tϕ 的定义和 admissible 函数的非减性，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

11 1 10 0
1

1 1 1 1

d d
.

t t
x x t xt t t

t
t t t t

ψ ψϕ ψ
ψ= ≤ = =∫ ∫  

2) 同样根据 ( )tϕ 的定义和 admissible 函数的非减性，我们有 

( ) ( ) ( )
0

2 2
d d d .

2 2 2
t t t

t t
t t tt x x x x xϕ ψ ψ ψ ψ   = ≥ ≥ =   

   ∫ ∫ ∫  

3. 全局开性和全局度量正则性 

在接下来的文章中，若无额外说明，我们总假定 ,X Y 是 Banach 空间，f 是真下半连续函数。 
众所周知，集值映射 :F X Y⇒ 的度量正则性，线性开性，以及逆映射 1F − 的 Aubin 性质三者之间存

在等价性(参考文献[11]，定理 5A.3)。文献[10]给出了两种全局度量正则性的定义并建立了它们和其逆映

射 Lipschitz 性之间的等价关系。为了进一步完善[10]中的等价关系，我们将文献[11]中集值映射线性开性

的定义作如下拓展。 
定义 3.1 设ψ 是 admissible 函数，F 是 X 到 Y 的集值映射， ( )y F X∈ 。我们称 
1) F 在 y 处是全局ψ -开的，若存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] , , 0, .X Y YF x rB F x k r B B y x X rψ τ δ+ ⊃ + ∩ ∀ ∈ ∈ +∞  

2) F 在 y 处是全局ψ -pseudo-开的，若存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0, .X Y Y YF x rB F x B y k r B B y x X rδ ψ τ δ+ ⊃ ∩ + ∩ ∀ ∈ ∈ +∞    

全局ψ -开性或全局ψ -pseudo-开性刻划了集值映射在参考点附近的全局开性所具有的“ψ -阶”比例

关系。根据定义中集合的包含关系，若 F 在 y 处是全局ψ -开的则在 y 处必是全局ψ -pseudo-开的。接下

来的等价关系表明了这个命题的逆不成立，因为集值映射的全局ψ -度量正则性和全局ψ -pseudo-度量正

则性不等价(参考文献[10]，例 2.3)。 
定理 3.1 设 F 是 X 到 Y 的集值映射，ψ 是严格递增的 admissible 函数， ( )y F X∈ ，则 F 在 y 处是

全局ψ -开的当且仅当 F 在 y 处是全局ψ -度量正则的。 
证明充分性：设 F 在 y 处是全局ψ -度量正则的，则存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1, , , , .Yd x F y d y F x x y X B y
k

ψ τ δ− ≤ ∀ ∈ ×                  (1) 

任取 x X∈ ， ( )0,r∈ +∞ 。假定 ( ) ( ) ( )1 ,Y Yy F x k r B B yψ τ δ∈ + ∩   ，于是存在 ( )2y F x∈ 有 

( )1 2y y k rψ τ− < ，即等价于 

1
1 2

1 1 .y y r
k

ψ
τ

−  − < 
 

 

于是存在足够小的 0ε > 使得 

1
1 2

1 1 .y y r
k

ε ψ
τ

−+  − < 
 

                                (2) 

另一方面，根据(1)式有 

( )( ) ( )( )1 1 1
1 1 1 2

1 1 1 1, , .d x F y d y F x y y
k k

ψ ψ
τ τ

− − −   ≤ ≤ −   
   

 

因此存在 ( )1
1x F y−∈ 使得 

1
1 2

1 1 .x x y y
k

ε ψ
τ

−+  − ≤ − 
 

 

此时，再结合(2)式有 

( ) ( )1
1 1 2

1 1 .X Xy F x F x y y B F x rB
k

ε ψ
τ

− +  ∈ ⊂ + − ⊂ +  
  

 

必要性：因为 F 在 y 处是全局ψ -开的，于是存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0, .X Y YF x rB F x k r B B y x X rψ τ δ+ ⊃ + ∩ ∀ ∈ ∈ +∞                 (3) 

任取 x X∈ ，设 ( ) ( )1 2, ,Yy B y y F xδ∈ ∈ ，于是存在 Yv B∈ ，使得 1 2 1 2y y y y v= + − 。 

于是对于任意的 0ε > ，有 

( ) ( )( ) ( )1 1 21 , .Y Yy F x y y B B yε δ⊂ + + − ∩  

此时令 ( ) ( ) 1 21k r y yψ τ ε= + − ，即等价于 

( )1
1 2

1 1 1 .r y y
k

ψ ε
τ

−  = + − 
 

 

根据(3)式，有 
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( )1
1 1 2

1 1 1 .Xy F x y y B
k

ψ ε
τ

−  ⊂ + + −  
  

 

于是存在 ( )1
1x F y−∈ 满足 

( )1
1 2

1 1 1 ,x x y y
k

ψ ε
τ

−  − ≤ + − 
 

 

即有 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 1 2, 1 , , , .Yk d x F y y y x X y B y y F xψ τ ε δ− ≤ + − ∀ ∈ ∈ ∈  

令 0ε → ，于是就有 

( )( )( ) ( )( ) ( )1
1 1 1, , , , .Yk d x F y d y F x x X y B yψ τ δ− ≤ ∀ ∈ ∈  

定理证毕！ 
相似于定理 3.1 的证明，对于集值映射的全局ψ -pseudo-开性我们有如下结果。 
定理 3.2 设 F 是 X 到 Y 的集值映射，ψ 是严格递增的 admissible 函数， ( )y F X∈ ，则 F 在 y 处是

全局ψ -pseudo-开的当且仅当 F 在 y 处是全局ψ -pseudo-度量正则的。 

4. 连续全局正则函数及稳定全局适定性 

在 2017 年，姚等人将函数的 prox-正则性定义推广到ϕ -正则性和ϕ -次正则性[8]，并在目标函数 f
是ϕ -正则且次微分连续的假定下，将文献[9]中的相关凸性结果推广至非凸情形。受此启发，我们将[8]
中的局部定义拓展成如下的全局定义。 

定义 4.1 设ϕ 是 admissible 函数， ( ), 0,lρ ∈ +∞ ， ( )*x f X∈∂ ，我们称 

1) f 在 *x 处是连续全局 - - lϕ ρ 正则的，如果存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得 

( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u l x u x Xρϕ≥ + − − − ∀ ∈  

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
* *, ,

X
u u gph f X B x δ∈ ∂ ∩ × 都成立。 

2) f 在 *x 处是连续全局 - - -l Sϕ ρ 正则的，如果存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1* *, ,f x f u u x u ld x f u x Xρϕ −≥ + − − ∂ ∀ ∈  

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
* *, ,

X
u u gph f X B x δ∈ ∂ ∩ × 都成立。 

我们称 f 在 *x 处是连续全局ϕ -正则( - -Sϕ 正则)的，如果存在 ( ), 0,lρ ∈ +∞ 使得 f 在 *x 处是连续全局

- - lϕ ρ 正则( - - -l Sϕ ρ 正则)的。 

受参考文献([8]，命题 3.2)和([14]，定理 4.1)的启示，我们证明了 X 上的ϕ -仿凸函数是连续全局ϕ -
正则函数。设 ( ), 0,lρ ∈ +∞ ，回顾 X 上的真下半连续函数 f 被称为 - - lϕ ρ -仿凸的，若 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1 0,1 , , .f tx t u tf x t f u t t l x u t x u Xρ ϕ+ − ≤ + − + − − ∀ ∈ ∈  

我们称 f在 X上是ϕ -仿凸的，若存在 ( ), 0,lρ ∈ +∞ 使得 f在 X是上 - - lϕ ρ -仿凸的。特别的，当 ( ) 2t tϕ =

时，ϕ -仿凸函数退化成经典的弱凸函数。 
命题 4.1 设ϕ 是 admissible 函数， ( ), 0,lρ ∈ +∞ ，f 是 X 上的 - - lϕ ρ -仿凸函数，则 

( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u l x u x Xρϕ≥ + − − − ∀ ∈  
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对于所有的 ( )*,u u gph f∈ ∂ 成立，故 f 在任意的 ( )*x f X∈∂ 都是连续全局ϕ -正则的。 

证明设 ( ),x u dom f∈ ， ( )0,δ ∈ +∞ ，取 ( ) ( ),Xa B u dom fδ∈ ∩ 。根据假定有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1 0,1 .f tx t a tf x t f a t t l x a tρ ϕ+ − ≤ + − + − − ∀ ∈  

于是有 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 0,1 .

f a t x a f a
f x f a t l x a t

t
ρ ϕ

+ − −
≤ − + − − ∀ ∈  

注意 ( ) ( ),Xx a B x u δ− ∈ − ，于是有 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
,

inf 1 0,1 .
Xv B x u

f a tv f a
f x f a t l x a t

tδ
ρ ϕ

∈ −

+ −
≤ − + − − ∀ ∈  

根据 f 的下半连续性，有 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

,
limsup inf limsup 1

liminf

.

f fX

t t

f

t

v B x u
a u a u

a u

f a tv f a
f x f a t l x a

t

f x f a l x u

f x f u l x u

δ
ρ ϕ

ρϕ

ρϕ

+ +→ →

+→

∈ −
→ →

→

+ −
≤ − + − −

≤ − + −

≤ − + −

 

因此，有 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,0
lim limsup inf , .

X
f

t

v B x u
a u

f a tv f a
f x x u f x f u l x u

tδδ
ρϕ

+

+→

∈ −→
→

+ −
= − ≤ − + −�  

所以对于任意的 ( )*u f u∈∂ ，有 ( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u l x uρϕ≥ + − − − 。另一方面当 ( )x dom f∉ 时，

( )f x = +∞，命题成立。定理证毕！ 

我们发现[4] [5] [8]中通过 Ekeland 变分原理不断迭代去寻找稳定极小值点的方法在全局情形仍然适 

用。设ψ 是 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ 。假定 ( )0,1α ∈ ，设 

( )
( )0

: sup
t

t
t t
ϕ

σ
ψ>

= 及
( )
( )0

: sup .
t

t
tα

αψ α
µ

ψ>
=  

根据引理 2.3，易证 

( ]0,1σ ∈ 及 0 .
1α
σαµ
α

< ≤
−

                                (4) 

设 :h X X→ 是任一单值映射，为方便我们作如下约定： 

( )0 :h x x= 及 ( ) ( )( )1: , .n nh x h h x x X n N−
+= ∀ ∈ ∈  

接下来的引理来自于([8]，定理 4.2)。 
引理 4.1 假定 ( )0,1α ∈ ， ( ), 0,k τ ∈ +∞ 。设 

( ) ( )1 1
: , : .L lα α

α α

σα α µ σα α µ
σα σα

+ − − −
= =  

定义如下函数 
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( )
( )

1 1 10,
:

1 1 ,0 .

L t t
k k k

h t
l t t

k k

α
α α α

α
α α

µ τ µ τ µ τ

µ τ µ τ

    
− + ∀ ∈   

    = 
  + − ∀ ∈ −∞ 
 

 

则有 

( ) ( ) ( )1 1 1, .
t

h t t t
k k

α

α

α µ α
σα σα τ µ τ

− −  
= − + ∀ ∈ −∞ 

 
 

且接下来的命题成立： 

1) 若 1,t
kαµ τ

 
∈ −∞ 
 

，则 ( ) 1,nh t
kαµ τ

 
∈ −∞ 
 

 n N+∀ ∈ 。 

2) 若 10,t
kαµ τ

 
∈ 
 

，则存在唯一正整数使得 ( ): 1 log 1LM k
α αµ τ = − −  使得 

( )
( )

( )

10

0 ,

n
n

n

h t n M
kh t

h t n M
αµ τ

 ≤ < ∀ <= 
 < ∀ ≥

 

且 ( ) 1lim n

n
h t

kαµ τ→+∞
= −  n N+∀ ∈ 。 

接下来的定理证明思路来自于([8]，引理 4.1)，可看成其在全局下的推广。 

定理 4.1 设ψ 是连续的 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ 。假定 ( )0,1α ∈ ， ( )*x f X∈∂ ，

( ) ( )1 *x A f x−∈ ⊂ ∂ 。若存在 ( ), 0,k τ ∈ +∞ 以及
1,
kα

ρ
µ τ

 
∈ −∞ 
 

使得 

( )( ) ( )( )*, ,d x A kd x f x x Xψ τ ≤ ∂ ∀ ∈                          (5) 

以及 

( ) ( ) ( )( )* , , ,f x f x x x x d x A x Xρϕ ατ≥ + − − ∀ ∈                     (6) 

则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )* , , , .nf x f x x x x h d x A x X n Nρ ϕ ατ +≥ + − − ∀ ∈ ∈                (7) 

证明 1n = 时。如果
1,
kα

ρ
µ τ

 
∈ −∞ − 
 

，则有
1
kα

ρ
µ τ

≥ ，即有
( ) ( )1 1

k
αα µ ρ α

σα σα τ
− −

≥ 。根据引理 4.1

有 

( ) ( ) ( )1 1
.h

k
αα µ ρ α

ρ ρ ρ
σα σα τ

− −
= − + ≥  

此时，(7)式可由(6)式直接得到。如果
1 1,
k kα α

ρ
µ τ µ τ

 
∈ − 
 

，采取反证法。假定(7)式不成立，则存在

0x X∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( )*
0 0 0, , .f x f x x x x h d x Aρ ϕ ατ< + − −  
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定义如下函数 { }:g X R→ ∪ +∞ ， 

( ) ( ) ( )( ) *: , , .g x f x d x A x x x x Xρϕ ατ= + − − ∀ ∈  

则上式等价于 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* *
0 0 0 0 0, , , , .g x f x x x x h d x A d x A x x xρ ϕ ατ ρϕ ατ< + − − + − −  

根据(6)式有 ( ) ( )inf
x X

g x f x
∈

≥ ，则有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0inf , .
x X

g x g x h d x Aρ ρ ϕ ατ
∈

< + −  

于是存在 ( )hβ ρ> 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0inf , .
x X

g x g x d x Aρ β ϕ ατ
∈

< + −  

根据 Ekeland 变分原理，即引理 2.2，存在 u X∈ 使得 

( ) ( )0 01 ,u x d x Aα− < −  

和 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
0

0

,
.

1 ,
d x A

g u g x x u x X
d x A

ρ β ϕ ατ

α

−
≤ + − ∀ ∈

−
 

故有 

( ) ( ) ( )0 0 00 , , , .d x A d x A u x d u Aα< < − − ≤                         (8) 

根据σ 的定义有 

( ) ( )
( ) ( )( )0 ,

.
1

d x A
g u g x x u x X

ρ β σατψ ατ

α

−
≤ + − ∀ ∈

−
 

于是 u 是不等式右边函数的全局极小值点，根据广义费马法则以及引理 2.1 有 

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

*

*

* *

0

0

0*

0*

,
0

(1 )

,
1

,
,

1

,
( ) , ,

1

X

X

X X

d x A
g u u

d x A
g u B

d x A
f u x d A u B

d x A
f u x d u A B B

ρ β σατψ ατ

α

ρ β σατψ ατ

α

ρ β σατψ ατ
ρ ϕ ατ

α

ρ β σατψ ατ
ρατψ ατ

α

 −
 ∈∂ • + •−
 − 

−
⊂ ∂ +

−

−
⊂ ∂ − + ∂ • +

−

−
⊂ ∂ − + +

−

�

 

注意最后复合函数的包含关系参考文献([15]，命题 2.1)。于是就有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

0* ,
, , .

1
d x A

d x f u d u A
ρ β σατψ ατ

ρ ατψ ατ
α

−
∂ ≤ +

−
 

根据(4)式以及(8)式有 

( )( ) ( ) ( )( )* , , .
1

d x f u d u Aα

ρ β σατ
ρ µ τ ψ τ

α
− 

∂ ≤ + 
− 
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根据(5)式有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )*, , , .
1

d u A kd x f u k d u Aα

ρ β σατ
ψ τ ρ µ τ ψ τ

α
− 

≤ ∂ ≤ + 
− 

 

于是就有 

( )
1 .

1
k α

ρ β σατ
ρ µ τ

α
− 

≤ + 
− 

 

变形后有 

( ) ( ) ( )
1 1

.h
k

αα µ ρ α
β ρ ρ

σα σα τ
− −

≤ − + =  

此时与 β 的选择矛盾，故有(7)式成立。 

另一方面，假设 n k= 时(7)式成立。根据引理 4.1 的(1)式，有 ( ) 1,kh
kα

ρ
µ τ

 
∈ −∞ 
 

。此时用 ( )kh ρ 代

替 ρ ，则通过上述证明有 

( ) ( )( ) ( )( )*( ) , , .kf x f x x x x h h d x A x Xρ ϕ ατ≥ + − − ∀ ∈  

根据数学归纳法，定理证毕！ 
当目标函数是连续全局 - Sϕ 正则时，借助上述命题我们发现定理 A 的充分性部分的 f∂ 的全局强ψ -

度量正则性的假定可以弱化为全局ψ -度量正则性。 

定理 4.2 设 ( )0 f X∈∂ ， ( )0,1α ∈ ， ( ), 0,k τ ∈ +∞ ，
10,
kα

ρ
µ τ

 
∈ 
 

。假定ψ 是严格递增的连续 admissible

函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ，f 在 0 处是连续全局 - - - Sϕ ρ ατ 正则的， f∂ 在 0 处是全局 - -kψ τ -

度量正则的，即存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )*
1 * * *, , 0, ,

X
d x f x kd x f x x x X Bψ τ δ−∂ ≤ ∂ ∀ × ∈ ×  

则 f 有稳定全局ϕ -适定性。 
证明因为 f 在 0 处是连续全局 - - - Sϕ ρ ατ 正则的，不失一般性，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1* *, ,f x f u u x u d x f u x Xρϕ ατ −≥ + − − ∂ ∀ ∈  

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
*, 0,

X
u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × 都成立。任取 ( ) ( ) ( )( )*

*, 0,
X

u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × ，应用定理 

4.1 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1* *, , , .nf x f u u x u h d x f u x X n Nρ ϕ ατ −
+≥ + − − ∂ ∀ ∈ ∈  

对于任意的
10,
kα

β
µ τ

 
∈ 
 

，根据引理 4.1 的(2)式，当 n 足够大时有， ( )nh ρ β− > ，于是就有 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1* *, , .f x f u u x u d x f u x Xβϕ ατ −≥ + − + ∂ ∀ ∈                  (9) 

此时，我们声明对于任意的 ( ) ( )1 0x f −∈ ∂ ，有 
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( ) ( )( )*

1 *

0
lim , 0.
u

d x f u−

→
∂ =  

如若不然则存在 0r > 和{ } ( )*
* 0,n X

u B δ⊂ 满足 * 0nu → 且 ( ) ( )( )1 *, nr d x f u−≤ ∂ 。此时有 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )1 * *, , 0.n nr d x f u kd u f xψ τ ψ τ −≤ ∂ ≤ ∂ →  

于是有 ( ) 0rψ τ = ，这与ψ 的严格递增性矛盾。于是声明成立，故此时存在 ( )0,η δ∈ 使得对于任意的

( )*
* 0,

X
u B η∈ 有 ( ) ( )1 *f u−∂ ≠ ∅。再结合(9)式，对于 ( )*

* 0,
X

u B η∈ ，任意的 ( ) ( )1 *u f u−∈ ∂ 都是扰动后的

函数 *u
f 的全局极小值，即有 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1 * *arg min 0, .

u Xx X
f u f x u B η−

∈
∂ ⊂ ∀ ∈  

另一方面，根据广义费马法则，有 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1 * *arg min 0, .

u Xx X
f x f u u B η−

∈
⊂ ∂ ∀ ∈  

于是就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1* * *arg min 0, .

u Xx X
M u f x f u u B η−

∈
= = ∂ ∀ ∈  

根据(9)式，此时要证 f 有稳定全局ϕ -适定性，只需证明对于任意的 ( )*
* 0,

X
u B η∈ ， ( )*M u 是单值。 

此时，对于真下半连续函数 f，其共轭函数如下 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )* * * * *sup , inf , , .
x Xx X

f u u x f x f x u x u u f u
∈∈

= − = − − = −  

注意到 *f 是凸函数，故 ( )* *u f u∈∂ 且 *f∂ 是单调的集值映射。于是就有 ( ) ( )* * *M u f u⊂ ∂ 是 ( )* 0,
X

B η

上单调的集值映射。另一方面，由 f∂ 的度量正则性以及([10]，命题 2.5)，我们有 ( ) ( ) ( )1* *M u f u−= ∂ 在 0

处是半局部 1ψ − -Lipschitz 的，故 ( )*M u 在 0 处是下半连续的。参考文献([16]，命题 2.6)，单值性得证，  

定理证毕！ 
受参考文献([8]，定理 5.3)的启发，用带有模量限制的ϕ -仿凸性取代目标函数 f 的凸性后，我们推广

了定理 A 的必要性部分，即此时稳定全局ϕ -适定性能推出 f∂ 的全局强ψ -度量正则性。 

定理 4.3 设ψ 是 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ 。假定 f 是 - -ϕ ρ τ -仿凸的，有稳定

全局 - -kϕ τ -适定性，且有 0 kρ≤ < ，则 f 在 0 处是全局强ψ -度量正则的。 

证明因为 f 有稳定全局 - -kϕ τ -适定性，于是存在 ( )0,δ ∈ +∞ 以及单值映射 ( )*: 0,
X

B Xθ δ → 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
* * * * *, , 0, .

X
f x f u u x u k x u x u X Bθ θ ϕ τ θ δ≥ + − + − ∀ ∈ ×  

另一方面因为 f 是 - -ϕ ρ τ -仿凸的，根据命题 4.1 有 

( ) ( ) ( )* ,f y f x x y x l y x y Xρϕ≥ + − − − ∀ ∈  

对于所有的 ( )*,x x gph f∈ ∂ 成立。取 ( )*uθ 代替 y 有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *,f u f x x u x u xθ θ ρϕ τ θ≥ + − − −  

对于所有的 ( )*,x x gph f∈ ∂ 成立。两式相加有 
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( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * *,k u x u x u x u x u xρ ϕ τ θ θ θ− − ≤ − − ≤ − −  

对所有的 ( )*,x x gph f∈ ∂ ， ( )*
* 0,

X
u B δ∈ 成立。于是有 

( )( ) ( )( ) ( )
*

* *
,d u f x

u x u x
k

ϕ τ θ θ
ρ

∂
− ≤ −

−
 

对于所有的 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ， ( )x dom f∈ 成立。根据引理 2.3，我们有 

( ) ( ) ( )( )* *2 ,
2

u x d u f x
k

τψ θ
τ ρ

 − ≤ ∂  − 
 

对于 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ 成立，因为当 ( )x dom f∉ 时， ( )f x∂ = ∅，不等式右边恒为正无穷。事实上此时必有

( ) ( ) ( )1* *u f uθ −= ∂ ，其证明可从后文的定理 5.1 所得。故 f 在 0 处是全局强ψ -度量正则的，定理证毕！ 

注：不同于参考文献([8]，定理 5.3)，我们把函数的正则性假定加强到了仿凸假定。若函数是连续全

局 - -ϕ ρ τ -正则的，根据推论 5.1，我们只能得到 f 在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的。 

5. 全局一致增长条件及 Tilt-稳定全局极小值 

参考文献[4] [5] [7] [17]，我们提出如下的和次微分结合的全局一致ϕ -增长条件的定义。设ϕ 是

admissible 函数， ( ), 0,k τ ∈ ∞ ， ( )0 f X∈∂ ，我们称 f 满足全局一致 - -kϕ τ -增长条件，若存在 ( )0,δ ∈ +∞

使得 

( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u k x u x Xϕ τ≥ + − + − ∀ ∈                     (10) 

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
*, 0,

X
u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × 都成立。称 f 满足全局一致ϕ -增长条件，如果存在 

( ), 0,k τ ∈ ∞ 使得 f 满足全局一致 - -kϕ τ -增长条件。注意全局一致ϕ -增长条件和稳定全局ϕ -适定性之间 

存在如下区别： 
1) 全局一致ϕ -增长条件的(10)式只需对 ( ) ( )*

* 0,
X

u B f Xδ∈ ∩∂ 成立，而稳定全局ϕ -适定性的对应式

需要对所有的 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ 都成立。 

2) 给定 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ，全局一致ϕ -增长条件的(10)式需要对所有的 ( ) ( )1 *u f u−∈ ∂ 都成立，而稳定全

局ϕ -适定性的对应式只需要对某个 ( ) ( ) ( )1* *u u f uθ −= ∈ ∂ 成立。 

因此，如果 f 有稳定全局ϕ -适定性，则存 ( )0,δ ∈ +∞ 使得 ( ) ( )* 0,
X

B f Xδ ⊂ ∂ ，如果 f 满足全局一致ϕ - 

增长条件，则存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得对于所有的 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ， ( ) ( )1 *f u−∂ 是单值。但文献[10]的定理 3.4

后的 remark 所给例子却说明，即使 f 满足稳定全局ϕ -适定性时，( ) ( )1 0f −∂ 也可能不为单值，这样的可能 

在局部情形下依旧会出现(参考文献[7]，例子 3.1)，这说明全局一致ϕ -增长条件和稳定全局ϕ -适定性有

实质性的不同。根据以上分析，我们给出如下两个命题： 
命题 A 假设存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得对所有的 ( ) ( )*

* 0,
X

u B f Xδ∈ ∩∂ 有 ( ) ( )1 *f u−∂ 是单值，则 f 满足稳

定全局ϕ -适定性时，f 满足全局一致ϕ -增长条件。 
命题 B 假设存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得 ( ) ( )* 0,

X
B f Xδ ⊂ ∂ ，则 f 满足全局一致ϕ -增长条件时，f 满足稳定

全局ϕ -适定性。 

为便利，我们称满足命题 A (命题 B)的假设为条件 A (条件 B)。受参考文献([7]，命题 3.3)的启发，

我们给出了条件 A 成立的一个充分条件。 
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定理 5.1 设ϕ 是 admissible 函数， ( ), , 0,kρ τ ∈ +∞ ， 0 kρ≤ < 。假定 f 在 0 处是连续全局 - -ϕ ρ τ -正
则的且有稳定全局 - -kϕ τ -适定性，则条件 A 成立，f 有一致 - -kϕ τ -增长条件。 

证明 因为 f 有稳定全局 - -kϕ τ -适定性，于是存在 ( )0,δ ∈ +∞ 以及单值映射 ( )*: 0,
X

B Xθ δ → 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
* * * * *, , 0, .

X
f x f u u x u k x u x u X Bθ θ ϕ τ θ δ≥ + − + − ∀ ∈ ×         (11) 

又因为 f 在 0 处是连续全局 - -ϕ ρ τ -正则，不失一般性有， 

( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u l x u x Xρϕ≥ + − − − ∀ ∈                     (12) 

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
*, 0,

X
u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × 都成立。注意此时 ( ) ( )* 0,

X
B f Xδ ⊂ ∂ ，任取 ( )*

* 0,
X

u B δ∈ ，

( ) ( )1 *u f u−∈ ∂ ，将(11)式中的 x 取值为 u，(12)式中的 x 取值为 ( )*uθ ，即有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * * *,f u f u u u u k u uθ θ ϕ τ θ≥ + − + −  

和 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *, .f u f u u u u l u uθ θ ρϕ θ≥ + − − −  

两式相加有 

( ) ( )( )*0 .k l u uρ ϕ θ≥ − −  

故有 ( )*u uθ = ，于是条件 A 成立，f 有一致 - -kϕ τ -增长条件，定理证毕！ 

受参考文献([4]，定理 3.1)和([17]，定理 3.3)的启发，我们讨论了全局一致ϕ -增长条件和全局强ψ - 
pseudo-度量正则性之间的联系，得到如下定理。 

定理 5.2 设ψ 是严格递增的 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ， ( )0 f X∈ 。假定 f 满

足全局一致ϕ -增长条件，则条件 B 成立， f∂ 在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的。 

证明 因为 f 满足全局一致ϕ -增长条件，于是存在 ( ), , 0,kδ τ ∈ +∞ 使得 

( ) ( ) ( )* ,f x f u u x u k x u x Xϕ τ≥ + − + − ∀ ∈                     (13) 

对于任意的 ( ) ( ) ( )( )*
*, 0,

X
u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × 都成立。任取 ( ) ( ) ( ) ( )( )*

* *
1 1 2 2, , , 0,

X
u u u u gph f X B δ∈ ∂ ∩ × ，

于是有 

( ) ( ) ( )*
2 1 1 2 1 2 1,f u f u u u u k u uϕ τ≥ + − + −  

以及 

( ) ( ) ( )*
1 2 2 1 2 1 2, .f u f u u u u k u uϕ τ≥ + − + −  

两式相加有 

( )* *
2 1 2 1 1 2, 2 .u u u u k u uϕ τ− − ≥ −  

于是根据引理 2.3 有 

( )* * * *
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2, 2 .

2
u u u u u u u u k u u k u u u uτϕ τ τψ  − − ≥ − − ≥ − ≥ − − 

 
 

又因为ψ 是严格递增，于是有 
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1 * *
1 2 2 1

2 1 .u u u u
k

ψ
τ τ

−  − ≤ − 
 

                             (14) 

根据([10]，命题 2.5)，此时仅需证明 ( ) ( )* 0,
X

B f Xδ ⊂ ∂ 。任取 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ， ( ) ( )1 0a f −∈ ∂ 。因为

f 是真下半连续函数，所以存在 a 的某个邻域使得 f 有下界。注意到 *u
f 也是下半连续的，于是存在 

( )0,r∈ +∞ 使得 *u
f 在 [ ],XB a r 上有下界。于是对于任意的存在 n N+∈ ，都存在 [ ],n Xa B a r∈ 使得 

[ ]
( ){ } ( )* *

2,

1inf , , .
X

n nx B a r
f x u x f a u a

n∈
− + ≥ −  

于是根据 Ekeland 变分原理，存在 [ ],n Xb B a r∈ 使得 

1
n na b

n
− ≤  

和 

( ) [ ]* * 1, ( ) , , .n n n Xf b u b f x u x x b x B a r
n

− ≤ − + − ∀ ∈                  (15) 

此时取 x a= ，移项后再结合(13)式便有 

( ) ( )

( ) ( )

*

*

1,

1, .

n n n

n n n

f a f b u a b a b
n

f a k a b u a b a b
n

ϕ τ

≥ + − − −

≥ + − + − − −
 

整理后有 

( ) * 1 .n nk a b u a b
n

ϕ τ  − ≤ + − 
 

 

根据引理 2.3 的(2)式有 

1 ,
2 2 n

k a b
n

τ τψ δ − ≤ + 
 

 

即有 

12 2 1 .na b
k n

ψ δ
τ τ

−   − ≤ +  
  

 

因为ψ 是严格递增的 admissible 函数，有 ( ) 0 0t tψ → ⇒ → ，于是有 ( )( ) ( )1 10 0t t tψ ψ ψ− −= → ⇒ → 。

当 n 足够大时，可选取足够小的δ 使得 

12 2 1 .na b r
k n

ψ δ
τ τ

−   − ≤ + <  
  

 

另一方面，根据(15)式有 nb 是不等式右式函数在 [ ],XB a r 的局部极小值。根据广义费马法则有 

( ) *
* 10 ,n X

f b u B
n

∈∂ − +  

即存在 ( )*
n nv f b∈∂ 满足 * * 1

nv u
n

− ≤ 。于是当 n 充分大时，有 ( )*
* 0,n X

v B δ∈ 。根据(14)式，当 n 充分大时， 

我们有 
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( )1 * * 1 * * * * 1
1 1 1

2 1 2 1 2 2 .n n n n n nb b v v v u v u
k k nk

ψ ψ ψ
τ τ τ τ τ τ

− − −
− − −

     − ≤ − ≤ − + − ≤     
     

 

因为 ( )( ) ( )1 10 0t t tψ ψ ψ− −= → ⇒ → ，故{ }nb 是 Cauchy 列。又因为 X 是完备的，所以{ }nb 必收敛

于某点 [ ],Xb B a r∈ 。因为 ( ) ( )*
* 0,n nX

v B f bδ∈ ∩∂ ，f 满足全局一致ϕ -增长条件，于是有 

( ) ( ) ( )* , .n n n nf x f b v x b k x b x Xϕ τ≥ + − + − ∀ ∈  

根据 f 的下半连续性和ϕ 的连续性有 

( ) ( ) ( )* , .f x f b u x b k x b x Xϕ τ≥ + − + − ∀ ∈  

即有 b 是 *u
f 的全局极小值点，根据广义费马法则，有 

( ) *0 .f b u∈∂ −  

于是条件 B 成立，同时定理得证！ 
不同于局部情况下的([4]，定理 3.1)，接下来的例子表明，即使当目标函数 f 是欧式空间中连续可微

的凸函数时，定理 5.2 的逆也不一定能成立。 

例 1 设 ( )
4
33

4
f x x=  x R∀ ∈ ，取 ( ) : 2t tψ =  ( )0,t∀ ∈ +∞ 。此时 ( ) ( )

1
3f x f x x

  ∂ = ∇ =  
  

 x R∀ ∈ 。根据

参考文献[10]中的例 2.3，我们有 ( )f x∂ 在 0 处是全局ψ -pseudo-度量正则的。对于任意的 n N+∈ ，取 

3
nx n= ， ( ) ( ) *

*
3

1 1 1, , 0,
28n n X

u u gph f X B
n nn

    = ∈ ∂ ∩ ×    
    

。此时有 

( ) ( ) * 4 3
4 3

2
4

4

2 2
4

4 2 4 8

4
2 8

2
3

2 3

3 3 1 1,
4 264 8
3 1
4 2 64
3 1 3 1 3
4 2 264 16 64 256
3 3 3
4 16 256
3 1 .

4 8

n n n n nf x f u u x u n n
nn n

nn
n

n nn
n n n n

n
n n

n
n n

 − − − = − − × − 
 

= − +

< − + + − − +

= − +

 = × − 
 

 

因此 f 不满足全局一致ϕ -增长条件。 
结合定理 4.1 和定理 4.2 我们有如下推论。 

推论 5.1 设ψ 是严格递增的 admissible 函数， ( ) ( )
0

d
t

t x xϕ ψ= ∫  ( )0,t∀ ∈ +∞ ， ( )0 f X∈ ， 

( ), , 0,kρ τ ∈ +∞ ，0 kρ≤ < 。假定 f 在 0 处是连续全局 - -ϕ ρ τ -正则的且有稳定全局 - -kϕ τ -适定性，则 f∂
在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的。 

接下来我们考虑非凸情形的 tilt-稳定全局极小值和全局强ψ -pseudo-度量正则性。参考文献[1] [3] [4] 
[5] [6] [7]，我们发现 tilt-稳定局部极小值的非凸扩展总是在自共轭的 Hilbert 空间内进行。此时，目标函

数总是被假定为 prox-正则的，以使得其函数的次微分具有 hypo-单调性。再利用凸包函数次微分所具有

的的极大单调性，运用 Hilbert 空间中集值映射极大单调性的相关理论去处理问题。但接下来的例子表明，

即使我们把目标函数加强到弱凸的，这种处理方式在全局情形下仍不可行。 
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例 2 定义 :f R R→ 如下 

( )
( )
[ )

2

3 2

,0
:

0, .

x x
f x

x x x

 ∀ ∈ −∞= 
− ∀ ∈ +∞

 

于是有 ( ) ( ) 2 ,f x g x x x R= − ∀ ∈ ，参考文献([18]，命题 4.3)，知 ( )f x 是弱凸的，其中 ( )g x 是如下定

义的凸函数， 

( )
( )
[ )

2

3

2 ,0
:

0, .

x x
g x

x x

 ∀ ∈ −∞= 
∀ ∈ +∞

 

取
1

10
δ = ，对于任意的 *

* 10,
10X

u B  ∈  
 

，易证 *u
f 有唯一极小值点 

( ) *

*
* *1 1 3 10, .

3 10X

uM u u B+ +  = ∀ ∈  
 

 

于是就有对于任意的 *
* *
1 2

1, 0,
10X

u u B  ∀ ∈  
 

， 

( ) ( )* * * *
1 1 1 2

* * * *
1 2 1 2

* *
1 2

1 1 3 1 3
3
1 1 3 1 3 1 3 1 3
3

.

M u M u u u

u u u u

u u

− = + − +

≤ + − + + + +

≤ −

 

即 f 有ψ -tilt-稳定全局极小值点，其中 ( )t tψ =  ( )0,t∀ ∈ +∞ 。但另一方面 ( ) ( )1 20 0,
3

f −  ∂ =  
 

，所以 f∂

在 0 处不是全局强 1ψ − -pseudo-度量正则的。 

但我们发现目标函数的次微分 f∂ 在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的意味着函数的另一种非凸

性，invex 性。回顾([19]，定义 3.2)，真下半连续函数 f 被称为是 invex 的，若[ ( )0 f x x∈∂ ⇒ 是 f 的全局

极小值]。接下来的定理表明，扰动后的函数若是 invex 的，定理 B 的等价关系仍旧存在。 
定理 5.3 设ψ 是严格递增的 admissible 函数，f 在 X 上是 regular 的。假定 ( )inf

x X
f x

∈
> −∞， ( )0 f X∈∂ ， 

则接下来的命题等价： 
1) ( )f x∂ 在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的。 

2) f 有 1ψ − -tilt-稳定全局极小值且存在 ( )0,δ ∈ +∞ 使得对于任意的 ( )*
* 0,

X
u B δ∈ ， *u

f 是 invex 的。 

证明(1)⇒ (2)因为 ( )f x∂ 在 0 处是全局强ψ -pseudo-度量正则的，于是存在 ( )0,r∈ +∞ 使得对于任意的

( )*
* 0,

X
u B r∈ ， ( ) ( )1 *f u−∂ 是单值。根据参考文献([10]，定理 3.5)，f 有 1ψ − -tilt-稳定全局极小值且存在 

0 rδ< ≤ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )*
1* * * 0, .

X
M u f u u B δ−= ∂ ∀ ∈  

假设 a X∈ 满足 ( )*0
u

f a∈∂ ，根据引理 2.1 有 ( ) *0 f a u∈∂ − 。于是有 ( ) ( ) ( )1 * *a f u M u−= ∂ = ， *u
f 是

invex 的。 
(2)⇒ (1)因为 f 有 1ψ − -tilt-稳定全局极小值，不失一般性，有 

( ) ( ) ( ) ( )*
* * 1 * * * *
1 2 1 2 1 1, 0, .

X
k M u M u u u u u Bψ τ δ−− ≤ − ∀ ∈  
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任取 ( ) ( )1 *a f u−∈ ∂ ，等价于 ( )*u f a∈∂ 。根据引理 2.1，则有 ( ) *
*0 ( )

u
f a u f a∈∂ − = ∂ 。又因为 *u

f 是 invex

的且 ( )*M u 是单值，于是有 ( ) ( ) ( )1 * *f u a M u−∂ = = ，根据([10]，命题 2.5)有 ( )f x∂ 在 0 处是全局强 

ψ -pseudo-度量正则的。定理证毕！ 
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