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摘  要 

针对带随机系数椭圆方程约束的最优控制问题，我们提出一种结合共轭梯度法的初值校正新方法。该方

法通过少量的样本求解最优控制，然后得到的解作为抽取其它样本的初始迭代值，从而减少整个系统求

解最优控制平均值的成本。我们理论上说明该方法的合理性。两个数值例子表明我们的方法是充分优于

未初值校正方法。 
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Abstract 
For optimal control problems with random elliptic equation constraints, we propose an initial 
value correction new method combined with the conjugate gradient method. This method solves 
the optimal control through a small number of samples, and then the solution is used as the initial 
iteration value of extracting other samples, thus reducing the cost of solving the optimal control 
average for the whole system. We theoretically illustrate the rationality of the method. Two nu-
merical examples show that our method is sufficiently superior to the no initial value correction 
method. 
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1. 引言 

最优控制问题广泛应用于工程和应用科学领域。对于确定性最优控制问题，存在着大量的数学理论

和计算方法[1] [2] [3] [4] [5]。然而，边界条件、材料参数往往不能被精确地测量，所以随机模型更现实。

与确定性最优控制问题一样，随机最优控制问题很难得到解析解，数值解是应用这些问题的一个很好的

选择。在过去的几十年里，随机最优控制问题的数值研究已经引起了人们的关注[6] [7] [8] [9]。 
对于随机系数的每一个固定实现，我们求解一个确定的最优控制系统。然后，估计最优控制的统计

量(如：期望值、方差)。这使我们能够研究控制对偏微分方程约束中的随机波动的敏感性，并为受不确定

输入影响的控制装置的设计提供实际信息。迄今为止，具有随机系数的椭圆偏微分方程已经得到了很好

的研究，并且有大量有关这方面数值方法[10] [11]。具有随机系数的最优控制问题的研究相对少一些。[9]
研究了受随机椭圆型偏微分方程约束的随机最优控制问题的最优解可测性。在传统有限元方法的框架下，

[12]研究了随机最优控制问题最优解的存在唯一性。 
众所周知，偏微分方程约束优化问题的数值解在计算上是昂贵的，因为它需要数值求解由最优性条

件产生的偏微分方程系统的解：状态问题、伴随问题。特别是偏微分方程的参数随机化时，这使计算变

得更具挑战性，并可能导致高维随机空间中的“维数诅咒”。目前已有一些求解随机最优控制问题的有

效方法。 
A. Borzi 和 G. Winckel 将随机配置法与多重网格结合求解具有随机系数抛物型和椭圆型最优控制问

题[3]。O. Ghattas and A. Alexanderian，针对均值方差风险规避最优控制问题，运用泰勒近似，简化原本

最优控制模型[13]。蒙特卡罗方法(MC)是在随机空间中得到近似最优解的最直接的方案之一。然而，它

的收敛率很低，并且抽取每个样本都必须解决一个完全确定性的最优控制问题，导致沉重的计算成本。

为克服 MC 的不足，M. Hinze，F. Kuo，S. Vandewalle 等人使用多水平蒙特卡洛方法和拟蒙特卡洛方法模

拟最优控制的均值，降低 MC 的计算成本[9] [14] [15]。但是他们没有降低单个样本成本，而是从方差减

少的角度降低计算整个最优控制的样本量。 
很多时候我们使用 MC 抽样时，没有充分利用已抽样本的信息，这也是导致计算花费增加一个原因。

为更好利用已抽样本的信息，我们提出初值校正的方法，该方法通过少量的样本求解最优控制平均值，

然后得到的平均值作为抽取其它样本的初始迭代值，从而减少求解最优控制统计量的成本。结合理论分

析和数值实验，充分说明了方法实用性。 
文章主要分为四部分，第一部分给出模型及一些基本的假设。第二部分给出最优控制问题的梯度及

有限元离散模型。第三部分分析求解最优控制问题的误差，并提出基于初值校正的算法，分析算法的可

靠性。第四部分给出两个数值算例，比较了初值校正与初值未校正算法的差异。 

2. 模型及假设 

我们用 ( ), , PΩ  表示一个概率空间，其中Ω是一个样本空间， 2Ω⊂ 是一个σ 代数， [ ]: 0,1P → 是
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一个概率空间，给定巴拿赫空间 ( ), XX ⋅ ， ( ),pu L X∈ Ω 是强可测函数，并满足 :u XΩ→ ， ( ),pL Xu
Ω

< ∞，

其中： 

( )
( )( )

1

,
d    1 ,

ess sup       .  
p

p p
X

L X

X

u P pu
u pω

ω
Ω

Ω

∈Ω


 ≤ < ∞= 
 = ∞

∫  

随机变量 v 的期望算子，方差算子表示如下： 

[ ] ( ) ( ) [ ]( ) [ ]2 22d , .E u u P Var u E u E u E u E uω
Ω

    = = − = − ∫  

2.1. 状态方程与目标函数 

对于我们提出的方法并不假定任何特定的随机偏微分方程，然而，为了阐明方法的思想，我们考虑状

态方程是随机椭圆方程约束下的最优控制问题。 
空间区域 [ ]2 20,1D R= ⊂ ， D∂ 表示边界。在 D 上温度分布由状态 y 描述。控制 u 是 D 上的一个热源，

这里我们假设 u 与时间无关。热传导系数是一个随机场 k： ( ) ( ): , ,D R x k xω ω×Ω→ → 。整个系统用下

面带随机系数的 PDE 描述： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, 0, ,

k x y x u x x D

y x x D

ω ω ω

ω ω

−∇⋅ ∇ = ∈ ×Ω

= ∈∂ ×Ω
                       (1) 

( ) ( ) ( ) ( )min maxmin , , max , .x D x Dk k x k k xω ω ω ω∈ ∈= =  

我们给出以下假设： 
A1: ( )min 0k ω > ，a.s.， ( )1

min
pk L− ∈ Ω ，其中 [ )1,p∈ ∞ ， 

A2: ( )( )1,pk L C D∈ Ω ，其中 [ )1,p∈ ∞ ， 
A3: ( )2u L D∈ 。 
进一步我们写出(1)的变分形式 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
0, , , , , .k x y x v u v v H Dω ω∇ ∇ = ∈  

由文献[11] [13]知，上述方程几乎确定有解，并且 ( )( ) ( )( )2 2 2 1
0, ,y L H D L H D∈ Ω ∩ Ω 。 

我们研究下面参数化的二次型目标函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 21 ,
2

,
2 d L D L D

J y x y x u xλω= − +  

其他不同类型的目标函数可参考[14] [16]，注意到这里控制与参数ω 无关。λ 表示正则化参数，对每一

个固定的参数ω ，状态 y 与 u 满足方程(1)。 

2.2. 随机场 ( ),k x ω  

我们假设 k 是对数随机场，即： ( ) ( )( ), exp ,k x z xω ω= ，其中 z 是高斯随机场， ( ), 0E z x ω =   ，根据

文献[17]，高斯随机场的协方差定义为： 

( ) ( ) ( )( ) 1 22 1
1 2 1 2, , , , exp ,

x x
C x x Cov z x z x

a
ω ω σ

 − 
= = −  

 
 

其中 2σ 是随机场的方差，a 是相关长度。为得到 z 的样本，通常方法有循环抽样[18]，K-L 展开[19]。本

文运用 K-L 开展 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

, , .n n n
n

z x E z x f xω ω θ ξ ω
∞

=

= +   ∑ 有关 K-L 展开的详细内容可参考[18]，我们选择相关长度

0.3a = ，截断数 500KLn = 。关于 K-L 展开抽样产生的误差不是文章关注的重点。图 1 给出不同方差下随

机场的实现。 
 

 
Figure 1. Realization of random field 
图 1. 随机场的实现 

3. 最优控制的梯度及离散最优控制 

为估计最优控制期望，我们采用 MC 进行抽样。固定随机参数ω ，得到一个参数化的最优控制问题： 

( )
( )

( )22

2 21min ,
2 2d L Du L D

J u y y uω ω λ
∈

= − +  

( ) ( ) ( )1
0, , , ,k y v u v v H Dω ω− ∇ ∇ = ∈  

其中 yω 表示依赖随机参数ω ，标准的证明方法[1] [9]，我们可以知道最优控制有唯一解 *,u ω ，同时可以

得到最优控制的梯度： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1
0

1
0

, , , ,

, , ,

.
d

k y v u v v H D

k p v y y v v H D

J u u p

ω ω

ω ω ω

ω ωλ

∇ = ∈

∇ ∇ = − ∈

∇ = +

 

下面我们离散这个系统，设 h 是 D 的三角形剖分，最大网格尺寸 ( )max
h

h diam
∈

=
 

 ，并且
h

D
∈

=


 

 。

假定三角形剖分是拟一致的，我们定义有限元空间： 

( ){ 0 :h h hV v C D v= ∈ 在每个三角形单元 h∈  是线性多项式，且 }0h Dv
∂

= 。 

得到下面有限元离散形式 

( ) ( )

( ) ( )
( )

, , , ,

, , ,

.

h h

h h d h

h

k y v u v v V

k p v y y v v V

J u u p

ω ω

ω ω ω

ω ωλ

∇ ∇ = ∈

∇ ∇ = − ∈

∇ = +

 

进一步我们得到矩阵形式： 

( )
( )

,

,

,

h h

h h d

ω

ω ω

ω ωλ

=

= −

∇ = +

A y M u

A p M y y

J u u p
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其中 h 表示离散参数， hA 表示刚度矩阵依赖于ω ， hM 是对称的质量矩阵独立于ω 。 

4. 数值方法 

对于上述最优控制问题，常见的数值优化方法是梯度下降法，而在实际应用中，如果我们需要较高

精度数值，需要更细的步长，及很小的正则化参数，这使得整个离散最优控制系统很病态，增加最优控

制的数值求解花费。 
下面，我们统计上采用蒙特卡洛方法(MC)，MC 方法它的收敛率不受维数的影响，但是抽样成本昂

贵，因为每次抽样都要求解一个最优控制系统，因此我们希望通过一些技巧减少 MC 抽样成本。优化算

法采用共轭梯度法，分析获取控制期望所产生的成本。 
对于每一个固定样本ω ，离散最优控制问题的数值解我们用

*,
,k hu ω
表示，其中 k 优化算法的迭代次数，

因此： 
* *

, .k hE u E u    ≈    

我们定义 
1 *,*,

, ,*
, ,

N
k h k h

N k h

u u
E u

N

ωω +


+
= 



 

其中 N 表示样本量，{ }*,
, 1

i
N

k h i
u ω

=
独立同分布， *

,N k hE u  是
*

,k hE u   的近似。进一步。我们给出求解最优控制

*E u  的均方误差： 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2* * * * * *
, , , ,; ;

2 2* * * *
, , ,; ;

.

N k h N k h k h k hL L D L L D

N k h k h k hL L D L L D

E u E u E u E u E u E u

E u E u E u E u

Ω Ω

Ω Ω

                      

       =    

− = − + −

− + −   

 

这里误差分为两部分，前面部分表示 MC 抽样产生的统计误差，而后面部分表示有限元误差和共轭

梯度迭代产生的误差。我们先估计前面部分： 

( )( ) ( )2 2

2* * *
, , ;

1   d .N k h k h khDL L D
E u E u Var u x

NΩ
   − =    ∫  

后面部分，我们简单运用三角不等式将有限元离散和共轭梯度法误差分开： 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 22 2

2 2 2* * * * * *
, ,; ;;

2k h h k h hL L D L L DL L D
E u E u u u u u

Ω ΩΩ
   − ≤ − + −   

 
 
 

 

根据有限元误差估计[1] [9]，我们知道
( )( )2 2

* * 2
1;h L L D

u u C h
Ω

− ≤ ，同时我们知道共轭梯度法是线性收敛，

所以
( )( ) ( )2 2

* *
, 2;

expk h h L L D
u u C k

Ω
− ≤ − ，因此我们得到求解最优控制的误差估计： 

( )( ) ( )( ) ( )2 2

1
* * * 22

, 1 2;

1   d exp .N k h khDL L D
E u E u Var u x C h C k

NΩ
     − + + ≤ −∫  

为总的误差小于  ( 1< )，我们需要选择 

( ) ( )2 1, , log .N O h O k O−  = = =  
 

 


 

因此总的花费为
2 1logO − 

 
 



。仔细地讲我们至少需要求解

2 1logO − 
 
 



次维度为 ( )O  的线性方程
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组(非线性方程组)，成本是非常高的，尤其整个离散最优控制系统比较病态时( , hλ 比较小时)。 

为减少优化方法迭代次数，下面提出一种后验方法选取优化方法的初始迭代值，减少整个最优控制

的花费。 
首先在给出算法之前，我们给出一些准备，记 

( ) ( )T, , , .
h hhhM MMM= =u v u v u u u  

第 k 次迭代用到的变量我们用(k)上标表示， ( )k∇J 表示迭代 k 次计算的梯度，共轭梯度法的搜索方向 
( ) ( ) ( ) ( )1 ,k k k kα −= −∇ +d J d 其中 ( ) ( )0 0  ,= ∇d J                            (2) 

关于 ( )kα ，我们使用戴袁公式 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2

1 1
.

,
h

h

k

Mk
k k k

M

α
− −

∇
=

∇ −∇

J

d J J
                                (3) 

关于戴袁公式更多内容可参考文献[19]。控制更新公式为 ( ) ( ) ( ) ( )1k k k ks+ = +u u d ，其中 ( )ks 表示步长。

下面是共轭梯度算法： 
 

算法 1 共轭梯度法 

1: 输入 ， maxk ， ( )0u %~给定迭代误差，最大迭代次数，迭代初始控制 

2: 根据 ( )0u 计算梯度 ( )0∇J  

3: for max 10, ,kk = −
 do 

4: if ( )

h

k

M
∇ ≤J 则 

5: return ( )ku  

6: end if 

7: 根据公式(2)，(3)决定方向 ( )kd ，并通过二次逼近选取步长 ( )ks  

8: ( ) ( ) ( ) ( )1k k k ks+ = +u u d  

9: 根据 ( )1ku + 计算梯度 ( )1k+∇J  

10: end for 
 

我们使用 MC 估计控制期望时，每次抽样时都需要调用算法 1，抽取所有的样本所用的初值往往都

是一样的。这没有充分使用已抽样的样本信息。对此我们提出一种初值校正的方法。 
 

算法 2 初值校正求解期望算法 

1: 输入  ， ( )0u ，N ， 0N %~给定迭代误差，初始迭代值，迭代初始控制，总抽样数，校正样本数。注意 0N N 。 

2: 调用算法 1 抽样计算
0

*
,N k hE u  。 

3: ( )
0

0 *
,N k hE u=   u ，作为 0N N− 样本的初始迭代值。 

4: 调用算法 1 抽样计算
0

*
,N N k hE u−   ，%注意此时优化算法的迭代初值已被

0

*
,N k hE u  代替。 

5: ( )0 0 0

* * * *0
, , , ,N k h N k h N N k h N k h

N N
E u E u E u E u

N −           = + − 
−

  
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通过少量的样本求解最优控制，然后将迭代算法的初值用平均值代替，这个平均值或许能够靠近每

个样本的精确值，从而减少样本的迭代次数。 
更精确的讲，根据切比雪夫不等式 

( )

( ) ( )2

2

2* * *
* *

2 2

  d
.

kh kh L D khD
kh kh L D

E u E u Var u x
P u E u

 
  −    − > ≤ =   

  ∫
 

 

很容易地看出，当方差小时，大多数的样本的精确值是靠近平均值。使得大多数的样本的迭代次数

减少。当方差比较大时，算法 2 的或许效果不是那么明显，可以从后面的实验看出这一点。但是这样校

正初值总是比没有校正初值的效果好，因为许多情况下，样本总是在平均值附近扰动。下面我们给出了

两个数值例子，表明算法 2 的实用性。 

5. 数值实验 

这部分，我们给出两个例子，并比较了初值校正(aNCG-MC)和初值未校正算法(NCG-MC)。设期望

状态 

( ) [ ] [ ]1     0.25,0.75 0.25,0.75 ,
0                  d

x
y x

 ∈ ×= 
 其他.

 

关 于 随 机 场 的 参 数 ： 0.3a = ， 500KLn = ， 我 们 数 值 实 验 在 MATLAB2016a 上 进 行

(Intel(R)Core(TM)i7-6700HQ CPU@2.60GHz 2.59GHz)，关于求解线性代数方程，使用 matlab 中的反斜杠

算子，两个算例的数值结果见图 2、图 3。 

5.1. 算例 1 

这里我们考虑第 3 节的最优控制问题，设置空间离散步长
5

1
2

h = ，迭代误差 1 5e= − ，初始迭代 ( )0 1=u ，

抽样数 200N = ，校正样本量 0 20N = ，设置不同的正则化参数 1 4,1 6,1 8e e eλ = − − − ，选取步长 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 11

2 21

, ,
,h h

h h

k k k k
h h d

k

k k
h h

s
λ

λ

− −−

−

− − −
=

+

M M

M M

A M d y y d u

A M d d
 

其中 1
h
−A 表示刚度矩阵 hA 的逆，通过算法 2 求解，结果见表 1，表里的数据表示抽取 200 个样本总的迭

代数. 我们固定 1 6eλ = − ，设置不同的迭代误差 1 3,1 4,1 5e e e= − − − ，见表 2 的结果。 
 
Table 1. Example 1: aNCG-MCand NCG-MC ( 1 5e= − ) 
表 1. 算例 1：aNCG-MC 与 NCG-MC ( 1 5e= − ) 

 1 4eλ = −  1 6eλ = −  1 8eλ = −  
2σ  aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 

0.01 839 1189 29.44% 1562 4205 62.85% 2313 10430 77.82% 

0.1 1113 1344 17.19% 2479 4192 40.86% 4247 11378 62.67% 

0.5 1220 1337 8.75% 3097 3965 21.89% 6316 11323 44.22% 

 
从实验可以看出，初值校正是优于初值未校正，尤其是当 λ 很小时。但当方差较大时，样本差异大

时，初值校正的方法效果稍差一些，这时我们可以考虑分类的思想，将样本相似的聚在一起，减少整体
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样本的差异性。 
 

   

Figure 2. Example 1 Numerical results ( 2
6

11 6, 1 5, 0.5,
2

e e hλ σ= − = − = = ) 

图 2. 算例 1 数值结果( 2
6

11 6, 1 5, 0.5,
2

e e hλ σ= − = − = = ) 

 
Table 2. Example 1: aNCG-MCand NCG-MC ( 1 6eλ = − ) 
表 2. 算例 1：aNCG-MC 与 NCG-MC ( 1 6eλ = − ) 

 1 3e= −  1 4e= −  1 5e= −  
2σ  aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 

0.01 400 2001 80.01% 551 2341 76.46% 824 2179 62.18% 

0.5 320 410 21.95% 717 1316 45.52% 1678 2111 20.51% 

5.2. 算例 2 

我们考虑下面的半线性状态方程 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , , , ,

, 0, , ,

k x y x f y x u x x D

y x x D

ω ω ω ω

ω ω

−∇⋅ ∇ + = ∈ ×Ω

= ∈∂ ×Ω
 

其中 f 表示非线性反应项。设置 ( ) 35f x x= + ，关于上述方程解的存在唯一性可参考文献[3] [20]。下面我

们给出这个问题的梯度 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1
0

1
0

, , , , ,

, , , , ,

,
d

k y v f y v u v v H D

k p v f y p v y y v v H D

J u u p

ω ω ω

ω ω ω ω ω

ω ωλ

∇ ∇ + = ∈

′∇ ∇ + = − ∈

∇ = +

                        (4) 

其中 f ′表示 f 的导数。用  表示求解状态变量的算子，即 ( )ω =y u ，离散(4)可得 

( )
( )

( )
,

,
h d

ω

ω ω

ω ωλ

=

= −

∇ = +

h

y u

C p M y y

J u u p



 

其中 h h h= +C A B ， hB 表示伴随方程左端第二项的离散有限元矩阵。取迭代步长 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 2( 1) 1 1

,
,

1 ,
h

hh

k k

k

k k k kk
h h

M

s
f λ− − −

− ∇
=

′′− +

M

M

J d

p y C d C d d 
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其中 a b 表示 ,a b 对应元素相乘组成的列向量， 1
h
−C 表示 hC 的逆， f ′′表示 f 的二阶导。我们采用牛顿

法求解状态方程，其他的参数设置均与问题一相同，结果见表 3、表 4。 
 

   

Figure 3. Example2 Numerical results ( 2
6

11 6, 1 5, 0.5,
2

e e hλ σ= − = − = = ) 

图 3. 算例 2 数值结果( 2
6

11 6, 1 5, 0.5,
2

e e hλ σ= − = − = = ) 

 
Table 3. Example 2: aNCG-MCandNCG-MC ( 1 5e= − ) 
表 3. 算例 2：aNCG-MC 与 NCG-MC ( 1 5e= − ) 

 1 4eλ = −  1 6eλ = −  1 8eλ = −  
2σ  aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 

0.01 522 1202 56.57% 435 2666 83.68% 441 7321 93.98% 

0.1 596 1211 50.78% 777 2913 73.33% 4247 11378 62.67% 

0.5 646 1138 43.23% 1232 2949 58.22% 2900 8546 66.07% 
 
Table 4. Example 2: aNCG-MCand CG-MC ( 1 6eλ = − ) 
表 4. 算例 2: aNCG-MC 与 CG-MC ( 1 6eλ = − ) 

 1 3e= −  1 4e= −  1 5e= −  
2σ  aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 aNCG-MC NCG-MC 节省 

0.01 200 600 66.67% 200 1597 87.48% 436 2643 83.50% 

0.5 203 578 64.88% 297 1649 81.99% 1212 2980 59.33% 

6. 结论 

本文通过初值校正的方法减少每次抽样的迭代次数，从而减少整个 MC 抽样成本。两个数值例子表

明我们的方法是充分优于未初值校正方法。初值校正方法可结合其他的优化方法(原始对偶有效集、牛顿

法等等)，或许有更好的效果。也可以结合多水平蒙特卡洛方法或拟蒙特卡洛方法，进一步减少计算最优

控制的成本。 
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