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摘  要 

本文使用多水平蒙特卡洛梯度投影优化方法求解一类随机最优控制问题。蒙特卡洛方法，是一种广泛使

用的方法，是求解最优控制问题的一种常用方法，但它有自身的局限性，收敛速度慢。我们选取收敛速

度较快的多水平蒙特卡洛方法。对这种方法的理论进行分析，之后将该方法用于具体实例，求解金融问

题，并通过数值实验验证方法的有效性。 
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Abstract 
This paper uses a multi-level Monte Carlo gradient projection optimization method to solve a class 
of stochastic optimal control problems. Monte Carlo method is a widely used method for solving 
optimal control problems, but it has its own limitations and slow convergence speed. We selected 
a multi-level Monte Carlo method with fast convergence speed to analyze the theory of this me-
thod, and then applied it to specific examples to solve financial problems. The effectiveness of the 
method was verified through numerical experiments. 
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1. 引言 

随机最优控制问题在工程、金融和金融领域得到了广泛的应用，许多学者研究了不同情况下的随机

最优控制问题，并将其使用在了求解金融问题。对于随机微分方程，有时候很难找到显式解，因此数值

逼近是一个很好的选择。近年来有了一些方法，比如说：有限维随机规划[1] [2]，随机最大值原理[3]，
Bellman 动态规划原理[4]和鞅方法[5]，近年来广泛地应用于数值求解。 

金融安全是国家安全的重要体现，当初亚洲金融危机，世界都受其影响，因此对于金融问题的研究

很重要，也是国家安全的保障。因此用随机微分方程这一个工具，去研究金融问题，用数值模拟去求解

随机微分方程，是本文研究的目的。 
蒙特卡洛方法是一种常见的求解随机问题的方法，但收敛速度慢。于是对它加以改进，改进的方法

有很多，如多水平蒙特卡洛方法[6]和拟蒙特卡洛(QMC)方法[7]。对于一个随机微分状态方程，当控制是

确定之时，求解随机最优控制问题应当考虑它的不确定性，此时梯度经常包含求期望，多水平蒙特卡洛

方法是求解这类问题的一种好方法。 
本文将多水平蒙卡洛方法与梯度投影方法相结合，求解随机最优控制问题。为了减少梯度计算带来

的统计误差和离散误差的影响，我们使用 MLMC 方法来估计每次迭代中的梯度，其中的均方误差(MSE)
被动态地更新。对这种方法给出理论依据，将金融问题转化为随机最优控制问题，进行数值模拟。 

2. 随机最优控制问题 

给定一个完全的概率空间 { }( )t t 0
, , ,F F P

≥
Ω ， [ ]( )2 , ;0FL T R 是一个实值平方可积的 tF -适应过程空间，

于是有 [ ]( )2 2 0, ,L L Ty
Ω

< ∞。{ } 0t t
F

≥
是一维标准布朗运动{ } 0t t

W
≥
生成的自然过滤。定义： 

[ ]( ) ( )( )2 2

1
2

, ,
2

0 0
d d

T
tL L Ty y t P ω

Ω Ω
= ∫ ∫                            (2.1) 

我们给定如下的一个目标函数： 

( ) ( ) ( )T T

0 0
min , d dJ y u E h y t j u t= +  ∫ ∫                          (2.2) 

其中 h 和 j 都是具有一阶连续导数的光滑函数， adu U∈ 是一个确定性控制， adU 是一个在控制空间 ( )2 0,L T
下的闭凸控制集。 ( ) [ ]( )2 0, ;Fy u L T R∈ 是由如下随机微分方程生成的随机过程： 

( ) ( ) ( ) 0d , , d , d ,  0ty f t y u t g t y W y y= + =                         (2.3) 

设 f 是一个关于 , ,t y u 连续可微的函数，g 是一个关于 ,t y 连续可微的函数。可得方程(2.2)存在唯一解

( ) [ ]( )2 0, ;Fy L T R⋅ ∈ ， ( )( )0 , ady u R U⋅ ∈ × 。于是函数 ( )y ⋅ 是关于 ( )u ⋅ 相对应的， u∗ 是方程(2.2)的最优解。

这个问题称之为随机最优控制问题。 
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3. 梯度投影方法 

函数 ( ) ( )( ),J u J y u u= ， ( )y u 是(2.2)的解。假设 ( )J u 是一个凸函数，U 是一个希尔伯特空间，K 是

U 上的一个闭凸子集。 ( ),b ⋅ ⋅ 是一个对称且正定的双线性形式，定义 B：U U→ 满足 ( ) ( ), ,Bu v b u v= 。根

据投影运算符 :kP U K→ 以及一阶优化的必要条件，可以得到 

( )( )1
Ku P u B J uρ∗ ∗ − ∗′= −                                (3.1) 

其中 ( )J u′ 是由 ( )J u 生成的 Gateaux 导数， ρ 一个正常数[8]。 
设 0 10 N N N

Nt t t T= < < < = ， 1 :N N
n nt t T N h+ − = = ， 1,N N N

n n nI t t− =  ，则分段常数空间 NU 可以如下定义： 

1
: . .,N

n

N

N n nI
n

U u U u X a e Rα α
=

 = ∈ = ∈ 
 

∑                         (3.2) 

其中 N
nI

X 是 N
nI 的示性函数。于是公式(3.1)可以做如下的近似计算： 

( )( ), , 1 ,
N

N N N
Ku P u B J uρ∗ ∗ − ∗′= −                             (3.3) 

其中 N NK K U=  。 
为了对(2.1)和(2.2)数值近似求解，我们可以采用下面的迭代公式： 

( ) ( ) ( )( )
( )

0.5

1 0.5

, , , , ,

,
N

N N N
i i i N i N

N b N
i K i

b u v b u v J u v v K

u P u

ρ+

+ +

 ′= − ∈


=

                     (3.4) 

iρ 是迭代步长， NJ ′ 是 ( )J ′ ⋅ 的数值近似。用下面式子表示 NJ ′ 与 ( )J ′ ⋅ 之间的误差 

( ) ( )sup N N
N i N i

i
J u J uε ′ ′= −                               (3.5) 

于是有如下定理 3.1。 
定理 3.1：若 ( )J ′ ⋅ 满足利普西茨条件，并且关于 u∗和 ,Nu∗ 是一直单调的，于是存在正常数 c 和 C 满

足 

( ) ( )  ,J u J v C u v v K∗ ∗′ ′− ≤ − ∀ ∈                           (3.6) 

( ) ( )( ) 2
,  ,J u J v u v c u v v K∗ ∗ ∗′ ′− − ≥ − ∀ ∈                        (3.7) 

( ) ( ), ,  ,N N
NJ u J v C u v v K∗ ∗′ ′− ≤ − ∀ ∈                         (3.8) 

( ) ( )( ) 2, , ,,  ,N N N
NJ u J v u v c u v v K∗ ∗ ∗′ ′− − ≥ − ∀ ∈                     (3.9) 

假设 

N →∞时， ( ) ( )sup 0N N
N i N i

i
J u J uε ′ ′= − → ，                   (3.10) 

对于一些常数 0 1δ< < ，我们可选择 iρ ，使得满足 

( ) 2 20 1 2 1 2i ic Cρ ρ δ< − + + ≤                             (3.11) 

则(3.4)是收敛的。更准确的，我们有 

当 ,i N→∞ →∞时， 0N
iu u∗ − → 。 
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根据随机最大值原理，可以用下面的修正公式方便地计算目标函数的梯度： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , , d , d , 0,p y y y td h y pf t y u pg t y t pg t y W p T ′ ′ ′ ′− = + − + =              (3.12) 

( )J u 的导数可以由下面式子表示： 

( ) ( ) ( )( )T

0
, , d ,  uJ u v E pf t y u j u v t v U′ ′ ′= + ∀ ∈  ∫  

根据 Riesz 表示定理，可得 

( ) ( ) ( ), , .uJ u E pf t y u j u′ ′ ′= +                              (3.13) 

上述就是梯度投影方法。由于梯度包含期望，因此期望估计的准确性直接影响梯度投影算法的收敛

性。通常，它需要大量样本。特别地，当扩散系数 ( ),g t y 大时样本数量需要更多。因此，我们使用 MLMC
方法来估计期望。 

4. 基于梯度投影的蒙特卡洛方法 

我们考虑期望 [ ] ( ) ( )E A E f y g p=   ，其中 ,y p 时状态方程和(3.12)的解。我们假设 ,f g 有连续的导

数，通过 ( ) ( )L L Lh h hA f y g p= 作数值近似，在理论分析之前，我们做如下的假设： 
H1：y 的误差估计满足

[ ]( )2 2, 0,
y

LL h LL L T
I y y hβ

Ω
− <



。 

H2：修正的状态 p 的误差估计满足
[ ]( )2 2, 0,

p
LL h LL L T

I p p hβ

Ω
− <



。 

H3：对样本估计的计算成本 LC 满足 1 2
L L LC h hγ γ− −< +


。 
在这假设下我们给出如下的定理。 
定理 4.1：假设 H1 和 H2 成立， [ ]( )2 2, 0,A L L T∈ Ω ，f 和 g 满足利普西茨连续，则多水平蒙特卡洛法

(MLMC)对 A 的期望误差满足： 

[ ] [ ]( ) ( )2 2

1
2

, 0,
0

.y p y p
L

L L l l lL L T
l

E A Y h h N h hβ β β β−

Ω
=

− < + + +∑


                     (4.1) 

定理 4.2：假设 H1 和 H2 和 H3 都成立， [ ]( )2 2, 0,A L L T∈ Ω ，f 和 g 满足利普西茨连续，则通过下面

样本数{ } 0

L
l l

N
=
的选择，可以得到 MLMC 估计[7]。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

22 2
33

22 2233

2 22 2
3 33

,              0,

1 ,  0,

,         0.

y p y p

y p y p

y p y p

l l l l L L

l l l l l L L

l l l l L L L

O h h h h h h

N O h h h h L h h

O h h h h h h h

β β β βγ γ

β β β βγ γ

τ
β β β βγ γ

τ

τ

τ

−−− −

−−− −

−−− −

  
+ + + >     


 

= + + + + =     


  + + + <   
 

               (4.2) 

其中 

{ }1 1 1 2 2 2min 2 ,2 , ,2 ,2 , .y p p y y p p yτ β γ β γ β β γ β γ β γ β β γ= − − + − − − + −             (4.3) 

有 [ ] [ ]( )2 2, 0,
y p

L LL L T
E A Y h hβ β

Ω
− < +



。 

当 L →∞时，MLMC 的总的计算成本 mlmcC 是渐进有界的，如下： 
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( )
( ) ( )
( )

2

23

2

,              0,

1 ,  0,

,          0.

y p

y p

y p

L L

mlmc L L

L L L

h h

C L h h

h h h

β β

β β

β βτ

τ

τ

τ

−

−

−

 + >
< + + =

 + <



                          (4.4) 

基于梯度投影的 MLMC 方法的最优控制，它的算法如下： 
1) 输入 ( )1 0

max, , , ,i uτ ε η ，给出迭代误差、初始 MSE、最大迭代步长和控制函数。 
2) 用 MLMC 和 MSE ( )iε 去估算梯度 ( )( )1i

NJ u −′ 。 
3) 用梯度投影(3.4)去更新 ( )iu 。 
4) 如果 ( ) ( )1i iu u τ−− ≤ ，返回 ( )iu ，开始程序下一步；否则结束。 

5) 如果有 ( ) ( ) ( )1i i iu uε η −> − 或者 ( ) ( ) ( )12i i iu uε η −< − 成立，决定下一步的 MSE ( ) ( ) ( )+1 1i i iu uε η −= −

或者 ( ) ( ) ( )( )+1 1max ,i i iu uε τ η −= − 。如果条件不成立，则 ( ) ( )+1i iε ε= 。 

其中 ,u v 是 2 个服从某种确定分布的随机向量，h 是离散步长。 ⋅ 是通过这样定义的内积产生的，

( ) [ ] ( )T
, 0,, dTu v hu v P

Ω Ω
= Ω∫ 。 

如果通过上述算法产生的梯度 ( )( )i
NJ u′ ，定理 3.1 的条件都成立，当 0 1δ< < 时， iρ 由这 

( ) 2 20 1 2 1 2i ic Cρ ρ δ< − + + ≤ 决定。我们有(3.4)的基于多水平蒙特卡洛估计是收敛的，于是有 

( ) ( )0iu u i∗ − → →∞                                  (4.5) 

证明：根据(3.8) (3.9)和定理 3.1，有 

( ) ( )J u J v C u v′ ′− ≤ −                                (4.6) 

( ) ( )( ) [ ], 0,
,  , N

T
J u J v u v c u v u v R

Ω
′ ′− − ≤ − ∀ ∈                        (4.7) 

可以得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
22 2

1 ,i i i i
Nu u u u J u J uδ+ ∗ ∗ ′ ′− ≤ − + −                      (4.8) 

其中 0 1δ< < ， u∗是(2.2)和(2.3)的精确解。根据上述算法有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1i i i i
NJ u J u u u −′ ′− ≤ −                             (4.9) 

我们根据定理有 i →∞时， ( ) ( )1 0i iu u −− → 。 
因此可得 

( ) ( )0iu u i∗ − → →∞ . 

5. 金融上的应用与数值模拟 

随机最优控制问题在工程、金融和金融领域得到了广泛的应用，梯度投影算法下的多水平蒙特卡洛

方法可以用在金融问题上，求解金融问题。接下来根据具体问题，实例分析投影梯度下的蒙特卡洛方法

的应用，并进行数值模拟。 
例子：这个例子来自于金融中的期权定价问题，根据 B-S 模型[9] [10]可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0d d d ,  0t ty u t y t t y t W y yσ= + =                           (5.1) 

可将期权定价转化为下面的优化控制问题： 

( )
( ) ( )

2

T T2 2
0 00,

1 1min d d ,
2 2d

u L T
J u E y y t u t

∈

 = − + ∫ ∫                        (5.2) 

其中σ 为常数。对这个问题求优化问题可以转化为求解下面的优化控制问题： 

( )
( ) ( )
[ ]

0

2

d d d , 0 ,

d d d , 0,
t

d t

y uy t y W y y

p y y up p t p W p T

u E py

σ

σ σ

 = + =
− = − + − + =


= −

                      (5.3) 

最优控制问题的精确解如下： 

( )2 2

2 2

0 0

e
, 11 1 1 1

2 2

t

d
T tT tu y

Tt t Tt t
y y

σ
∗ − −−
= = +

− + − +
                         (5.4) 

为了用投影梯度算法下的多水平蒙特卡洛法求解优化控制问题，我们设置以下参数进行数值模拟实验： 
( ) ( )0 04

01,  1,  1,  0.05,0.1,0.2,  10 ,  5 2,  0.5u T y eσ τ ε η−= = = = = = − = 。 

当 MLMC 方法被用于估算梯度时，参数 1 2, , , , ,y p y pα α β β γ γ 需要被模拟，由于欧拉算法用于数值模拟伴随

方程和状态方程，相关参数已经理论上确定了。因此 

1 21,  0.5,  1y p y pα α β β γ γ= = = = = = . 

数值实验结果见图 1。当 0.2σ = 时，实验计算过程的部分信息，见表。 

6. 结论 

从图 1 可以知道：当 0.05,0.1,0.2σ = 时，这种算法时收敛的，最终的误差 ( )iu u∗− 分别是

6.4e 4,  1.2e 3,  9.9e 3− − − 。当 0.2σ = 时迭代的总时间为 2.4e 4+ 秒。因为我们选择负梯度方向，当τ 逐步

增加时，图中最后一排体现出误差缓慢的增加 ( )0.1, 0.2σ σ= = 。 
从表 1 可以知道：此算法的精度高，用时也比较少，梯度投影下的 MLMC 能高效准确的数值模拟最

优控制问题，为金融中的期权定价问题提供一种好的数值计算方案。 
 

Table 1. Partial information of numerical calculation process (σ = 0.2)  
表 1. 实验计算过程的部分信息(σ = 0.2) 

i ( )iε  
( ) ( )1i iu u −−  N3 N4 N5 N6 N7 ( )it s  

3 4.5e−02 5.6e−02 178 3 1   0.08 

7 9.1e−03 1.3e−02 4273 55 10   0.09 

11 2.6e−03 3.8e−03 53,203 749 126   0.20 

15 8.4e−04 1.3e−03 508,312 6715 1181 254  1.70 

19 3.1e−04 4.9e−04 3,816,292 51,158 8526 1880 463 11.63 

23 1.3e−04 2.0e−04 23,879,767 321,838 54,732 11,887 2892 67.07 
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0.05σ =                              0.1σ =                              0.2σ =  

Figure 1. Numerical experimental results (h = 1/64)  
图 1. 数值实验结果(h = 1/64) 

 
本文讨论了梯度投影下的 MLMC 的随机最优问题，并将之用于金融问题的实例分析中，数值实验体

现了这种方法的高效性和准确性，为分析金融问题提供了一种好的手段。这种方法为求解高维随机最优

控制问题提供一种可能，也可以用在随机倒向微分方程上面，也可以求解高维下的期权定价问题。 
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