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摘  要 

在解决约束多目标优化问题时，需要同时考虑多个优化目标以及问题的约束条件，这给问题的解决带来

了很大的挑战，主要体现在解的可行性、收敛性和多样性三个方面。为了应对这些挑战，本文提出了一

种新的约束多目标进化优化算法，该算法采用了三个阶段和多个辅助种群的设计。具体来说，第一阶段

中，算法首先利用不受约束的种群引领其他种群进行搜索，在第二阶段，每个辅助种群致力于解决单个

约束条件下的多目标优化问题。最后，本文设计了一种分区辅助策略，根据不同种群在每个分区的表现

来调整辅助种群的参与度。为了评估算法的表现和有效性，我们将其与当前较为优秀的四个算法在

DASCMOPs测试基上进行了比较。实验结果表明，我们的算法具有出色的表现。 
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Abstract 
In tackling constrained multi-objective optimization problems, it is necessary to consider mul-
tiple optimization objectives as well as the constraints of the problem, which poses significant 
challenges to finding solutions. These challenges are mainly reflected in the feasibility, conver-
gence, and diversity of solutions. To address these challenges, this paper proposes a novel con-
strained multi-objective evolutionary optimization algorithm, which employs a three-stage ap-
proach and multiple auxiliary populations. Specifically, in the first stage, the algorithm utilizes 
an unconstrained population to guide the search of other populations. In the second stage, each 
auxiliary population focuses on solving the multi-objective optimization problem under a single 
constraint. Finally, a partition-driven strategy is designed to adjust the participation of auxiliary 
populations in each partition based on their performance, thereby enhancing the efficiency of 
the main population in obtaining superior solutions. To evaluate the performance and effec-
tiveness of the algorithm, we compare it with four currently classic and outstanding algorithms 
on the DASCMOPs test suite. The experimental results demonstrate the excellent performance of 
our algorithm. 
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1. 引言 

现实应用中有很多优化问题包含了几个相互冲突的目标和多个复杂的约束条件，如机电力配送系统

规划[1]、组合经济排放调度问题[2]、车辆路径规划[3]。这类问题被称为受约束的多目标优化问题。其数

学模型可以用下面的公式表达： 
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其中， ( )1 2, , , ΩDx x x x= ∈ 表示的是决策空间维度为 D 维的决策解； Ω D⊆  代表的是决策空间；

: Ω Mf →  表示的是维度为 M 的目标解；其中还包括了 q 个等式约束 ( )jh x 和 p 个不等式约束 ( )jg x 。 

从上述数学模型可以看出，约束多目标优化问题涉及多个优化目标，因此并非具有唯一解，而是通

过一组解集展示各个优化目标之间的最优权衡。多目标进化算法，如基于非支配排序[4]、指标[5]、分解

[6]等方法，是一种随机启发式算法，能够在一次运行中生成一组解集。受遗传进化的启发，该算法通过

不断迭代更新朝向更优的进化方向搜索，最终产生一组较优的解集。然而，由于约束条件的存在，这些

条件会改变目标空间的搜索景观，导致不可行解域的出现。在这种情况下，单纯使用多目标进化算法就

不再有效，因此需要各种约束处理机制来应对这一挑战。 
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目前，约束处理机制主要分为六类。第一类是基于罚函数的方法，这些方法主要依据约束违反程度

来构建惩罚项。将惩罚项融入目标函数中，将约束多目标优化问题转化为无约束的形式。文献[7]提出了

一种新的方法，将非支配排序遗传算法与无参数惩罚方法相结合，以持续搜索更优解集。第二类是基于

目标与约束分离的方法。文献[4]提出了一个非支配排序方法，该方法在比较两个不同个体时优先考虑可

行解，若两个个体都是可行解则选择非支配解，若两个个体都是不可行解则选择约束违反度小的个体。

第三类是基于多目标的方法，将约束条件也视为优化目标处理，从而将约束多目标优化问题转化为无约

束的多目标优化问题。第四类方法是混合方法，将进化算法与数学规划相结合，特别是在处理等式约束

时，这种方法可以减少空间搜索的成本。文献[8]提出了一种混合优化技术，将遗传算法与基于内点方法

的局部搜索策略相结合。第五类是基于改变繁殖算子的方法[9]，该类方法专注于设计高效且特定的算子

来处理繁殖过程。第六类是将约束多目标优化问题转化为其他问题，这是处理约束多目标优化问题的主

要流行方法。这类方法可以有效利用不同优化问题或不同进化阶段的信息为其余问题和进化阶段提供参

考信息，又可以细分为以下两类： 
第一类，基于将优化问题转化为多个阶段的优化问题的方法，文献[10]提出了一种双阶段的算法框

架，该框架分为推和拉两个阶段，在推的阶段，算法旨在使种群穿过不可行区域到达非约束帕累托前

沿；而拉的阶段，采用改进的 ε 约束方法来往回搜索约束帕累托前沿。第二类方法是将约束多目标优

化问题转化为协同优化问题，核心思想是使用不同的种群处理不同的优化问题，并相互分享经验。文

献[11]提出了一个协同进化框架，来解决约束多目标优化问题，其中一个种群搜索约束帕累托前沿，另

一个种群忽略约束条件寻找非约束帕累托前沿，并且这两个种群相互协助解决约束多目标优化问题。

文献[12]设计了双存档进化算法，其中一个存档以收敛为导向，另一个存档以多样性为导向，用于探索

未开发的区域并保持多样性。文献[13]研究了约束之间的关系，根据单个约束的帕累托前沿和它们的共

同帕累托前沿的关系确定约束的优先级，并利用优先级最强的约束对应的种群进行辅助。尽管以上的

算法都表现出色，但文献[11]的两个种群在约束和非约束帕累托前沿有较大分离时，合作效率较低。文

献[13]中，单纯地根据各个约束条件对应的种群的支配排序来确定约束的优先级可能会忽略掉其他约束

条件所能提供的信息。为解决上述问题，本文提出了一种约束多目标进化优化算法，使用多个辅助种

群在不同分区下提供不同辅助强度。算法采用了三个阶段的进化过程，每个阶段能够高效地发掘信息。

本文所提出的算法与 4 个约束多目标优化算法在 3 个测试基下进行比较，结果表明，所提的算法具有

较好的表现。 

2. 提出的算法 

2.1. 算法框架 

算法 1 概述了本文提出算法的步骤，该算法主要用到了 C + 2 个种群，其中包含 1 个负责解决原问

题的种群，1 个不考虑约束条件的多目标优化问题的种群还有 C 个只考虑一个约束条件的多目标优化问

题的种群，为了方便后文的阅读和表述，在本文的后续部分，我们称这些只考虑一个约束条件的多目标

优化问题为原问题的子约束问题。每个种群的规模设置为 N，设置算法的最大函数评估次数为 MaxFEs
次。该算法主要分成三个阶段，第一个阶段是探索阶段，其主要目的是利用不考虑约束的种群引领其他

种群向前探索。第二个阶段是开发阶段，在这一阶段，多个种群之间会进行信息交互，以实现知识的

迁移。第三个阶段是聚焦阶段，其目标是确保每个辅助种群能够为主种群提供更加有效的辅助信息。

在算法 1 的 1~8 行是一些初始化操作，C 代表约束条件的个数，Stage 初始化为 1 表示当前阶段为第一个

阶段——探索阶段，种群 P1是不考虑约束的辅助种群，通过初始化 P1并且赋值给其他的 C + 1 个种群。

在算法的 9~20 行是三个阶段的内容，当满足算法的终止条件，算法返回最终的主种群 P。 
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算法 1：算法步骤 

输入：种群规模 N；最大函数评估次数 MaxFEs；权重向量集 W； 

输出：种群 P； 

1 C ← 约束条件的个数； 

2 Stage ← 1； 

3 P1 ← 随机初始化种群(N)； 

4 评估种群 P1 并初始化函数评估次数 FEs ← N； 

5 P ← P1； 
6 for i ← 1 to C do 

7    SPi ← P1； 
8 end 

9 While 未满足终止条件： 
10    if Stage == 1 then 

11        1 1 2, , , , CP P SP SP SP  ← 通过算法 2 更新主种群和辅助种群； 

12        FEs，Stage ← 通过算法 2 更新当前函数评估次数以及阶段数； 
13    elseif Stage == 2 then 

14 1 1 2, , , , CP P SP SP SP  ← 通过算法 3 更新主种群和辅助种群； 

15        FEs，Stage ← 通过算法 3 更新当前函数评估次数以及阶段数； 
16    else 

17        1 1 2, , , , CP P SP SP SP  ← 通过算法 5 更新主种群和辅助种群； 

18        FEs←通过算法 5 更新当前函数评估次数； 
19    end 
20 end 
21 return P； 

2.2. 探索阶段 

探索阶段的主要作用是选择利用不考虑约束条件的辅助种群解决最简单的无约束多目标优化问题，

从而大致探索整个可行域并达到潜在的可行域。这样有助于穿越传统的约束多目标优化算法所无法突破

的不可行域。需要注意的是，在这一阶段，只有种群 P1是产生子代的，并且这些子代会与其他种群共享。

这么做的原因是为了节省计算资源，并且对于其他 C 个辅助种群而言，在早期阶段产生的子代尚未展现

出较好的收敛性，因此可以认为它们在当前阶段的作用相对较小。算法 2 中的 1~3 行对辅助种群 P1进行

了父代选择并且产生子代最终通过环境选择更新种群。在 4~10 行中，将 P1 子代共享给其余的种群，最

后通过环境选择完成种群更新。12~14 行主要是进行了算法阶段数的更新，这个更新策略用到了文献[10]
的状态转换策略。如公式(2)所示， krz 代表最理想点和最不理想点变化率的最大值， krz 小于阈值𝜖𝜖就满足

转换条件。其中最理想点和最不理想点的变化率用公式(3)和公式(4)表示。 

 { }max ,k k kr rz rn≡ ≤   (2) 
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k k l
i i
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z z
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算法 2：探索阶段 

输入：种群规模 N；最大函数评估次数 MaxFEs；当前函数评估次数 FEs；约束条件个数 C；主种群 P；辅助种群

1 1 2, , , CP SP SP SP ； 

输出：主种群 P；辅助种群 1 2, , CSP SP SP ；当前函数评估次数 FEs；当前阶段数 Stage； 

1 MatingParent1 ← 通过二元锦标选择从 P1中选出 N 个个体作为父代； 
2 Off1 ← MatingParent1通过 GA 算子产生 N 个子代个体； 

3 P1← 1 1 1,P P Off ，不考虑约束条件来评估 P1的个体； 

4 P1←通过环境选择，更新种群 P1； 

5 P← 1P Off ，考虑全部约束条件来评估 P 的个体； 

6 P←通过环境选择，更新种群 P； 
7 for j ← 1 to C do 
8     jSP

 
← 1jSP Off ，考虑第 j 个约束条件来评估 jSP 的个体； 

9     jSP  ← 通过环境选择，更新种群 jSP ； 

10 end 
11 更新函数评估次数 FEs ← FEs + N 
12 if P1满足公式(2) 
13     Stage ← Stage + 1； 
14 end 

2.3. 开发阶段 

在探索阶段转换到开发阶段后，由于种群P1的引领，其余种群也能够到达相对收敛的和可行的区域。

探索阶段的主要作用是让除了种群 P1之外的种群通过进化从而获得更优的解，在这个过程当中，由于各

个种群用于处理不同的问题，能够产生不同偏好的子代个体，因此具有丰富有价值的信息。种群之间能

够互相共享自己产生的子代，为其他种群提供有价值的信息，从而辅助主种群的解集具有更好的收敛性、

可行性和多样性。需要注意的是，在开发阶段已经停止了辅助种群 P1的更新，而是通过其余的只考虑原

问题的子约束问题的辅助种群来进行辅助，当遇到约束帕累托前沿与非约束帕累托前沿有着较大的差距

的优化问题时，这样的设计能够在一定程度上弥补文献[11]中辅助种群在后期不能有效地提供辅助信息的

缺陷。在算法 3 的 1~7 行主要是种群 P， 1, , CSP SP 产生子代并且将它们地子代都放到子代共享池中，

8~13 行中，每个种群都将自身与共享子代池合，随后通过环境选择更新为新的种群。15~17 行是用于更

新进化阶段的，当 1, , CSP SP 都处于相对停滞时，满足转换条件开始进入第三阶段。 

2.4. 聚焦辅助阶段 

2.4.1. 聚焦辅助策略 
当完成了探索阶段后，处理原问题子约束问题的辅助种群基本上已经探索到属于它们的约束帕累托

前沿了。并且，原问题对应的可行域是它各个子约束问题的可行域的交集，这些交集的帕累托前沿跟这

些子约束问题对应的帕累托前沿会有一定的关系。本文将原问题的帕累托前沿和它子约束问题对应的帕
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累托前沿之间的关系简化为两类：1) 子约束问题的帕累托前沿与原问题的帕累托前沿有交集；2) 子约束

问题的帕累托前沿与原问题的帕累托前沿没有交集。并且得出以下结论，子约束问题对原问题的辅助效

率很大程度上与它和原问题之间的帕累托前沿的相近程度决定。由此本文提出了一个聚焦辅助的策略，

用于分配每个处理子约束问题的辅助种群对主种群的辅助强度。 
 

算法 3：开发阶段 

输入：种群规模 N；最大函数评估次数 MaxFEs；当前函数评估次数 FEs；约束条件个数 C；主种群 P；辅助种群

1 2, , CSP SP SP ； 

输出：主种群 P；辅助种群 1 2, , CSP SP SP ；当前函数评估次数 FEs；当前阶段数 Stage； 

1 MatingParent ← 通过二元锦标选择从 P 中选出 N 个个体作为父代； 
2 Off ← MatingParent 通过 GA 算子产生 N 个子代个体； 
3for j ← 1 to C do 
4 MatiingParentcj ← 通过二元锦标从 jSP 选择出 N 个父代个体； 

5 OffSpringcj ← 通过 DE 算子产生 N 个子代个体； 
6 Off ← jOff OffSpringc  

7 end 
8 P ← P Off ，考虑全部约束条件来评估 P 的个体； 
9 P ← 通过环境选择，更新种群 P； 
10 for j ← 1 to C do 
11    jSP  ← jSP Off ，考虑第 j 个约束条件来评估 jSP 的个体； 

12    jSP  ← 通过环境选择，更新种群 jSP ； 

13 end 
14 更新函数评估次数 Fes ← ( )1FEs C N+ + × ； 

15if 1, , CSP SP 均满足公式(2) 

16     Stage ← Stage + 1； 
17 end 

 
首先，将目标空间均匀地分成 K 份，计算并统计每个辅助种群在每个分区的可行解的个数，得到矩

阵(5)，其中 ,c ka 代表第 c 个辅助种群在第 k 个分区的可行解的个数。需要注意的是，这里的可行指的是

针对原问题的可行，而非针对子约束问题的可行。 
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随后通过公式(6)计算第 c 个辅助种群在每个分区下的可行解比例，并用矩阵(7)表示每个辅助种群在

每个分区对应的可行解比例。 
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针对可能发生某些子约束问题对应的帕累托前沿在某些分区重合从而导致资源浪费的情况，本文认

为应该将这些分区交给最擅长在这些分区处理优化问题的辅助种群，由此根据公式(8)计算每个辅助种群

在分区 k 下的辅助资源数。并用矩阵(9)表示每个辅助种群在每个分区的辅助资源， ckres 本质上就是第 c
个辅助种群在分区 k 中能容纳的最大个体数。 

 ( )1 if rate max
0  otherwise 

ck c ck
k

c
c

Ckrate N rate
res ≤ ≤

=
× =




 (8) 
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res res
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 
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

  



 (9) 

随后设计新的环境选择策略。核心思想是将种群的个体都分配到它所擅长的区间，从而发挥每个辅

助种群的辅助优势。算法 4 中 1~3 行主要是计算每个候选集的适应值和所属的分区，方便从每个分区筛

选出对应资源数的优秀个体更新到下一代。4~12 行是对每个分区进行遍历，假如在当前分区中候选解的

个数小于其对应的资源数，那么就将该区的全部个体合并到 Population_new 中，否则的话就选择最优的

对应的前资源数个个体。13~17 主要是当 Population_new 个体数不满 N 个时，便从剩余的候选解中选出

最优的 leave 个个体加入到 Population_new 中。 
 

算法 4：环境选择策略 

输入：种群规模 N；候选解集 Population；c；resource；分区权重 W；权重个数 K； 
输出：更新后种群 Population_new； 
1 Fitness ← 针对第 c 个约束条件，通过非支配排序计算 Population 每个个体的适应值； 
2 Region ← 通过欧氏距离计算每个个体所在的区域； 
3 Population_new ← ∅； 
4for i = 1:K do 
5     n ←第 c 个辅助种群在第 i 个分区的资源数 resurce[c][i]； 
6 feasible_number←Population 在第 i 个分区中针对第 c 个约束条件的可行解个数； 
7if n>=feasible_number 
8 将属于分区 i 的 feasible_number 个个体添加到 Population_new； 
9     else 
10        将属于分区 i 的适应值排名前 n 名的个体添加到 Population_new； 
11end 
12 end 
13 N_new ← Population_new 中的个体数； 
13 if N_new < N 
14    leave ← N-N_new； 
15 diff ← Population-Population_new； 
16 从 diff 中选出适应值排名前 leave 名的个体添加到 Population_new 中； 
17 end 
18 return Population_new； 

2.4.2. 聚焦辅助阶段算法流程 
聚焦辅助阶段的目的是让每个辅助种群根据每个分区所分配的辅助资源来进一步为主种群提供有价
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值信息。算法 5 的第 1 行主要是计算每个辅助种群的个体相对原问题而言的可行解的比例，如果一个辅

助种群中不存在可行解，说明它的帕累托前沿与原问题的帕累托前沿没有交集，因此在后期不能很好地

提供辅助作用，因此便不考虑让其产生子代以此节省计算资源和减少信息干扰。第 3 行主要是根据公式

(8)得出每个辅助种群在各个分区的辅助资源数。3~12 行是让主种群和辅助种群产生子代并且都合并添加

到共享子代池当中。13~18 行是更新主种群。并且利用新设计的环境选择策略更新辅助种群。 
 

算法 5：聚焦辅助阶段 

输入：种群规模 N；最大函数评估次数 MaxFEs；当前函数评估次数 FEs；约束条件个数 C；主种群 P；辅助种群

1 2, , CSP SP SP ；权重向量集 W； 

输出：主种群 P；辅助种群 1 2, , CSP SP SP ；当前函数评估次数 FEs； 

1 Feasible_Rate ← 计算每个辅助种群的可行解个数；F ← 0； 

2 resource ← 通过聚焦辅助策略分配每个种群在每个分区的计算资源； 

3 MatingParent ← 通过二元锦标选择从 P 中选出 N 个个体作为父代； 

4 Off←MatingParent 通过 GA 算子产生 N 个子代个体； 

5 for j ← 1 to C do 

6     if Feasible_Rate[j] > 0 

7         F ← F + 1； 

8         MatiingParentcj ← 通过二元锦标从 jSP 选择出 N 个父代个体； 

9         OffSpringcj ← 通过 DE 算子产生 N 个子代个体； 

10        Off ← jOff OffSpringc ； 

11    end 

12 end 

13 P← P Off ，考虑全部约束条件来评估 P 的个体； 

14 P←通过环境选择，更新种群 P； 

15 for j ← 1 to C do 

16    jSP  ← jSP Off ，考虑第 j 个约束条件来评估 jSP 的个体； 

17    jSP  ← 算法 4 进行环境选择，更新种群 jSP ； 

18 end 

19 更新函数评估次数 FEs ← ( )1FEs F N+ + × ； 

3. 实验分析 

本文主要选取广泛用于测试约束多目标优化算法性能的 DASCMOP 测试基[14]，该测试基需要平衡

约束多目标优化问题中常见的可行性、收敛性、多样性三大难题，包含有三大类的约束条件，分别是控

制收敛性的条件、控制可行性的条件和控制多样性的条件。本文使用的评价指标是 IGD 指标[15]，该指

标主要反映了一个算法找到的帕累托前沿的收敛性和多样性。 
为了检验所提算法的有效性，本文与四个前沿的算法[10] [11] [12] [13]进行比较，种群大小设置为 100，

最大评估次数设置为 300,000 次。所有测试问题都运行 30 轮。需要注意的是，对比的算法的参数都参考

对应文献的设置。 
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3.1. 实验结果 

算法在测试问题上的 IGD 指标平均值，如表 1 所示。 
 

Table 1. The average value of the IGD metric of the algorithm on the test problems 
表 1. 算法在测试问题上的 IGD 指标平均值 

问题 约束个数 CCMO C-TAEA PPS C3M PACMO 

DASCMOP1 11 7.0611e−1 
(3.80e−2)− 

1.7669e−1 
(1.21e−2)− 

1.8406e−1 
(2.33e−1)− 

4.4179e−3 
(4.32e−3)= 

3.0924e−3 
(2.60e−4) 

DASCMOP2 11 2.3945e−1 
(2.50e−2)− 

37.6141e−2 
(2.51e−2)− 

5.1617e−3 
(1.43e−4)− 

4.1369e−3 
(7.75e−5)+ 

4.3704e−3 
(9.65e−5) 

DASCMOP3 11 3.1565e−1 
(4.62e−2)− 

1.3624e−1 
(2.58e−2)− 

2.8881e−1 
(1.06e−1)− 

6.8422e−2 
(8.34e−2)− 

1.9093e−2 
(4.39e−3) 

DASCMOP4 11 1.2432e−3 
(5.34e−4)+ 

1.0040e−2 
(2.16e−3)− 

1.5161e−1 
(6.82e−2)− 

1.4273e−3 
(2.93e−4)+ 

2.2025e−3 
(2.04e−3) 

DASCMOP5 11 2.7024e−3 
(4.90e−5)+ 

7.0255e−3 
(4.44e−4)− 

4.2054e−3 
(3.16e−4)+ 

1.2886e−2 
(5.24e−2)= 

6.9428e−3 
(1.86e−2) 

DASCMOP6 11 2.2403e−2 
(8.69e−3)= 

2.3315e−2 
(2.41e−3)= 

2.2225e−1 
(2.90e−1)− 

1.0107e−1 
(2.18e−1)= 

8.3968e−2 
(1.43e−1) 

DASCMOP7 7 3.0968e−2 
(6.46e−4)− 

3.8140e−2 
(8.94e−4)− 

5.2107e−2 
(7.90e−3)− 

4.1895e−2 
(5.52e−3)− 

2.8156e−2 
(4.65e−4) 

DASCMOP8 7 4.0353e−2 
(1.00e−3)− 

6.0485e−2 
(1.36e−2)− 

6.4678e−2 
(7.87e−3)− 

5.4690e−2 
(1.10e−2)− 

3.5761e−2 
(8.62e−4) 

DASCMOP9 7 3.4014e−1 
(8.53e−2)− 

2.0814e−1 
(7.02e−2)− 

1.0823e−1 
(9.42e−2)− 

4.0824e−2 
(1.06e−3)− 

3.5435e−2 
(5.84e−4) 

+/−/=  2/6/1 0/8/1 1/8/0 2/4/3  

3.2. 实验结果分析 

从表 1 可以看出，本文提出的算法 PACMO 在 DASCMOP 测试基上取得了最好的实验效果，证明了

它的有效性，尤其是在 DASCMOP3 和 DASCMOP7-DASCMOP9 中遥遥领先于对比的算法，并且说明该

算法还在维度为 3 维的目标空间中也有着很好的表现。其次，算法在 DASCMOP4 和 DASCMOP5 中稍稍

逊色于 CCMO，这两个问题中的约束条件个数有 11 个，故本算法比 CCMO 需要消耗更多的资源在辅助

种群中。总的而言，本文提出的算法能够较高效地利用到辅助种群提供的信息。 

4. 结束语 

本文提出了一种约束多目标进化优化算法，采用了三个阶段和多个辅助种群的设计。其核心思想是

在第一阶段利用无约束的种群引领其他种群搜索潜在的可行区域，在第二阶段通过协同进化方式在辅助

种群和主种群之间传递和共享信息，在第三阶段则采用了基于分区的辅助策略，以更好地让辅助种群为

主种群提供可行信息。实验结果表明，本文提出的算法表现良好。但是，在计算资源有限的前提下，优

化问题的约束条件越多，所需的辅助种群也就越多，如此平分到每个种群的资源也就随之减少，可能会

导致效果略显不足，在 DASCMOP1-DASCMOP6 中，测试问题的约束条件多达 11 个，显然本文提出算

法在 DASCMOP2、DASCMOP4、DASCMOP5 中表现较差，然而在 DASCMOP7、DASCMOP8、DASCMOP9
中测试问题中的约束条件个数为 7 个，本文所提出的算法效果显著优于其余的算法。因此，在未来的研

究中，将进一步改进和优化算法，特别关注处理约束较多情况的问题。 
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