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摘  要 

随着人工智能功能的日益强大，对机器学习、深度学习的研究也日趋完善。深度学习的核心思想是求解

优化问题，而随着当前实际问题规模的日益扩大，梯度类算法由于运算成本相对较低，日益受到人们的

关注和青睐，设计新的加速梯度算法是加快问题求解的关键。本文基于常微分方程，得到了一系列新的

加速梯度算法。本文考虑了一类系数不定的二阶常微分方程，证明了系数在满足什么条件下，该微分方

程能够快速收敛。对于该微分方程，本文采用两种不同的离散格式：显式欧拉格式、隐式欧拉格式进行

离散，分别得到了两类不同的优化算法，分别证明了算法的收敛速率。最后，本文通过数值实验证明了

算法的有效性。 
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Abstract 
With the increasingly powerful functions of artificial intelligence, research on machine learning 
and deep learning is also becoming increasingly sophisticated. The core idea of deep learning is to 
solve optimization problems, and with the increasing scale of practical problems, gradient algo-
rithms are increasingly receiving attention and favor due to their relatively low computational 
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costs. Designing new accelerated gradient algorithms is the key to accelerating problem solving. 
This article presents a series of new accelerated gradient algorithms based on ordinary differen-
tial equations. This article considers a class of second-order ordinary differential equations with 
uncertain coefficients and proves under what conditions the coefficients satisfy that the differen-
tial equation can converge quickly. For this differential equation, this paper adopts two different 
discretization schemes: explicit Euler scheme and implicit Euler scheme for discretization, and 
obtains two different optimization algorithms, respectively proving the convergence rate of the 
algorithms. Finally, this article demonstrates the effectiveness of the algorithm through numerical 
experiments. 
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1. 引言 

随着计算机与网络的飞速发展，机器学习在各个领域中起着越来越大的作用，正在不断改变着我们

的生活。不管是机器学习还是神经网络，它们往往都可以归结为求解最优化问题 [1]。 
机器学习中的优化问题根据目标函数的凸性，可分为凸优化问题和非凸优化问题；根据目标函数是

否带有约束，可分为约束优化问题和无约束优化问题。对于非凸优化问题，在实际应用中，有时候可以

通过如局部线性化、凸松弛等技巧将非凸优化问题转化为凸优化问题，从而利用凸优化的相关算法来求

解。对于约束优化问题，可以通过如罚函数等方法将其转化为无约束优化问题。本文考虑的是无约束凸

优化问题。 
机器学习在现代社会扮演着越来越重要的角色，对医疗健康、金融领域、智能交通、自然语言处理

等领域都产生了深远的影响。而作为机器学习的根本，对求解优化问题相关算法的研究在近年来日益受

到人们的关注。 
本文考虑的问题为无约束优化问题： 

( )min
nx R

f x
∈

                                        (1) 

其中 ( )f x 是光滑的强凸函数。定义 nR 上的一类光滑凸函数为 1
L ，若 , nx y R∀ ∈ ，函数梯度满足 Lipschitz

连续： 

( ) ( )f y f x L y x∇ −∇ ≤ −                                   (2) 

其中 L 是 Lipschitz 系数。定义 nR 上的强凸函数 1f µ∈ ，若存在常数 µ ，使得函数 ( ) ( ) 2

2
g x f x xµ

= − 为

凸函数，则称函数 ( )f x 为 μ-强凸函数。若函数 ( )f x 为 μ-强凸函数，则 , nx y R∀ ∈ ，满足： 

( ) ( ) ( ) 2,
2

f y f x f x y x y xµ
≥ + ∇ − + −                             (3) 

最基础的梯度算法是梯度下降法： 
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( )1k k kx x s f x+ = − ∇                                       (4) 

其中 s 是步长。梯度下降法的基本思想是沿着函数梯度的反方向逐步迭代更新参数，以减小目标函数的

值。然而，梯度下降法的算法性能在很大程度上受到目标函数的约束。为了解决这一问题，提高算法的

收敛速率，近几十年来，学者们从不同的角度出发，设计了不同的加速梯度算法，其中较为典型的有重

球方法 [2]与 Nesterov 加速梯度算法(NAG 算法)  [3]，其中 NAG 算法具有优秀的算法性能，在机器学习中

被广泛运用。然而，算法的加速原理至今未能得到合理的解释。 
常微分方程(Ordinary Differential Equations, ODE)与一阶优化算法之间存在密切的联系。在无约束优

化问题中，求解优化问题的过程可以被视为一个微分方程的求解过程。因此，微分方程理论为我们提供

了一种理论框架，帮助我们理解梯度类算法在优化问题中的工作原理，并为算法的收敛性和稳定性提供

理论支持。基于这一思想，人们开始从 ODE 的角度来解释算法的加速原理，并设计新的加速梯度算法。

Attouch  [4]在重球方法对应 ODE 的基础上引入含有 Hessian 矩阵的项，得到惯性动力系统。Su 等人 [5]将
NAG 算法的迭代点视为一个连续变量在某些特定时间点取值的近似，利用泰勒展开，得到了 NAG 算法

对应连续时间下的 ODE。Shi B 等人 [6]在此基础上，通过更高阶的泰勒展开，分别得到了 NAG 算法与重

球方法对应的高精度 ODE，高精度 ODE 更能反应算法的新能。Chen 等人 [7]以 ODE 为工具，给出了一

阶凸优化算法的统一收敛性分析框架，并提出了一种新的动态惯性牛顿系统，以此得到了新的加速梯度

算法 [8]。 
本文基于文献 [6]中提出的 Layapunov 函数构建方法，考虑一类系数不定的 ODE： 

( ) ( )2 0X X f X X f Xα β+ + ∇ +∇ =                                (5) 

首先，通过构造合适的 Layapunov 函数，证明该 ODE 在不定系数 ,α β 在满足什么条件下能够快速收

敛。其次，本文使用两种不同的离散格式：显式欧拉格式和隐式欧拉格式对该 ODE 进行离散，得到两种

不同的优化算法，并分别构造合适的 Layapunov 函数，证明这两类算法的收敛速率。最后，通过数值实

验，验证所得算法的实用性。 

2. 系数不定的二阶常微分方程与收敛速率 

在本章中，我们考虑一个系数不定的二阶 ODE： 

( ) ( )2 0X X f X X f Xα β+ + ∇ +∇ =                                  (6) 

定理 2.1. 证明了系数 ,α β 在满足什么条件时，ODE 能够快速收敛。 
定理 2.1. 假设目标函数 ,

1
Lf µ∈ ， ( )X t 为 ODE： ( ) ( )2 0X X f X X f Xα β+ + ∇ +∇ =   的一个解，当系

数 ,α β 满足

23
4

3
0

8
2
µα

β
α

α

 ≤

 ≤


≥


时， ( )X t 满足 ( )( ) ( ) 2* * 4
0 e

t
f X t f x C x x

α
−

− ≤ − ，其中 

22 2 2 *
0

3 31
2 4

.
4

LC L X xβ α
  
  

  
= + + + −  

证明：设 Layapunov 函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22* *1 1

4 4
t f X f x X X X x f Xε α β= − + + + − + ∇  . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 *

2 2 * 2

2 2 *

d 1 1, , ,
d 2 2

1 1 1 1,
2 2 2 2
1 1 1 , .
2 2 2

T

f X X X X f X X f X X X x f X f X
t

X f X f X X x X f X X

X f X f X X x

ε α β α β

α β α β

α β α

= ∇ + − − ∇ −∇ + + − + ∇ −∇

= − − ∇ − ∇ − − ∇

≤ − − ∇ − ∇ −

    

  



 

由 ( )f x 的强凸性可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2* * *

2* *

1 1

,
4 4

,
2 2 4

1

f X X x f X f x X x

f X f x X x

µαα α

µαα

 ∇ − ≥ − + − 

 − + − ≥
 

故 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22 * *

2 2 2* *

4

d 1 1 1
d 2 2 4 8

1 1 1 .
4 2 2

X f X f X f x X x
t

f X f x X X x f X

ε µαα β α

βα µ
α

 ≤ − − ∇ − − − − 

  = − − + + − + ∇   





              (7) 

由柯西–施瓦茨不等式， 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2* 2 * 23 .X X x f X X X x f Xα β α β+ − + ∇ ≤ + − + ∇   

故 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2* 2 * 23 3 .

4 4
t f X f x X X x f Xε α β≤ − + + − + ∇                   (8) 

对比式(7)和式(8)中的各项，当系数 ,α β 满足

23
4

3
8

α µ

β
α

 ≤

 ≤


时， 

( )d
d 4

t
t
ε α ε≤ − , 

即 

( ) ( )4e 0
t

t
α

ε ε
−

≤ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )* 4e 0 .
t

f X t f x t
α

ε ε
−

− ≤ ≤  

设 ( ) 00X X= ， ( ) ( )00X f X= ∇ ，由于 1
,Lf µ∈ ，则有 

( ) ( ) ( )
2* * *

0 0 0 0,  
2
Lf X f x X x f X L X x− ≤ − ∇ ≤ − . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22* *
0 0 0 0 0

22* 2 2 *
0 0 0

22 2 2 *
0 .

1 10
4 4

3 31
4 4

3 31
2 4 4

f X f x f X f X X x f X

f X f x f X X x

L L X x

ε α β

β α

β α

 


= − + ∇ + ∇ + − + ∇

≤ 
 

  
  

  

− + + ∇ + −

= + + + −
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综上， 

( )( ) ( ) 2* * 4
0 ,e

t
f X t f x C x x

α
−

− ≤ −  

其中
22 2 2 *

0
3 31

2 4
.

4
LC L X xβ α

  
  

  
= + + + −  

3. 一类新的加速梯度算法 

在第二章中，我们证明了系数不定的 ODE： 

( ) ( )2 0X X f X X f Xα β+ + ∇ +∇ =    

在系数 ,α β 在满足什么条件时，ODE 能够快速收敛。式(6)等价于： 

( ) ( )2,X V V V f X V f Xα β= = − − ∇ −∇                            (9) 

本章将使用两种不同的离散格式：显式欧拉格式和隐式欧拉格式对式(9)进行离散得到相应的优化算

法，并分别证明它们的收敛速率。 

3.1. 显式欧拉格式 

第一种离散格式是显式欧拉格式，它的近似规则如下： 

( ) ( ) ( )2
1 1,k k k k k k kx x sv s f x v f x f x+ +− = ∇ ≈ ∇ −∇ . 

由显式欧拉格式离散式(9)可得如下优化算法： 

( ) ( )( ) ( )
1

1 1

k k k

k k k k k k

x x sv

v v sv f x f x s f xα β
+

+ +

 − =


− = − − ∇ −∇ − ∇
                   (10) 

定理 3.1. 假设目标函数 ,
1

Lf µ∈ ，对于显式欧拉格式产生的迭代点序列{ }k k N
x

∈
，当系数 ,α β 满足

23
4

3
0

8
2
µα

β
α

α

 ≤

 ≤


≥


，步长 s 满足

( )
( )22

2 2 2 2 42

4 1min , , ,
9 163 2

L
s

LL LL

αγ βγα
β γα

 − ≤  
+  

时，收敛速率满足 

( ) ( ) 2* *
01

8
,

k

k
sf x f x C x xα 

− ≤ − −  
 

 

其中
22 2 2 *

0
3 31

2 4
.

4
LC L X xβ α

  
  

  
= + + + −  

证明：设 Layapunov 函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22* *1 1

4 4k k k k kk f x f x v x x v f xε α β= − + + − + + ∇ . 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

*
1 1 1 1 1 1

1
1 ,
4
1 , 2
4

k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k

v v v v f x f x

x x v v f x f x x x x v v f x f x

ε ε

α β α β

+ + +

+ + + + + +

+ −

= − + + −

+ − + − + ∇ −∇ + − + + + ∇ +∇

 

https://doi.org/10.12677/orf.2024.143248


谢旭东 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2024.143248 96 运筹与模糊学 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 1

2*

22
1 1 1

2 22 *

1 1, ,
2 4 2
1 1,
2 4

1,
2 42

, .
2 2 2 4

k k k k k k k k k k

k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k

Lv v v v v f x x x x x

s f x x x v f x s f x

s v f x f x x x sv f x f x s f x
s

Ls s s sv f x x x f x f x

α β

α β α β

α β

+ + + +

+ + +

≤ − + − + ∇ − + −

− ∇ − + + ∇ + ∇

= − − ∇ −∇ − + + ∇ −∇ + ∇

+ − ∇ − − ∇ + ∇

 

由柯西–施瓦茨不等式， 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2 222 2
13 3 3 .

k k k k

k k k k

sv f x f x s f x

s v f x f x s f x

α β

α β

+

+

+ ∇ −∇ + ∇

≤ + ∇ −∇ + ∇
 

故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

22 *

22
1 1 1

2 22

2*

1 ,

3,
42

3
4

, .

2

4

4

4 4

k k k k

k k k k k k

k k

k k k

sk k v f x x x f x

f x f x x x f x f x
s

s Ls s v s f x

s sf x x x f x

α βε ε
α

β β

α α

α β

+ + +

+ − ≤ − + ∇ − + ∇

− ∇ −∇ − + ∇ −∇

+ + − + ∇

− ∇ −

 
 
 

 
  

∇



−



 

由于 1
,Lf µ∈ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1, ,k k k k k kf x f x L f x f x x x+ + +∇ −∇ ≤ ∇ −∇ −  

( ) ( )2 *, .k k kf x L f x x x∇ ≤ ∇ −  

故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22 *

22
1

2
2

2

1 ,
4

3
42

3
4 4 2

.
4

k k k k

k k

k

k

sk k v f x x x f x

f x f x
L s

s s Ls v

s s f x
L

α βε ε
α

β β

α α

α

+

 + − ≤ − + ∇ − + ∇ 
 

 
− − ∇ −∇ 
 
 

− − −  
 
 

− − ∇  
 

                (11) 

对于式(11)，若步长 s 满足条件 

2

2

3 0
42

3 0
4 4 2

0
4

L s
s s Ls

s s
L

β β

α α

α

 − ≥

 − − ≥



− ≥


, 
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可得 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 *1 , ,
4 k k k k

sk k v f x x x f xα βε ε
α

 + − ≤ − + ∇ − + ∇ 
 

               (12) 

由柯西–施瓦茨不等式， 

( ) ( ) ( )
2 2 22* 2 * 23 3 3 ,k k k k k kx x v f x x x v f xα β α β− + + ∇ ≤ − + + ∇  

故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 * 2 * 2

2 22 * *

22 *

3 3
4 4

2
2

2, .

k k k k

k k k k

k k k k

k v f x f x x x f x

v f x f x x x f x

v f x x x f x

ε α β

µ β
α

β
α

≤ + − + − + ∇

≤ + − + − + ∇

≤ + ∇ − + ∇

                (13) 

对比式(12)和式(13)中的各项，可得 

( ) ( ) ( )1 .
8

sk k kαε ε ε+ − ≤ −  

即 

( ) ( )1 0 ,
8

k
sk αε ε

 
≤ −  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )* 1 0 .
8

k

k
sf x f x k αε ε

 
− ≤ ≤ −  

 
 

设 ( ) 00X X= ， ( ) ( )00X f X= ∇ ，由于 1
,Lf µ∈ ，则有 

( ) ( ) ( )
2* * *

0 0 0 0,  
2
Lf X f x X x f X L X x− ≤ − ∇ ≤ − . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22* *
0 0 0 0 0

22* 2 2 *
0 0 0

22 2 2 *
0 .

1 10
4 4

3 31
4 4

3 31
2 4 4

f X f x f X f X X x f X

f X f x f X X x

L L X x

ε α β

β α

β α

 


= − + ∇ + ∇ + − + ∇

≤ 
 

  
  

  

− + + ∇ + −

= + + + −

 

综上， 

( ) ( ) 2* *
01

8
,

k

k
sf x f x C x xα 

− ≤ − −  
 

 

其中
22 2 2 *

0
3 31

2 4
.

4
LC L X xβ α

  
  

  
= + + + −  

3.2. 隐式欧拉格式 

第二种离散格式是隐式欧拉格式，它的近似规则如下： 
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( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1, $.k k k k k k kx x sv s f x v f x f x+ + + + +− = ∇ ≈ ∇ −∇  

由隐式欧拉格式离散式(9)可得如下优化算法： 

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 1 1

k k k

k k k k k k

x x sv

v v sv f x f x s f xα β
+ +

+ + + +

 − =


− = − − ∇ −∇ − ∇
                 (14) 

定理 3.2. 假设目标函数 ,
1

Lf µ∈ ，对于隐式欧拉格式产生的迭代点序列{ }k k N
x

∈
，当系数 ,α β 满足

23
4

3
0

8
2
µα

β
α

α

 ≤

 ≤


≥


，步长 s 满足
10 s
L

≤ ≤ 时，收敛速率满足 

( ) ( ) 2* *
0

1

1
.

4

k

kf x f x C x x
sα

 
 
 − ≤ −
 + 
 

 

其中
22 2 2 *

0
3 31

2 4
.

4
LC L X xβ α

  
  

  
= + + + −  

证明：设 Layapunov 函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22* *1 1 .

4 4k k k k kk f x f x v x x v f xε α β= − + + − + + ∇  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

*
1 1 1 1 1 1

1
1 ,
4
1 ) , 2
4

k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k

v v v v f x f x

x x v v f x f x x x x v v f x f x

ε ε

α β α β

+ + +

+ + + + + +

+ −

= − + + −

+ − + − + ∇ −∇ + − + + + ∇ +∇

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1 1 1

2*
1 1 1 1 1

2
1 1 1

2 *
1 1 1 1 1

2 2
1 1

1 1, ,
2 4
1 1,
2 4

,
2 2

1 ,
4 2

.
2 4

k k k k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k k

k k

v v v v v f x x x

s f x x x v f x s f x

s v f x f x x x
s

ssv f x f x s f x f x x x

s sf x f x

α β

α β

αα β

β

+ + + + +

+ + + + +

+ + +

+ + + + +

+ +

≤ − − − + ∇ −

− ∇ − + + ∇ − ∇

= − − ∇ −∇ −

− + ∇ −∇ + ∇ − ∇ −

− ∇ − ∇

 

由柯西–施瓦茨不等式， 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2 222 2
13 3 3 .

k k k k

k k k k

sv f x f x s f x

s v f x f x s f x

α β

α β

+

+

+ ∇ −∇ + ∇

≤ + ∇ −∇ + ∇
 

故 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 *
1 1 1 1

2
2

1 1 1

2 2 2
1 1

1 ,
2

3,
42

3 .
4

k k k k

k k k k k

k k k

sk k v f x x x f x

sf x f x x x v
s

f x f x s f x

α βε ε
α

β α

β

+ + + +

+ + +

+ +

 + − ≤ − + ∇ − + ∇ 
 

− ∇ −∇ − −

− ∇ −∇ − ∇

 

由于 1
,Lf µ∈ ，则有 

( ) ( ) 2
1 1 1, .k k k k k kf x f x x x x xµ+ + +∇ −∇ − ≥ −  

故 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 *
1 1 1 11 , .

2 k k k k
sk k v f x x x f xα βε ε

α+ + + +
 + − ≤ − + ∇ − + ∇ 
 

             (15) 

由柯西–施瓦茨不等式， 

( ) ( ) ( )
2 2 22* 2 * 23 3 3 .k k k k k kx x v f x x x v f xα β α β− + + ∇ ≤ − + + ∇  

故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 * 2 * 2
1 1 1 1

2 22 * *
1 1 1 1

22 *
1 1 1 1

3 31
4 4

2
2

2, .

k k k k

k k k k

k k k k

k v f x f x x x f x

v f x f x x x f x

v f x x x f x

ε α β

µ β
α

β
α

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ ≤ + − + − + ∇

≤ + − + − + ∇

≤ + ∇ − + ∇

             (16) 

对比式(15)和式(16)中的各项，可得 

( ) ( ) ( )1 1 .
4

sk k kαε ε ε+ − ≤ − +  

即 

( ) ( )11 ,
1

4

k k
s

ε ε
α

+ ≤
+

 

( ) ( ) ( ) ( )* 1 0 .
1

4

k

kf x f x k
s

ε ε
α

 
 
 − ≤ ≤
 + 
 

 

设 ( ) 00X X= ， ( ) ( )00X f X= ∇ ，由于 1
,Lf µ∈ ，则有 

( ) ( ) ( )
2* * *

0 0 0 0,  
2
Lf X f x X x f X L X x− ≤ − ∇ ≤ − . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22* *
0 0 0 0 0

22* 2 2 *
0 0 0

22 2 2 *
0

1 10
4 4

3 31
4 4

3 31
2 4

.
4

f X f x f X f X X x f X

f X f x f X X x

L L X x

ε α β

β α

β α

= − + ∇ + ∇ + − + ∇

 ≤ − + + ∇ + − 
 

  = + + + −  
  
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综上， 

( ) ( ) 2* *
0

1

1
,

4

k

kf x f x C x x
sα

 
 
 − ≤ −
 + 
 

 

其中
22 2 2 *

0
3 31

2 4
.

4
LC L X xβ α

  
  

  
= + + + −  

4. 数值实验 

在本章中，我们将对第三章中所得的算法进行数值实验，验证算法的性能。同时使用 NAG 算法与梯

度下降法作为对比，证明算法的实用性。 
由于本文考虑的目标函数 1

,Lf µ∈ ，为了方便获取函数的 , Lµ 值，我们选取了 CUTest 数据集中的无

约束二次函数问题作为测试函数。由于我们提出的算法中含有不定系数 ,α β ，且它们往往与目标函数的

, Lµ 值相关，对于每个测试问题，事先将各个系数调整为合适的值。每种算法都使用相同的固定步长。 
算法终止条件： ( ) 810kf x −∇ ≤ 或 ( ) ( ) 16

1 10k kf x f x −
+∇ −∇ ≤ 。 

 
Table 1. Comparison of average number of iterations and computation time of various algorithms when the objective func-
tion is a quadratic function 
表 1. 目标函数为二次函数时，各个算法的平均迭代次数与运算时间对比 

 显式欧拉格式 隐式欧拉格式 NAG 算法 梯度下降法 

平均迭代次数 8941 1507 1836 10,447 

平均运行时间(s) 0.007131 0.001376 0.001427 0.007559 
 
由表 1可知，隐式欧拉格式在平均迭代次数上表现明显优于其他算法，在平均运行时间上略优于NAG

算法，明显优于梯度下降法，这一结果表明隐式欧拉格式为加速梯度算法，且数值表现优于 NAG 算法。

显示欧拉格式由于受到步长的限制，在数值实验中的表现与梯度下降法类似，没有起到加速效果。 

5. 结论 

本文主要研究的是从 ODE 中得到新的加速梯度算法。本文考虑的不再是一个固定的 ODE，而是一

个系数不定的 ODE： 

( ) ( )2 0X X f X X f Xα β+ + ∇ +∇ =   , 

通过构造合适的 Layapunov 函数，证明了系数 ,α β 在满足什么条件下，该 ODE 具有较快的收敛速率。

同时，本文使用了两种不同的离散格式：显式欧拉格式、隐式欧拉格式对该 ODE 进行离散，得到了相应

的优化算法，并通过构造合适的 Layapunov 函数，分别证明了这两种算法的收敛速率。最后，本文对于

提出的优化算法进行了初步的数值实验。分别使用 CUTest 数据集中的无约束二次函数问题作为测试集，

验证了算法的性能，并以 NAG 算法和梯度下降法作为对比。结果表明，当目标函数为二次函数时，隐式

欧拉格式算法的数值表现优于 NAG 算法。 
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