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摘  要 

图熵是图的信息理论测度，近年来，图熵慢慢成为测量图的结构信息测度的载体，距离是最重要的图不

变量之一。本文主要研究了树和化学树的距离熵及其相关应用，并且研究了给定图在笛卡尔积、强积和

冠积运算下的距离熵值。 
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Abstract 
Graph entropy is the information theory measure of graphs. In recent years, graph entropy has 
gradually become the carrier to measure the structure information of graphs, and distance is one 
of the most important graph invariants. In this paper, we mainly study the range entropy of tree 
and chemical tree and its related applications, and study the range entropy of given graph under 
Cartesian product, strong product and crown product operations. 
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1. 引言 

图熵是图的信息理论度量，近年来，图熵慢慢成为测量图的结构信息测度的载体，引出了许多基于

不同信息函数的图熵，图熵的研究也取得了丰富的成果。图熵作为图的不变量研究的一个重要方向，在

信息论、生物学等领域都引起广泛关注。Chen 等人在文献[1]中提出了距离熵的概念，并研究了距离等于

2 时树的熵及其相关性质，本文在文献[1]的基础上，主要研究了距离等于 3 时给定图的距离熵。Shannon
在文献[2]中提出信息熵这个概念，并证明了香农熵的许多重要理论。文献[1] [3]主要探索了基于新的信

息函数，即到给定顶点的距离为 k 的顶点数的图熵，描述了测量图熵的方法，并给出距离熵的一些性质。

文献[4] [5]通过使用基于拓扑指数的图距离测度不等式推导了图距离测度的相互关系，研究了基于 G 的

顶点离心率的新图熵。文献[6] [7]研究对于具有固定阶数和给定分支顶点或段数的树和 7n ≥ 的化学树

nCT ，给出 Wiener 极性指数的最佳可能的下界，并描述了达到此下界的所有树。文献[8]探索了化学图树

的最小 Wiener 极性指数。文献[9]通过不等式推导了图距离度量之间的相互关系，使用著名的 Wiener 
index，Randić index，基于特征值的量和图熵。文献[10]给出化学树 Wiener 极性指数的极值。文献[11]在
描述了给定直径树中该指数的极值树，部分回答了 Bollobás 和 Tyomkyn 的问题。文献[12]给出具有 n 个

顶点和最大度 Δ 的树的最小(最大) Wiener 极性指数，并确定了相应的极值树。文献[13]给出了具有 n 个顶

点和 k 个悬挂边的树的最大 Wiener 极性指数，对相应的极值树进行了描述。图运算不仅广泛用于计算机科

学，而且运用于许多拓扑指数文献[14]-[21] (比如 Wiener, Wiener polarity index, Zagreb, Randic’等指数)。 
本文主要研究了树的距离熵及其应用，并且研究了给定图在笛卡尔积、强积和冠积运算下的距离熵。 

2. 预备知识 

本文所提到的图均是无自环、无孤立顶点、无重边的简单无向连通图。设 ( ),G V E= 是一个简单连通

图，其顶点集为 ( )V G ，边集为 ( )E G 。已知与一个顶点 v 相邻的所有顶点称为 v 的邻域，顶点 ( )v V G∈

的邻集用 ( ) { }GN v w wv E= ∈ 表示， [ ] { } ( )G GN v v N v= ∪ 表示 G 中顶点 v 的闭邻集。对于图 ( ),G V E= ，

如果 S 的两个顶点在 G 中不相邻，则子集 S V⊆ 称为 G 的独立集，空集是独立集。G 中顶点 u 和 v 的距

离用 ( ),Gd u v 表示，简记为 ( ),d u v 。G 中顶点 u 的度用 ( )Gd u 表示，简记为 ( )d u 。本文所给出的对数 log
均时以 2 为底数的。 

在下文中，我们通过使用基本公式来定义新的图熵测度 

( )
1

log
V

i i
i

I G p p
=

= −∑ ， 

其中 ip 是顶点概率。我们定义 iv V∈ 的顶点概率值为 

( ) ( )
( )1

: .i
i V

jj

f v
p v

f v
=

=
∑
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则 G 的熵由 Dehmer [3]定义为 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )1
1

1

log log .
V

V i
f i ii V

i jj

f v
I G f v f v

f v=
=

=

= −∑ ∑
∑

 

距离是最重要的图不变量之一，接下来我们定义一个新的基于距离的信息泛函。 
定义 1 [1]设 ( ),G V E= 是有 n 个顶点的连通图，对于顶点 iv V∈ ，用 ( )k in v 表示距离 k 到 iv 的顶点数， 

即 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, : , ,k i k i in v S v G u d u v k u V G= = = ∈ 。 

其中 k 是一个整数，使得 ( )1 k D G≤ ≤ 。我们定义信息泛函为 ( ) ( ):i k if v n v= 。 
因此，我们得到了基于距离的图熵 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )1

1
1

log
log .

n

k i k i
i

k i
k j

n
k f ni

j

n v n v
n v

n v
I G I G =

=

=

= = −∑
∑

∑
 

定理 1 [7]令 G 是顶点集为{ }1 2, , , nv v v ，边集为{ }1 2, , , me e e 的简单连通图，那么有 ( )3 logI G n≤ 。 

证明 令 ( )3 i in v x= ，
1

n

i
i

x A
=

=∑ 。则有 ( )3
1

1log log
n

i i
i

I G X x x
X =

= − ∑ 。考虑函数 ( ) logf x x x= ，由于 ( )f x

是凸函数，故 ( ) 1 0f x
x

′′ = > 。我们有詹森不等式 ( )
1 1

n n

i i
i i

f x f x
= =

 ≥  
 

∑ ∑ 可得， 

( )
1 1

1 1 1log log
n n

i i
i i

X f x X nf x
X X n= =

 − ≤ − ⋅  
 

∑ ∑ ，化简可得 

1

1 1 1 1

1 1log log log log

n

in n n n
i

i i i i i
i i i i

x
x x x x x n

n n n
=

= = = =

   ≥ = −   
   

∑
∑ ∑ ∑ ∑ ，通过计算得到 ( )3

1

1log log log
n

i i
i

I G X x x n
X =

= − ≤∑ 。

定理得证，等式成立当且仅当 1 2 nx x x= = = 。 

3. 树和化学树的距离熵 

在本节中，分别给出了树和化学树距离熵的计算公式，以及树和化学树的相关定理。 

3.1. 树 T 

设 kp 为图 G 中长度为 k 的路径个数，由于每条长度为 k 的路径在 ( )1
n

k ii n v
=∑ 中计算了两次，所以

( )1 2n
k i ki n v p

=
=∑ 。 

由于 1,2k = 时的情况在文献中已经给，因此我们考虑 3k = 的情形。由定义 1 可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
3 3

1
3 3

3

log
log 2

2
i

f

n

i in v n
I G I G

v
p

p
G

G
== = −
∑

。 

Wiener 极性指数是一类代数拓扑指数，主要描述了图 G 中距离为 3 的无序顶点对的个数，即 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 3, ,p GW G u v d u v u v V G= = ∈ ， 

定义 2 [6]设 ( ),T V E= 为 n 阶树， ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 1 1p T T
uv E

W T p T d u d v
∈

= = − −∑ ， ( ) ( )3 3
1

2
n

i
i

n v p T
=

=∑ 。

其中 ( ) ( )G Gd v N v= ， ( ) ( ) ( ){ },i
GN v u V G d u v i= ∈ = ， 

所以， 3k = 时， ( )3I T 的熵为 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
3 3

1
3

log
log 2 1 1 .

2 1 1

n

i i
i

T T
uv E T T

uv E

n v n v
I T d u d v

d u d v
=

∈
∈

 = − − −  − − 

∑
∑ ∑

 

如果 nT S≅ ，那么 ( )3 0nI S = ； 

如果 nT P≅ ，那么 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )3
6 2log 2 3log 2 3 log 3

2 3 3n
n

I P n n
n n

− ⋅
= − − = − +

− −
。 

3.2. 化学树 

设 nϒ 为有 n 个顶点的化学树(即每个顶点的度最多为 4 的树)的集合[7]。其顶点序列为 ( )1 2 3 4, , ,n n n n ，

其中 in 为 T 的度为 i 顶点个数 ( )1 4i≤ ≤ 。其中 1 2 3 4 1 2 3 4, 2 3 4 2 2n n n n n n n n n n+ + + = + + + = − 。 

然后，我们引入一种图变换[1]，即T T u uv′ = − + ，其中 w 是树 T 的最大度，u 是与 w 不相邻的叶子，

v 是与 w 相邻的叶子。 
我们将利用这种图变换证明下述定理。 
定理 2 设 ( )5nT n∈ϒ ≥ 是一个化学树，其顶点序列为 ( )1 2 3 4, , ,n n n n ，则存在树 T 经过上述图变换得

到的 nT ′∈ϒ ，使得 ( ) ( )3 3I T I T′ = 。 

证明 根据定义 2，有 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 1 1p T T
uv E

W T p T d u d v
∈

= = − −∑ ，因此我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )3 3p pW T p T W T p T′ ′= = = ，现在我们只需考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ，对于给定的化学树 T，我们定

义一个序列 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 1 3 2 3, , , , ns n T n v n v n v=  ，由于在 T 上进行上述变换得到了 nT ′∈ϒ ，经过计算可以

得到 ( ) ( )3 3, ,s n T s n T ′= ，故由定义 3 可得 ( ) ( )3 3I T I T′ = ，证毕。 

4. 一些图的距离熵 

在本节中，分别给出了 5 种特殊图在笛卡尔积、强积、冠积下的距离熵。 
定理 3 设 6C 和 2K 分别为有 6 个顶点的单圈图和有 2 个顶点的完全图，则在笛卡尔积运算下得到的

新图为 6 2C K× ，如图 1，则有 ( )3 6 2 log 2 log3I C K× = − 。 
证明 首先求出 

( ) { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }

3 6 2 1 4 1 11 1 9 2 5 2 10 2 8

3 6 3 9 3 7 4 12 4 8 5 11

5 7 6 12 6 10 7 10 8 11 9 12

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

18,

p C K v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v

× =

=

 

所以 ( ) ( )
12

3 3 6 2
1

2 36i
i

n v p C K
=

= × =∑ 。考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 1 3 1 6 2 1 6 2 4 9 11, , 3 , , , 3,n v S v C K u d v u u V C K v v v= × = = ∈ × = =  

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 2 3 2 6 2 2 6 2 5 8 10, , 3 , , , 3,n v S v C K u d v u u V C K v v v= × = = ∈ × = =  

依次类推，可以得到 ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 12 3n v n v n v= = = = 。所以我们得到 
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( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )

3 3
1

3 6 2 3 6 2
3 6 2

log
log 2

2
12 3log3log 2 18 log 2 log3.

2 18

n

i i
i

n v n v
I C K p C K

p C K
=× = × −

×

⋅
= ⋅ − = −

⋅

∑
 

证毕。 
定理 4 设 2P 和 4P 分别为有 2 个顶点的路图和有 4 个顶点的路图，则在强积运算下得到的新图为

2 4P P ，如图 1，则有 ( )3 2 4 2log 2I P P =
。 

证明 首先求出 

( ) { } { } { } { }3 2 4 1 4 1 5 4 8 5 8, , , , , , , 4,p P P v v v v v v v v= =  

所以 ( ) ( )
8

3 3 2 4
1

2 8i
i

n v p P P
=

= =∑  。考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 1 3 1 2 4 1 2 4 4 5, , 3 , , 2,n v S v P P u d v u u V P P v v= = = ∈ = =   

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )3 2 3 2 2 4 2 2 4 3 3, , 3 , 0 ,n v S v P P u d v u u V P P n v= = = ∈ = =   

依次类推，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 4 3 5 3 8 3 2 3 3 3 6 3 72, 0.n v n v n v n v n v n v n v n v= = = = = = = =  

所以我们得到 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )

3 3
1

3 2 4 3 2 4
3 2 4

log
log 2

2
4 2log 2log 2 4 2log 2.

2 4

n

i i
i

n v n v
I P P p P P

p P P
== −

⋅
= ⋅ − =

⋅

∑
 

  

证毕。 
 

 
Figure 1. The order is 6 2 2 4 4 2, , ,C K P P C K R×    
图 1. 依次为 6 2 2 4 4 2, , ,C K P P C K R×    
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定理 5 设 4C 和 2K 分别为有 4 个顶点的单圈图和有 2 个顶点的完全图，则在冠积运算下得到的新图

为 4 2C K ，如图 1，则有 

( )3 4 2
23 5log 2 log3 log5.
6 6

I C K = + −  

证明 首先求出 

( ) { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { }{ } { } { }

3 4 2 1 9 1 10 2 11 2 12 3 5 3 6

4 7 4 8 5 7 5 8 5 11 5 12

6 7 6 8 6 11 6 12 7 9 7 10

8 9 8 10 9 11 9 12 10 11 10 12

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

24,

p C K v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v

=

=



 

所以 ( ) ( )
12

3 3 4 2
1

2 48i
i

n v p C K
=

= =∑  。考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 1 3 1 4 2 1 4 2 9 10, , 3 , , 2,n v S v C K u d v u u V C K v v= = = ∈ = =   

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 2 3 2 4 2 2 4 2 11 12, , 3 , , 2,n v S v C K u d v u u V C K v v= = = ∈ = =   

依次类推，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3 3 4 2,n v n v n v n v= = = =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 6 3 7 3 8 3 9 3 10 3 11 3 12 5.n v n v n v n v n v n v n v n v= = = = = = = =  

所以我们得到 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )

3 3
1

3 4 2 3 4 2
3 4 2

log
log 2

2
4 2log 2 8 5log5 23 5log 2 24 log 2 log3 log5.

2 24 6 6

n

i i
i

n v n v
I C K p C K

p C K
== −

⋅ + ⋅
= ⋅ − = + −

⋅

∑
 

  

证毕。 
定理 6 设 3Q 为 3 个 2K 完全图作笛卡尔积得到的 3 超维立方体，如图 1，则有 ( )3 3 3log 2I Q = 。 
证明 首先求出 

( ) { } { } { } { }3 3 1 8 2 7 3 6 4 5, , , , , , , 4,p Q v v v v v v v v= =  

所以 ( ) ( )
8

3 3 3
1

2 8i
i

n v p Q
=

= =∑ 。考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 1 3 1 3 1 3 8, , 3 , 1,n v S v Q u d v u u V Q v= = = ∈ = =  

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 2 3 2 3 2 3 7, , 3 , 1,n v S v Q u d v u u V Q v= = = ∈ = =  

依次类推，可以得到 ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 12 1n v n v n v= = = = 。所以我们得到 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
3 3

1
3 3 3 3

3 3

log
8 1log1log 2 log 2 4 3log 2.

2 2 4

n

i i
i

n v n v
I Q p Q

p Q
= ⋅

= − = ⋅ − =
⋅

∑
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证毕。 
定理 7 设 3 3R P C= × 为一个 4C -纳米管，如图 1，则有 

( )3 log 2 log3.I R = +  

证明 首先求出 

( ) { } { } { } { } { } { }3 1 8 1 9 2 7 2 9 3 7 3 8, , , , , , , , , , , 6,p R v v v v v v v v v v v v= =  

所以 ( ) ( )
9

3 3
1

2 12i
i

n v p R
=

= =∑ 。考虑 ( ) ( )3 3
1

log
n

i i
i

n v n v
=
∑ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 1 3 1 1 8 9, , 3 , , 2,n v S v R u d v u u V R v v= = = ∈ = =  

( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3 2 3 2 2 7 9, , 3 , , 2,n v S v R u d v u u V R v v= = = ∈ = =  

依次类推，可以得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3 3 7 3 8 3 9 2n v n v n v n v n v n v= = = = = = ， ( ) ( ) ( )3 4 3 5 3 6 0n v n v n v= = = 。

所以我们得到 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
3 3

1
3 3

3

log
6 2log 2log 2 log 2 6 log 2 log3.

2 2 6

n

i i
i

n v n v
I R p R

p R
= ⋅

= − = ⋅ − = +
⋅

∑
 

证毕。 

5. 总结 

本文通过香农熵来研究给定图的距离熵，主要研究树和化学树的距离熵及其相关性质，并且研究了

给定图在笛卡尔积、强积和冠积运算下的距离熵。本文的主要贡献是探索一个新的信息泛函，即给定一

个顶点到其他顶点的距离为 3 的顶点个数，研究了它的一些计算公式和相关应用，从而更好地理解这个

新的信息论量。本文主要考虑给定图基于距离的图熵及其相关性质，在图的范围上存在局限性，可以进

一步考虑图的普遍性。由于图熵的多样性，我们可以进一步探索新的基于距离的图熵，在定义新的图熵

的基础上，进一步研究距离熵的基本性质。 
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