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摘  要 

传统机器学习方法大多都是基于正确标签的训练数据进行监督学习，但实际观测到的训练数据标签极可

能受到污染，而错误标签的存在会导致传统模型产生有偏估计。现存的关于错误标签的稳健模型往往基

于向量数据进行分类，面对存在错误标签的高阶张量数据时只能将其转化为低阶格式，由此产生过拟合

问题且破坏张量结构。针对上述问题提出一种稳健的张量多分类模型(RMLTMLR)，基于最小γ-散度估计、

张量管道秩及相应的核范数来处理带有错误标签的低秩张量，在利用张量结构特点的同时使模型对污染

标签具有稳健性，提高多分类准确率。进行的大量实验表明RMLTMLR模型在不同类别和污染程度的张

量数据上有着优良的分类效果，与非稳健的模型相比，分类准确率显著提升。 
 
关键词 

图像多分类，错误标签，低秩张量，张量管道秩，机器学习 

 
 

Robust Multiclass Models for Mislabeled 
Tensor Data 

Jiarui Zhang*, Yali Fan# 
College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 
 
Received: Mar. 21st, 2024; accepted: Jun. 10th, 2024; published: Jun. 18th, 2024 

 
 

 
Abstract 
Most of the traditional machine learning methods perform supervised learning based on training 
data with correct labels. However, the actual observed training data labels are likely to be conta-
minated, and the existence of wrong labels will lead to biased estimates of the traditional model. 
The existing robust models for mislabel classification are often based on vector data. When facing 
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high-order tensor data with mislabels, they have to transform it into low-order format, resulting 
in overfitting problem and damage to the tensor structure. Aiming at the above problems, a robust 
tensor multi-classification model (RMLTMLR) is proposed, which is based on minimum γ-divergence 
estimation, tensor tubal rank and the corresponding nuclear norm to deal with low-rank tensors 
with wrong labels. The model is robust to contaminated labels while taking advantage of the 
structural characteristics of tensors, and improves the accuracy of multi-classification. A large 
number of experiments show that the RMLTMLR model has excellent classification effects on ten-
sor data with different categories and pollution levels, and the classification accuracy is signifi-
cantly improved compared with the non-robust model. 
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1. 引言 

图像分类问题作为现代计算机视觉领域的基本问题之一，多年来被持续关注。在过去的几十年里，

众多研究者已提出了许多算法和方法来解决图像分类的各种具体问题，其中包括经典的机器学习方法和

最新的深度学习技术。深度学习方法，如 ResNet [1]、SENet [2]等，其分类精度高，但其训练所需数据量

较大、参数学习耗时长且输入输出间不具备可解释性，并不适用于一些数据采集难度大、对分类器可解

释性要求较高的场合。因此本文暂不考虑深度学习方法，而是将关注点仍旧放在传统机器学习方法的推

广与改进上。 
传统机器学习方法大多是监督学习，并且数据所对应的标签均是正确的。但在实际应用中并不总能

得到正确的标签，由于人工标注错误、噪声扰动或采集数据不完整等各种原因，数据对应的标签往往不

完全准确，这使得面向带有错误标签的稳健分类成为一个重要但具有挑战性的问题。标签噪声的存在具

有许多潜在的负面影响，如模型分类准确度降低、推断模型的复杂性提升、必要的训练样本数量会增加

等。其中，标签噪声会造成有偏估计从而导致模型的分类准确度降低是最为显著的负面影响。为克服这

些问题，一些学者进行了不同的尝试。Teng [3] [4] [5]分别在 2000 年、2001 年和 2005 年提出了 3 种方法，

这些方法在分类时会采用一些受标签噪声影响更小的算法，以达到预期的分类精度。然而，这些方法处

理标签噪声只是为了避免过拟合，并没有真正考虑到标签噪声。Brodley 和 Friedl [6]尝试使用过滤方法来

提高训练数据的质量，他们在训练开始之前识别并处理噪声标签，重新标记或直接删除被错误标记的实

例。过滤方法成本低且易于实现，但对于某些样本，这种方法可能会删除大量数据，导致模型的训练效

果受到影响。于是一些学者针对特定的算法进行改进，使其对标签噪声具有一定稳健性。 
在众多可以用来解决图像分类问题的机器学习算法中，考虑到决策树模型面向高维数据时对微小变

化较为敏感，支持向量机模型在面对样本重叠和噪声较多的数据表现不佳，因此逻辑回归模型(MLR)因
其可解释性以及精确的分类结果成为解决错误标签问题的热门方法。 

以二分类逻辑回归模型为例，设 { }0 0,1Y = 为真实标签，X 为解释变量的 p 维随机向量，则

( )0 1P Y X x= = 满足条件标签概率模型 

Open Access

https://doi.org/10.12677/orf.2024.143262
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张家瑞，樊亚莉 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2024.143262 244 运筹与模糊学 
 

 ( ) { }
{ }

T

T

exp
; , .

1 exp

x b
x b

x b

ω
π ω

ω

+
=

+ +
 (1) 

当样本标签被污染时，设 Y 为存在错误分类的标签，便存在错标概率 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 01 0, , 0 1, .x P Y Y X x x P Y Y X xη η= = = = = = = =  (2) 

其中 0η 表示负类数据中错误分类的概率， 1η 表示正类数据中错误分类的概率。而 Y 的概率不再遵循式(1)，
而是遵循 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )0 11 1 ; , 1 ; , .P Y X x x x b x x bη π ω η π ω= = = − + −  (3) 

为了解决错误标记的问题，基于式(3)对 ( )j xη 进行不同建模开发了一些稳健逻辑回归方法。Copas [7]
考虑相等和恒定的错标概率，即 ( ) ( )0 1x xη η η= = ，提出恒定错标逻辑回归模型。Wainer 等人[8]和 Komori
等人[9]则分别在 2007 年和 2016 年提出了不对称的错标逻辑回归模型，即假设 ( )0 xη η= ， ( )1 0xη = 。

Hayashi [10]扩展了 Takenouchi 和 Eguchi [11]提出的 η-boost 方法，提出了一种用于二元分类的稳健增强

模型。上述所有方法的稳健性都来自底层的权重函数，并且假定错标概率具有一定的参数形式。由于最

大似然对错标概率很敏感，因此对错标概率建模并不简单。但在实际应用中，我们关心的是真实的分类

概率而不是错标概率这一干扰参数，花费过多精力为其建模似乎有些得不偿失。因此 Hung 等人[12]使用

最小 γ-散度估计来取代最小 Kullback-Leibler (KL)散度估计，提出一种不需要对错误标签概率建模的 γ-逻
辑回归方法，拟合错误标签的响应，通过降低可疑实例的权重来使模型对带错误标签的数据具有稳健性。 

上述方法均基于 X 是向量类型数据实现的。然而，对图像分类问题来说，大量的图像更多以彩色图

像、视频等形式存在，这些图像和视频自然呈现高阶张量形式。若将高阶张量数据处理为向量，则会产

生高维向量，因此增加计算复杂度，也会损失高维数据的结构信息[13] [14]。而文献[15] [16]表明，进一

步探索张量结构信息，不仅可以使张量模型更具稳健性，还可以用更少的参数更加结构化地表示高维数

据，因此，将传统地机器学习分类算法扩展到张量空间便成为了近年来学者们关注的热点。Tao 等人[17]
提出了一种监督张量学习(STL)方案，将支持向量机扩展为支持张量机(STMs)。基于 Tao 等人的研究，

Kotsia 等人[18] [19]将 STM 中的秩一权重张量更改为 CP 格式和 Tucker 格式，进一步推广支持张量机。

通过将权重张量建模为 CP 格式，Tan 等人[20]将逻辑回归模型推广到张量。而 Zhang 等人[21]则利用张

量管道秩及其核范数构建了一种面向低秩张量的图像多分类逻辑回归模型。 
本文受 Hung 等人[12]研究成果的启发，基于 Zhang 等人[21]提出的低秩张量多分类模型，提出一种

新的面向错误标签张量数据的稳健图像多分类模型，称为稳健错标多分类模型。该模型的优点和贡献在于： 
1) 提出了一种新的面向错误标签的稳健张量多分类方法，既能够避免张量结构信息的损失，同时又

能在面对标签污染数据时达到较好的分类结果，具有稳健性； 
2) 本文方法不需要对误标概率进行建模，得到的加权估计方程不需要包含任何偏差校正项，可以自

动进行偏差校正； 
3) 在仿真数据和真实数据上进行大量实验，通过常用的多分类指标评价模型。结果表明在不同多分

类情况下，本文模型面向标签被污染数据时的分类精度与非稳健的模型相比取得明显提升。 
接下来，本文将在第一节介绍相关工作，第二节提出本文方法，并在第三节进行实验说明，最后在

第四节进行总结。 

2. 预备知识 

为了更好地说明本文方法，本章将对文中使用的符号进行简单说明，回顾重点定义，并介绍相关方法。 
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2.1. 符号说明 

在本文中，我们将张量认为是向量和矩阵推广到高阶的多维数组，用花体大写字母 1 2 dI I I× ×…×∈ 来表

示 d 阶张量，用 ( )1 2, , , di i i 表示张量的每个元素，其中1 , 1, ,k ki I k d≤ ≤ =  ；对于三阶张量 1 2 3I I I× ×∈ ，

分别将其第 i 个前向切片、侧向切片和正向切片表示为 ( ,:,:)i 、 (:, ,:)i 和 (:,:, )i ，用 ( , ,:)i j 表示管道。

用大写字母 , ,A B 来表示矩阵；用加粗的小写字母 , ,a b 来表示向量；用小写字母 , ,a b …来表示标量。

我们用
0

 ，
1

 ，
*

 和
F

 来表示 0l 范数、 1l 范数、核范数和 F 范数。 
对于有 C 种可能标签的训练数据集 { }1 2 1, ,dI I I

i i N× ×…×∈ =  ，通常使用独热编码来表示标签

{ }1, ,C
i i N∈ = y 。具体来说，我们将 i 的标签编码为 [ ]T0, ,1, ,0 C

i = ∈  y ，若 i 属于第 j 类，那

么 iy 除了第 j 个元素为 1 外其余元素皆为 0。我们定义
T

1 2  , , , N C
NY ×= ∈   y y y 被污染的标签矩阵， 0Y

为真实的标签矩阵， Ŷ 为根据模型预测的标签矩阵。 

2.2. 相关定义 

定义 1 张量模 k 乘积。 
对于一个张量 1 2 dI I I× × ×∈ 

 与一个矩阵 km IM ×∈ ，二者的模 k 乘积记作 k M= ×  ，其定义如下： 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1

, , , , , , , , , , , , , .
k

k

I

k k d k k k k k d
i

i i j i i M M j i i i i i i− + − +
=

= × = ∑       (4) 

定义 2 张量内积。 
对于张量 1 2 dI I I× × ×∈ 

 和 1 2 dI I I× × ×∈ 

 ，它们的内积 ,  定义为 

 ( ) ( )
1 2

1 2
1 2 1 2

1 1 1
, , , , , , , .

d

d

II I

d d
i i i

i i i i i i
= = =

= ∑∑ ∑       (5) 

定义 3 张量的 Frobenius 范数。 
张量 1 2 dI I I× × ×∈ 

 的 Frobenius 范数定义为 

 , .
F
=    (6) 

定义 4 正交张量[22]。 
对于三阶张量 1 2 3I I I× ×∈ ，若它满足 * *∗ = ∗ =     ，则它为正交张量。 
定义 5 张量–张量积(T 积) [22]。 
对于三阶张量，设 1 2 3I I I× ×∈ ， 2 3I m I× ×∈ ，我们定义 

 ( )

( )
( )

( ) 3

(1)

(2)

( )
3

:,:,1
:,:,2

unfold .

:,:, II

   
   
   = =   
   

     





 
 



 

 (7) 

 ( )( )fold unfold = .   (8) 

 ( )

3

3 3

( )(1) (2)

(2) (1) (3)

( ) ( 1) (1)

bcirc .

I

I I −

 
 
 =  
 
  





   



  
  



  

 (9) 

则二者的 T 积 ∗ 大小为 1 3I m I× × ，其定义为 
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 ( ) ( )( )fold bcirc unfold .∗ = ⋅     (10) 

定义 6 张量的奇异值分解(T-SVD) [23]。 
设 1 2 3I I I× ×∈ ，那么它可以分解为 

 *.= ∗ ∗     (11) 

其中 1 1 3I I I× ×∈ ， 2 2 3I I I× ×∈ 是正交的， 1 2 3I I I× ×∈ 为每个正向切片都是对角矩阵的对角张量(图 1)。 
 

 
Figure 1. The t-SVD of third order tensors 
图 1. 三阶张量的张量奇异值分解 

 
定义 7 张量管道秩[24] [25]。 
对于张量 1 2 3I I I× ×∈ ，其张量管道秩记为 ( )trank  ，定义为的非零的奇异管道的数量，其中来

源于的 T-SVD，即 *= ∗ ∗    ，于是有 

 ( ) ( ){ }# , , ,: 0 .trank i i i= ≠   (12) 

根据矩阵奇异值的递减性质和逆快速傅里叶变换，文献[23]表明了的第一个正向切片 ( ):,:,1 决定

张量管道秩，即 

 ( ) ( ){ }# , , ,1 0 .trank i i i= ≠   (13) 

定义 8 张量核范数[23]。 
设 *= ∗ ∗    是 1 2 3I I I× ×∈ 的 T-SVD，则张量的核范数定义为 

 ( )*
1

: , , ,1 .
r

i
i i

=

= =∑     (14) 

其中 ( )tr rank=  ，  为单位张量，即第一个正向切片是单位矩阵其他正向切片都是零的张量。 

2.3. 相关工作 

2.3.1. 最小 γ-散度估计 
设 g 为数据生成分布， fθ 为参数θ 的模型分布，设 0θ 为感兴趣的真实参数值，则 g 和 fθ 之间的 γ-

散度定义为 

 ( ) ( ) 1
1

1, .
1

fD g f g g
f

γ

θ
γ θ γ

θ γ
γ γ +

+

    = −  +    
∫  (15) 

其中 ( )
1

1 1
1

f f γ γ
θ θγ

+ +
+
= ∫ 。当 0γ → 时， ( )

0
lim , ln gD g f g

fγ θγ
θ

→

 
=  

 
∫ ，即为 KL 散度。 

https://doi.org/10.12677/orf.2024.143262


张家瑞，樊亚莉 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2024.143262 247 运筹与模糊学 
 

用最小 γ-散度估计 0θ 如下式所示 

 ( )
1

arg min , arg max .fD g f g
f

γ

θ
γ θ

θ θ θ γ +

 
 =
 
 
∫  (16) 

当 g 属于参数类{ }:fθ θ ∈Θ 且参数值为 0θ 时，上式在 0θ θ= 处取得最优解。这保证了最小 γ -散度估

计的一致性[26]。而在有污染的情况下， ( )
0

1g cf c hθ= + − ，其中 h 为污染分布，1 c− 为污染比例。通过

计算得到 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

0 01 1
1, ;

, , .
1 1

cf c h c fB c h
D g f cD f f

θ θγ γ γ
γ θ γ θ θ

θ
γ γ γ γ

+ +
+ − −  = + + + +  

 (17) 

其中 ( ) ( )
1

, ; 1 fB c h c h
f

γ

θ
γ

θ γ

θ
+

 
 = −
 
 
∫ 。忽略不涉及 θ的项，最小化上式等价于最小化 

 ( ) ( )
( ) ( )

, ;
, , .

1
B c h

cD f f cD f fγ
γ θ θ γ θ θ

θ
γ γ

+ ≈
+

 (18) 

若对某些 γ，当 θ在 0θ 的领域时偏差 ( ), ;B c hγ θ 小的可以忽略不计，则上式的约等于成立。约等号的

右边在 0θ θ= 处最小。 
Fujisawa 等人[27]和 Kanamori 等人[28]的研究表示，最小化过程受比例 c 和污染 h 的影响较小，因此

我们可以以可忽略的偏差很好的估计 θ。 

2.3.2. 基于向量的稳健 γ-逻辑回归 
当模型实际由(3)生成时，稳健的 γ-散度可以用来推断模型(1)。其原因在 Hung [12]的研究成果中由

如下引理揭示： 
引理1 式(3)中污染的Y的分布可以表示为目标分布 ( )0P Y y X x= = 和错标诱导分布 ( )h y x 的混合分

布， 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 1 .P Y y X x c x P Y y X x c x h y x= = = = = + −  (19) 

其中 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

0 1

0 1 0 1

y y
x x

h y x
x x x x
η η

η η η η

−
      =    + +      

，且 ( ) ( ) ( )0 11 c x x xη η− = + 为给定 X x= 时的条件污染比

例。 
引理 1 和式(18)表明从污染数据中推断真实概率 ( )0P Y y X= 的可能性，因为最小 γ-散度估计可以忽

略 ( )h y x 的影响。由此可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0; 1 .g y x c x f y x c x h y xω= + −  (20) 

其中 ( )c x 和 ( )h y x 的定义与引理 1 一致，而 

 ( ) ( ){ } ( ){ }1
; ; 1 ; .

y y
f y x x xω π ω π ω

−
= −  (21) 

从而得到基于 γ-逻辑回归的稳健估计模型，其目标函数为 

 ( ) ( ){ } ( )
( ),

1

;
arg min , ; arg max .

;
X X Y

f Y X
E D g X f X E

f X

γ

γ θ
ω ω

γ

ω
ω

ω
+

  
    =         

 



 (22) 
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其中 ( ) ( ){ } ( ){ }
1

1 1 1

1
; ; 1 ;f X X X

γ γ γ

γ
ω π ω π ω

+ + +

+

 = + −  
 ， XE 和 ,X YE 分别表示对 X 和 ( ),X Y 的期望。 ˆγω 表

示对模型参数 γω 的估计值： 

 
( )
( )

( ){ }
( ){ }

T 1

T
0 0

1

exp 1;1 1arg min arg min .
1 exp 1;

N N i ii i

i i ii

Y Xf Y X
N N Xf X

γγ
γ

γ

γ

γ ωω
ω

γ ωω

+

= =
+

   +   = =   + +    
∑ ∑



 (23) 

求偏导且令 ( )ˆ 0Sγ γω = 得 

 ( ) ( ) ( )( ){ },
0

1 ; 1 .
N

i i i i
i

S Y X X
Nγ γω ψ ω π γ ω

=

= − +∑  (24) 

其中，权函数 

 ( )
( ){ }
( ){ }

T 1

, T

exp 1
.

1 exp 1
i i

i
i

Y X

X

γ
γ

γ

γ ω
ψ ω

γ ω

+ +
 =
 + + 

 (25) 

( ),iγψ ω 对不匹配 ( )T,i iY Xω 的实例进行降权，因此上式的稳健性显而易见，且稳健性由 γ的值控制。

当 0γ = 时， ( ) ( )( ){ }
0

1 ; 1
N

i i i
i

S Y x X
Nγ ω π γ ω

=

= − +∑ ，未调整权重，即为非稳健的估计方程。越大的 γ 意味 

着模型越稳健，但模型的效率也将降低。因此需要在实验中选择合适的 γ来确定模型的效率和稳健性。 
但该模型只适用于向量格式的数据，若直接将张量数据转化为向量将会损失结构信息，降低分类准

确性。因此我们考虑面向张量的多分类方法。 

2.3.3. 非稳健错标张量多分类模型 
Zhang 等人[21]提出的非稳健错标张量多分类模型(NRMLTMLR，其中 NR 表示 non-robust)，通过对

低秩权重张量的秩加以约束的方式充分考虑了张量结构，最大程度避免损失张量结构信息。 
给定 C 类张量训练数据集 ( ){ }, , 1, ,i iy i N=  ，NRMLTMLR 的目标函数为 

 
,

1 *,, 1 1 1
1

1 emin log .
e

r r
i

j jr r i

bN C C
r

ir bb Ci r r
j

Y
N

λ
+

+= = =
=

 
 
 
 
 

− +∑∑ ∑
∑

 

 
  (26) 

其中 1 2 1 2,  d dI I I I I Ir
i

× × × × × ×∈ ∈ 

   ， 1, ,r C=  ， r 为属于第 r 类的张量所对应的权重张量，
*

r 作

为对应的张量核范数代表着权重张量的结构信息， N C
irY ×∈ 为标签矩阵。 

但该方法并未考虑标签受到污染的情况，不具有稳健性。因此受 γ-逻辑回归的稳健估计模型的启发，

我们基于 NRMLTMLR 模型提出了一种基于低秩张量的稳健多分类模型，可以在最大限度利用张量结构

信息的同时，对带有错误标签的数据具有稳健性。 

3. 稳健错标张量多分类模型(RMLTMLR) 

受到式(23)和式(25)的启发，我们提出了一种面对带有错误标签数据具有稳健性的张量多分类模型。

该模型在多分类逻辑回归模型的基础上进行改进，利用了逻辑回归的优势，使模型在错误标签和张量数

据情况下仍然具有优良的性质。 
给定 C 类张量训练数据集 ( ){ }, , 1, ,i iy i N=  ，得到 RMLTMLR 的目标函数为 
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( 1)( ,

*( 1)( ,

)

), 1 1 1
1

1 emin log .
e

r r
i

j jr r i

bN C C
r

ir bb Ci r r
j

Y
N

γ

γ
λ

+ +

+ += = =
=

 
 − + 
 
 

∑∑ ∑
∑

 

 
  (27) 

其中 1 2 dI I I
i

× × ×∈ 

 ， 1 2 dI I Ir × × ×∈ 

 ， 1, ,r C=  ， r 为属于第 r 类的张量所对应的权重张量。γ是反应

稳健性的权重，当 0γ = 时退化为非稳健的模型。 N C
irY ×∈ 为标签矩阵。 

式(26)的第一项与第二项中同时出现了变量 r ，为降低求解难度，我们增加约束条件进行解耦，对

应目标函数如下 

 

( 1)( ,

*( 1)( ,, , 1 1 1

)

1

)

emin log ,
e

. .

1
r r

i

j jr r i

bN C C
r

ir bb Ci r r
j

r r

Y
N

s t

γ

γ
λ

+ +

+ += = =
=

 
 − + 
 
 

=

∑∑ ∑
∑

 

  


 

 (28) 

根据文献[29]的方法，我们采用 ADMM 算法解决上述优化问题，得到增广拉格朗日函数为 

( )
( 1)( ,

2

*( 1)( ,i 1 1 1 1

)

) 1
1

e, , , , , l g .
2e

1 o ,
r r

i

j j
i

bN C C C C
r r r r r r

ir FbCr r r r
j

b Y
N

γ

γ

µµ λ
+ +

+ += = = = =
=

 
 = − + + − + − 
 
 

∑∑ ∑ ∑ ∑
∑

 

 
            

(29) 

为了方便表示，我们将张量堆叠成高一维度的张量，记作 1 2 dI I I Cr
stock

× × × ×= ∈ 

  ， 
1 2 dI I I Cr

stock
× × × ×= ∈ 

  ， 1 2 dI I I Cr
stock

× × × ×= ∈ 

  为拉格朗日乘子张量，µ 和λ 为惩罚参数。为了便于计算，

本文采用了与 Yin 等人[30]相同的方法，将惩罚参数取相同的初始值，并在迭代的每一步中更新。根据经

验，我们选择了 310− 作为参数的初始值。 
该优化问题可以拆分为 5 个子问题，分别更新、 b 、{ }

1

Cr

r=
 、和 µ ，下面重点介绍其中 2 个

子问题。 
1) 更新。 
的子问题可以写作 

 ( )
2

arg min , ,
2 F

QJ b µ
µ

+ − +


     (30) 

其中 

 ( )
( 1)( ,

( 1)( ,

)

)i 1 1
1

1, , elog .
e

r r
i

j j
i

bN C

ir bCr
j

Y
N

J b
γ

γ

+ +

+ += =
=

 
 =  
 
 

− ∑∑
∑

 

 
   (31) 

根据上式求梯度为 

 ( ) ( )( 1)
1 ˆ .d Y Y
N γψ µ

µ+
  ∇ = × − ⋅ − − +     

 


      (32) 

其中Y 为给出的训练标签， Ŷ 为预测标签， ( )γψ  为权重函数，其表达式如下 

 ( )

1
ˆ ( 1)[ , ]

( 1)[ , ]

1

e .
e

r r

j j

Y b

C b

j

γ
γ

γ

γ γ
ψ

+

+ +

+ +

=

 
 
 =
 
 
 
∑

 

 
  (33) 

https://doi.org/10.12677/orf.2024.143262


张家瑞，樊亚莉 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2024.143262 250 运筹与模糊学 
 

( )Ŷ Y− 和 ( )γψ  之间作矩阵乘法，而 和 ( ) ( )Ŷ Y γψ− ⋅  按照定义 1 作张量的模 1d + 乘法。 
代入梯度下降算法，在每次迭代期间通过 1t t α+ = − ∗∇    最终可以最小化目标函数，其中 t

为迭代次数，α 为步长。 

2) 更新{ }
1

Cr

r=
  

可以通过 

 
2

*

1arg min .
2 F

Qλ
µ µ

+ − +


    (34) 

来更新{ }
1

Cr

r=
 。该子问题可通过文献[28]中提出的张量奇异值收缩算法(TSVT)来解决，其算法流程

如算法 1 所示。 
 

算法 1. 张量奇异值收缩算法(TSVT) 

输入： 1 2 3 , 0.I I I τ× ×∈ >  

输出： *.τ= ∗ ∗     

1) 对 的每个正向切片做快速傅里叶变换，计算 ( )fft ,[],3 ;=   

2) 在 的每个正向切片上做矩阵 SVT： 

( )
( )

( ) ( )

3

i *

for i 1 2

, , ;

1,

end.

,

.

i

I

SVD Y

τ
+

 + 

=  

= ⋅ − ⋅

= 

  

   
 

( )

( )3

33

i i 3

for i 1 2 1,

conj ;

end.

,
I

I I
− −

=  + + 

=



（ ）

   

3) 对 的每个正向切片做逆快速傅里叶变换，计算 ( )ifft ,[],3=  ； 

4) 输出 *.τ= ∗ ∗     

 
RMLTMLR 算法的更新过程则以伪代码形式表示为算法 2。 

 
算法 2. 稳健错标张量多分类算法(RMLTMLR) 

输入： ( ){ }, , 1, , , , , .iy i N λ α γ=    

输出： , .b   
1) 初始化： 

( ) ( ) ( ) 3
1 2 1 23 3zero , , , , zero , , , , zero ,1 , 1 , 1.01;I I I C I I I C b C eµ ρ−= = = = =             

2) 计算 ˆ,Yγψ ： 

按照式(32)计算 γψ ； 
按照式(32)计算 Ŷ ； 

3) 更新 ,b ： 
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续表 

1, ,2for i
;

end.

5

;b bb b
α

α
= − ∗∇

= − ∗∇

= 

   


 

4) 用算法 1 更新  ； 
5) 更新 , :µ  

( ), ;µ µ ρ µ= + ∗ − = ∗     

6) 输出 , .b  

4. 实验 

本章选择彩色图像作为真实数据进行一系列实验以测试模型的分类效果，由此证实本文提出模型对

于包含错误标签的张量图像分类具有稳定性，并以不同评价指标来全面评估本文模型的效果。本章使用

的数据集为加州理工大学的 101 类彩色图像识别数据集，该数据集共包含 102 类 9145 副彩色图像，取该

数据集包含不同数据量的不同子集，分别进行二分类、五分类和七分类的三个实验。 
为了方便实验，我们对带标签的张量数据集 ( ){ }, , 1, ,i iy i N=  做以下处理：对图像数据 i ，由于

数据集中不同图像的格式并不一致，我们统一将图像格式重塑为 32 32 3× × ，即令 32 32 3
i

× ×∈ ；对标签数

据 iy ，按照不同比重选择部分标签进行错误标注。为了更好地对比实验结果，我们对实验数据做如下处

理。我们选用的彩色图像识别数据集所带的标签是干净标签，我们将使用干净标签的数据分类的实验称

为 Naive 方法，作为实验的对照组来反映该数据集一般情况下分类的效果；接着我们对标签按照不同比

例进行错误标注，二分类实验为例，随机选择部分标签，将其中正类标签标为负类，负类标签标为正类，

即完成对该部分标签的错误标注。我们使用 NRMLTMLR 模型和 RMLTMLR 模型对进行过标签错误标注

的张量图像数据集进行分类，通过比对分类效果来体现本文提出的 RMLTMLR 模型在错误标注的张量数

据分类问题上的优越性。理论上讲 RMLTMLR 模型的分类效果应该好于 NRMLTMLR 的分类效果，且不

好于 Naive 方法的分类效果。 
我们的实验使用交叉验证方法，在参数选择上采用网格搜索法来选用使模型效果最佳的参数。根据

经验选择 λ 的取值范围为 [ ]1e 5,1e3− ，α 的取值范围为 [ ]0.1,1.5 ， γ 则按照张齐航[31]的实验结果选择最

优值 1γ = 。 
本章共使用 4 种常见的多分类评价指标，分别为准确率、MacroF1、MicroF1 和 Hamming 距离。其

中，准确率指正类和负类中预测正确的数量占总量的比例，MacroF1 和 MicroF1 是 F1-Score 的多分类扩

展，Hamming 距离衡量预测标签与真实标签之间的距离。准确率、MacroF1 和 MicroF1 越大，Hamming
距离越小，表示模型的效果越好。 

本章所有实验均在搭载酷睿 11 代处理器 64 位操作系统的计算机上使用 Matlab2023b 软件上实现。 

4.1. 二分类 

本节选用手风琴和船锚 2 个类别共计 86 张彩色图像作为二分类数据集，分别按照错误标签(mislabel) 
0.10、0.15 和 0.20 的比重进行实验。考虑到每次实验划分的训练集和测试集不同，Naive 方法的分类结果

会有差别，因此在不同 mislabel 比重下，三种方法均使用相同的 i ，区别在于 Naive 方法使用不带噪声

的标签数据 iy ，其余两种方法使用带噪声的标签数据。最终得到二分类实验结果如下表 1： 
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Table 1. Results of two classification experiments 
表 1. 二分类实验结果 

Mislabel 0.10 0.15 0.20 

Method Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR 

Acc 0.9231 0.8077 0.8462 0.8846 0.7692 0.8077 0.8846 0.6923 0.7308 

macroF1 0.9091 0.7826 0.8182 0.8696 0.7000 0.7619 0.8889 0.7143 0.7586 

microF1 0.9091 0.7826 0.8182 0.8696 0.7000 0.7619 0.8889 0.7143 0.7586 

Hamming 0.0769 0.1923 0.1538 0.1154 0.2308 0.1923 0.1154 0.3077 0.2692 

 
如上表 1 所示，在不同的错误标签比重下，本文提出方法的评价结果均好于直接使用 NRMLTMLR

模型分类的结果，在评价结果上更接近 Naive 方法的分类结果，因此证实了本文方法在二分类实验下对

于含错误标签的张量图像的分类稳健性。 

4.2. 五分类 

为了进一步测试RMLTMLR方法在带噪声的张量图像多分类问题中的表现，本节选用手风琴、飞机、

船锚、蚂蚁和木桶 5 个标签 960 张彩色图像作为五分类数据集，分别按照错误标签(mislabel) 0.25、0.30
和 0.35 的比重进行实验，得到的实验结果如下表 2 所示： 
 
Table 2. Results of five classification experiments 
表 2. 五分类实验结果 

Mislabel 0.25 0.30 0.35 

Method Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR 

Acc 0.8576 0.7986 0.8021 0.8958 0.6667 0.8368 0.8785 0.6319 0.8299 

macroF1 0.9872 0.9696 0.9617 0.9910 0.8302 0.9650 0.9874 0.8193 0.9749 

microF1 0.9872 0.9696 0.9617 0.9910 0.8302 0.9650 0.9874 0.8193 0.9749 

Hamming 0.1424 0.2014 0.1979 0.1042 0.3333 0.1632 0.1215 0.3681 0.1701 

 
如上表 2 所示，在不同的错误标签比重下，本文提出方法几乎在所有评价指标下的结果好于直接使

用 NRMLTMLR 模型分类的结果。随着错误标签比重增大，可以看到 NRMLTMLR 的分类准确率逐渐减

小，而 RMLTMLR 的分类准确率维持在一个稳定的状态下且始终高于 80%。该结果证实了本文方法在五

分类实验下对于含错误标签的张量图像的分类稳健性。 

4.3. 七分类 

本节中我们选用手风琴、飞机、船锚、蚂蚁、木桶、鱼和河狸 7 个标签 1055 张彩色图像作为七分类

数据集，分别按照错误标签(mislabel) 0.20、0.25 和 0.30 的比重进行实验，得到的实验结果如下表 3 所示。 
如下表 3 所示，本文提出方法在七分类的数据集上评价表现依旧好于直接使用 NRMLTMLR 模型分

类，在评价结果上也更接近 Naive 方法的分类结果。当 NRMLTMLR 方法在不同的错误标签比重下分类

准确率变化过大的情况下，RMLTMLR 方法不仅保持了准确率均在 72%以上，并且保持了分类结果稳定，

进一步证明了本文方法能够做到对带有错误标签的张量图像的稳健分类。 
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Table 3. Results of seven classification experiments 
表 3. 七分类实验结果 

mislabel 0.20 0.25 0.30 

method Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR Naive NRMLTMLR RMLTMLR 

acc 0.8170 0.7066 0.7666 0.7886 0.0505 0.7224 0.8013 0.5741 0.7350 

macroF1 0.9935 0.9033 0.9525 0.9917 0.0066 0.9674 0.9869 0.8189 0.9459 

microF1 0.9935 0.9033 0.9525 0.9917 0.0066 0.9674 0.9869 0.8189 0.9459 

hamming 0.1830 0.2934 0.2334 0.2114 0.9495 0.2776 0.1987 0.4259 0.2650 

4.4. 耗费时间 

为了比对模型的复杂度，我们分别记录了每次实验在 MATLAB R2021b 上运行所消耗的时间，具体

结果如下表 4 所示： 
 
Table 4. Model time 
表 4. 模型所耗时间 

class 二分类 五分类 七分类 

mislabel 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.20 0.25 0.30 

NRMLTMLR 8.87 8.59 11.45 89.28 94.44 94.53 106.63 112.34 108.30 

RMLTMLR 27.62 37.23 51.11 420.56 434.69 449.40 409.01 465.66 417.26 

 
通过上表 4 可以看出，由于增加了权重参数的缘故，模型的复杂度增加，RMLTMLR 方法在各项实

验中消耗的时间约为 NRMLTMLR 方法的五倍，该实验结果也符合理论预期。鉴于 RMLTMLR 模型在面

向包含错误标签的张量图像数据集时，表现出的分类效果和分类稳定性远优于 NRMLTMLR 模型，因此

我们认为多出的消耗时间是值得的。 

5. 总结 

本文面向带有错误标签的张量图像数据，基于多分类逻辑回归模型，提出了一种能够直接处理张量

格式数据并对带噪声标签具有稳健性的图像多分类模型。该模型利用 γ-散度、张量管道秩及其核范数，

通过增加权重函数的方式降低预测标签与训练标签不匹配的实例的权重，从而提升了稳健性，使其在实

验中具有优良的表现，为含错误标签的张量图像数据分类提供了新思路。 
本文对比了非稳健错标张量多分类模型 (NRMLTMLR)和本文方法稳健错标张量多分类模型

(RMLTMLR)，在加州理工大学的 101 类彩色图像识别数据集的二分类、五分类和七分类子集上进行实验。

在实验过程中取不同的错标比重以对比两个方法在不同错标比重不同类别数据集下的分类情况。结果表

明，在二分类数据集上，当错标比重分别为 0.10，0.15 和 0.20 时，本文提出的 RMLTMLR 较 NRMLTMLR
的分类准确率均提升了 3.85 个百分点；在五分类数据集上，当错标比重分别为 0.25、0.30 和 0.35 时，

RMLTMLR 较 NRMLTMLR 的分类准确率则分别提升了 0.35、17.01 和 19.8 个百分点；在七分类数据集

上，当错标比重为 0.20、0.25 和 0.30 时，RMLTMLR 较 NRMLTMLR 的分类准确率分别提升了 6.00、67.19
和 16.09 个百分点。因此，本文提出的 RMLTMLR 方法在含有错误标签的多分类张量数据集上具有较为

显著的优势，也在实验方面证明了本文创新性地融合 γ-散度方法增加了权重参数以提升模型对标签污染

数据集分类的有效性。 
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考虑到张量管道秩只适用于三阶张量，面对更高阶的张量，后续需要对其余不同张量秩进行研究。

另外，除了使用 γ-散度方法，还可以参考背景建模的思路对错误标签进行建模，从该角度进一步提升模

型的稳健性与适用性，以此优化模型。 
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