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摘  要 

本文主要讨论一个非线性Gross-Pitaevskii方程在一维情形下的行波解，我们建立了与最小化问题相关的

欧拉–拉格朗日方程，从而证明行波解的存在性，更准确地说，建立了由动量参数化的解族的存在性。 
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Abstract 
This article mainly discusses the traveling wave solution of a nonlinear Gross-Pitaevskii equation 
in one-dimensional case. We establish the Euler-Lagrange equation related to the minimization 
problem, which is crucial for proving the existence of traveling wave solutions. More precisely, the 
existence of a family of solutions parameterized by momentum is established. 
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1. 问题的背景 

本文我们考虑非局部 Gross-Pitaevskii [1] [2]方程 

 ( )( )21 0icu u u W u′ ′′+ − ∗ − = ， ( ),u x t ∈， x ∈， t ∈  (1.1) 

这里的∗表示内的卷积，且 W 是实值偶函数，我们讨论其是否具有限能量行波解，注意到当满足

无穷远处消失的边界条件时[3] [4]，这类方程已经得到了广泛的研究，此外凝聚态中的远处偶相互作用最

近得到了广泛的关注[5] [6]，然而这些作品中使用的技术不能适应于包括满足 

 ( )lim , 1
x

u x t
→∞

= . (1.2) 

本文的目的就是讨论在(1.1)满足(1.2)的情况下，解的存在性。根据([7] [8])的结果，我们得到了 W 的

补充条件，从而得到其行波解在一定速度内必然是恒定的，本文将对其解的性质以及速度展开讨论。 
特别地，当 0W δ= 时，对(1.1)的研究可以推广至其他类型的局部非线性，如[9]所示，作者使用的方

法依赖于对二阶牛顿型 ODE 的分析，从而可以调用柯西–李普希茨定理并推导出一些显式公式。 
为了给方程(1.1)的行波解一个清晰的定义，我们先介绍下面两个空间 
首先是能量空间： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }21 2 2: :1 ,locv H v L v Lε ′= ∈ − ∈  ∈    ， 

其次是不消失的能量空间： 

( ) ( ){ }0: : infn v vε ε= ∈ >


  . 

由于能量和动量泛函在向量空间上没有定义，微分的概念也不是平凡的，所以就我们的目的而言，

我们只考虑具有紧集的光滑函数的方向导数，更准确的说，我们定义对于 ( )u ε∈  ，则 

( )[ ] ( ) ( )
0

: lim
t

E u th E u
dE u h

t→

+ −
= 和 ( )[ ] ( ) ( )

0
: lim

t

P u th P u
dP u h

t→

+ −
= ， 

其中所有的 ( )ch C∞∈  ，对于 ( )dP u ，我们还假设 ( )u nε∈  使得 ( )P u th+ 对于 t 足够小时是有定义的。 
下面我们提出对 W 一些假设 
H1)：W 是一个实值偶函数，满足 ˆessinf W ϖ≥ − ，且在原点处连续 

( )ˆ 0 1W = − . 

H2)：存在 ( ]0,1σ ∈ ，
10,
2

κ  ∈  
使得对于ξ ∈，几乎处处有 

2Ŵ σ κξ≤ − + . 

2. 主要引理及其证明 

引理 2.1：假设 W 满足 H1)，则对于所有的 ( )ch C∞∈  ，我们有 
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 ( )[ ] ( )2, 1 ,dE u h u h W u u h′ ′= − ∗ −∫ ∫
 

，如果 ( )u ε∈  ， (2.1) 

 ( )[ ] ,dP u h iu h′= −∫


，如果 ( )u nε∈  。 (2.2) 

其中 ( )1 2 1 2, Re ,z z z z= ， 1 2,z z ∈  [6] [9] [10]。特别地，对于所有的 c ∈，我们有 ( ) ( )dE u cdP u= 成立

当且仅当 u 满足(1.1)。 
根据椭圆正则性原理，我们知如果 u 是(1.1)的解，那么 u 是光滑的，更准确的说，在高维空间的结

论[11]在本文一维的情形中同样使用。 
引理 2.2：([11])令 ( )u ε∈  是(1.1)的解，且 

( ){ }: ,p p
p

L LW S W f C f f L′∈ ∗ ≤  ∀ ∈  ， 

则 u 是有界的且属于 ( )C∞
 。除此以外，令

2: 1 uη = − 和 u∇ 都属于 ( ),k pW  ，其中 k ∈， [ )2,p ∈ ∞ 。 
引理 2.1 的证明：由于有 ( ) ( )W f g W g f∗ = ∗∫ ∫

 

，其中 ( )2,f g L∈  ，所以(2.1)中的微分是 dE 定

义的直接结果。为了证明(2.2)，我们固定 ( )u nε∈  ，取 ( )ch C∞∈  ，则 

( )[ ] ( )
0

2 2 4

2 4 4

,1 1 1 1, 1 , 1 ,
2 2

, , , ,1, 1 .

t

ddP u h P u th
dt

u h
ih u iu h iu u

u u u

ih u u u iu u u h
iu h

u u u

=

= +

   
′ ′ ′   = − − − − −

   
   

  ′ ′
′  = − − + −

 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

 

又由于 
2, , , , , ,ih u u u iu u u h iu h u′ ′ ′− + =  

所以我们得到了(2.2)。这个引理的最后一个论断来自于这样一个事实：如果对于一些 ( )v ε∈  ，我

们有 , 0v h =∫


，其中 ( )ch C∞∈  ，那么 0v ≡ 。 

3. 主要结论及其证明 

对于 0q > ，我们考虑极小化曲线 

( ) ( ) ( ) ( ){ }min : inf : ,E q E u u n P u qε= ∈ = . 

此外，由([12]，定理 2)，我们知该曲线是非减曲线。我们定义 

( ) ( ) ( ){ }minsup 0 : , inf 0q q u E u E q uε∗ = > ∀ ∈ ≤ ⇒ >


 ， 

基于[7]和[11]的结果，我们可知与 ( )minE q 相关的极小值是能得到的，并且相应的 Euler-Lagrange 方

程正是(1.1)，其中 c 表示为 Lagrange 乘子。下面我们对 c 的范围展开讨论。 
定理 3.1：假设 minE 在 +

 上是凹的且存在 ( )u nε∈  满足 ( ) ( )minE u E q= ， ( )P u q= 且 0q > ，则存在

qc 满足 

 ( ) ( )min minqE q c E q+ −≤ ≤ ， (3.1) 

特别地，u 是(1.1)的解且 qc c= 。 
证明：取 ( )u nε∈  使得 ( )P u q= 和 ( ) ( )minE u E q= 。因为 0q > ，所以 u 不是一个常数函数。令
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( )ch C∞∈  ，根据 minE 的定义，我们得到对于 0t >  

( ) ( ) ( )( ) ( )min minE P u th E qE u th E u
t t

+ −+ −
≥  

如果 ( )[ ] 0dP u h > ，则 ( ) ( )P u th P u q+ ≥ = ， 0t > 足够小，那么当 0t +→ ，我们得到 

 ( )[ ] ( ) ( )[ ]min .dE u h E q dP u h+≥  

类似地，当 ( )[ ] 0dP u h < ，我们得到 

( )[ ] ( ) ( )[ ]min .dE u h E q dP u h−≥  

用−h 代替 h，我们得到下列不等式 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]min minE q dP u h dE u h E q dP u h+ −≤ ≤ ，如果 ( )[ ] 0dP u h > 。 (3.2) 

和 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]min minE q dP u h dE u h E q dP u h− +≤ ≤ ，如果 ( )[ ] 0dP u h < 。 (3.3) 

由于泛函 ( ) ( ) ( ), : cdP u dE u C∞  → 是线性的，因此为了建立 Euler-Lagrange 方程，只需证明下面一

点 

 ( ) ( )Ker KerdP u dE u ⊂   (3.4) 

事实上，根据([13]，引理 3.2)，我们推导出存在一些 qc ∈使得 

 ( ) ( )qdE u c dP u=  (3.5) 

进一步地，由引理 2.1，我们得到 u 是(1.1)的解且 qc c= 。 
最后我们证明(3.4)，令 ( )Ker dP uφ ∈  ，由于 u 不是常数函数，则存在泛函 ( )cCψ ∞∈  使得 ( )[ ] 0dP u ψ ≠ 。

因此对于所有 n∈，我们有 

( )[ ] ( )[ ] 0dP u n dP uψ φ ψ+ = ≠ . 

由(3.2)和(3.3)，我们推导出 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]dE u n dE u ndE uψ φ ψ φ+ = + 是有界的。所以 ( )[ ] 0dE u φ = 即

( )Ker dE uφ ∈  ，这样我们得到了(3.4)。 
现在还需证明(3.1)。令 ( )0 ch C∞∈  使得 ( )[ ]0 1dP u h = 。根据(3.5)，我们得到 ( )[ ]0 qdE u h c= ，再结合

(3.2)，我们得到 

( ) ( )min minqE q c E q+ −≤ ≤  

证毕。 
引理 3.2：([7])假设 minE 在 +

 上是凹的，则 ( )min 2E q q< ， 0q > 。 minE 在 +
 上是严格次可加，且 minE

的左导 minE− 和右导 minE+ 满足 

( ) ( )min min0 2E q E q+ −≤ ≤ <  

此外， ( ) ( )min min 0 2E q E+ +→ = ，当 0q +→ 。 
定理 3.3：假设W满足H1)和H2)且 minE 在 +

 上是凹的，则存在(1.1)的解 ( )u nε∈  满足 ( ) ( )minE u E q= ，

( )P u q= 且 ( )0,q q∗∈ 。 
另外对于解 u，有 ( )0, 2qc ∈ 满足 

( ) ( )min minqE q c E q+ −≤ ≤ ， 
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除此以外，当 0q +→ 时有 2qc → 。 
证明：根据(3.1)和引理 3.2 我们能够证明解的存在性且 )0, 2qc ∈  。下面我们说明 0qc > 。我们通过

反证法，假设存在 ( )0,p q∗∈ 使得 0pc = 。因此根据(3.1)，我们得到 ( )min 0E p+ = 。因为 minE 是凹的，我们

有对于所有的 r s< ， 

( ) ( ) ( ) ( )min min min min 0E r E r E s E s− + − +≥ ≥ ≥ ≥  

这说明在 [ ),p ∞ 上 min min 0E E− += = ，所以 minE 在 [ ),p ∞ 上是常数，这与 minE 在 ),p q∗   上严格次可加。

这样我们就完成了定理 3.3 的证明。证毕。 

4. 总结与展望 

在与 Schrödinger 方程相关的经典极小化问题中，在无穷远处消失的条件下，质量给出了约束，而在

我们的讨论中，动量是我们需要作为约束条件证明暗孤子存在的一个关键。我们由定理 3.1，得到当

( )0,q q∗∈ 时， minE 的极小值可以达到，换句话说，存在 ( )u nε∈  满足 ( ) ( )minE u E q= ， ( )P u q= 。再通

过定理 3.3 证明得到(1.1)存在非平凡解。此外，还得到其行波解的速度范围。 
与[7]相比，我们的研究对象发生了改变，针对不同的非线性项，本文中提出了相应的解决方法。 
本文的另一个关键在于利用 minE 泛函的凹性，若用隐函数定理来建立欧拉–拉格朗日方程也是可行

的，且此方法不需要讨论 minE 泛函的凹凸性，尽管后一种的论证更具有一般性，但我们用凹性来证明，

更简单。 
还有一个有趣的问题是此时(1.1)的解是否具有稳定性和整体唯一性，我们认为该问题的行波解可以

通过改进本文中对 W 作出的条件以及引入流的平移等相关概念来证明解的分支是轨道稳定的。后续我们

将研究这一模型行波解的存在性及其性质。 
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