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摘  要 

本文考虑图距离矩阵的分解问题。给定一个图，根据其顶点集的划分，我们定义了图距离矩阵的傅里叶

相似变换。该变换由用于执行离散傅里叶变换的矩阵乘以图距离矩阵实现。我们证明了图距离矩阵在傅

里叶相似变换下能够分解成多个较小矩阵的直和，当且仅当该图的顶点划分是距离公平划分。 
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Abstract 
This paper considers the problem of decomposition of graph distance matrix. Given a graph, we 
define a Fourier similarity transform of its graph distance matrix based on the vertex partition, 
which is implemented by multiplying the matrices used to perform the Discrete Fourier transfor-
mation. We show that graph distance matrices can be decomposed into many smaller matrices un-
der Fourier similarity transformation, if and only if the vertex partition of the graph is a distance 
equitable partition. 
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1. 引言 

本文考虑 简单无 向图 。设图 ( ) ( )( ),G V G E G= ，其中， 顶点 集 ( ) { }1, 2, ,V G n= ⋅⋅⋅ ，边集

( ) { }1 2, , , mE G e e e= ⋅⋅⋅ ；对 ( )V G 中的任意两个顶点 ,i j ，将顶点相邻记为 ~i j 。图G 的邻接矩阵 ( )A A G=

是一个对称的 ( )0,1 矩阵，当顶点 ~i j 时，其元素为 1，否则为 0；邻接矩阵的特征值和特征向量定义为

图的特征值与特征向量。对任意的 ( ),i j V G∈ ，从 i 到 j 的具有最小长度的路称为 i 到 j 的最短路，其长 
度称为 i 到 j 的距离，记为 ijd ，以 ijd 为元素的矩阵定义为任意图G 的距离矩阵，记为 ( )D ij n n

d
×

= 。 

傅里叶变换在多个领域中具有广泛的应用。在数字信号处理中，它用于频域分析和信号滤波，帮助

提取信号的频率特征，从而实现信号的压缩和增强。在图像处理领域，该变换可被用于图像去噪以及边

缘检测，能够有效去除噪声并增强图像细节。在物理学中，矩阵傅里叶变换用于解决波动方程和热传导

问题，提供频域分析工具来研究物理场的传播特性。在工程学中，该方法被应用于系统频域分析和信号

处理，简化了复杂系统的响应分析[1] [2]。此外，在代数图论中，矩阵傅里叶变换被用于图谱分析，帮助

揭示图的结构特性，如节点分布和网络流。这些应用展示了该变换在跨学科研究中的重要性。1965 年，

Cooley 和 Tukey [3]首次提出离散傅里叶变换用于分析和减少电话信号中的噪音干扰。它主要用来将信号

从时域转换为频域，便于分析和处理频率成分，从而在通信系统中有效地去除噪声和干扰。这一工具的

开发为现代信号处理奠定了基础，推动了多个领域的技术发展。S Winograd 在[4]中探讨了离散傅里叶变

换的新算法，该算法基于复杂度理论中的最新结果，能够推导出高效的卷积算法，进而用于获得新的离

散傅里叶变换算法。Ivan Selesnick 等人在[5]中讨论了图信号处理中的离散傅里叶变换及其在谱分解中的

应用。Haemers 等人在[6]中介绍了特征值的交错性质及其在图谱分解中的应用，为理解和优化复杂网络

提供了理论依据。然而由于图和矩阵都是静态的对象，离散傅里叶变换尚未用于分解图形或矩阵，直到

2021 年，D. Lund、J. Drapeau 和 B. Webb 在文献[7]中给出傅里叶相似变换的概念，建立起图的公平划分

与傅里叶相似变换之间的关系，这一研究结果实现了图和其邻接矩阵的分解，即将一个图分解成较小图

的集合，对应在图的邻接矩阵上得到了两个较小矩阵的直和。 
考虑到关于图距离矩阵分解的研究内容较少，受 D. Lund、J. Drapeau 和 B. Webb 的启发，本文考虑

图距离矩阵在傅里叶相似变换下分解的情况。首先给出距离公平划分和距离傅里叶相似变换矩阵的定义，

接着进一步证明了距离矩阵在傅里叶相似变换下分解成两个矩阵的直和，这对于研究图距离矩阵的代数

性质有着极大的帮助，从分解的矩阵直和中能够更容易计算矩阵的特征值、特征向量、零度以及矩阵的

秩等数值，同时，将矩阵分解与傅里叶变换联系起来，给许多领域的实际应用提供了理论参考。 

2. 预备知识 

公平划分是图谱理论中一个非常有用的工具，它的商图展示了图的特征值与特征向量。首先给出距

离公平划分的定义。 
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定义 2.1 (距离公平划分)设图G ，顶点集为 ( ) { }1,2, ,V G n= ⋅⋅⋅ ，顶点划分设为 { }1 2, , , kV V Vπ = ⋅⋅⋅ ，其

中，对任意的 { }, 1, 2, ,i j k∈ ⋅⋅⋅ ，顶点集 iV 与 jV 不相交。设 D 是图G 的距离矩阵，根据顶点划分π ，将 D
写作 

D[1,1] D[1,2] D[1, ]
D[2,1] D[2,2] D[2, ]

D

D[ ,1] D[ ,2] D[ , ]

k
k

k k k k

 
 
 =
 
 
 





  



， 

对应的特征矩阵 ( )ij n k
C c

×
= 可表示为

1,  

0,  
j

ij

i V
c

∈= 
 其他

。那么距离商矩阵 Dπ 的元素就是矩阵 D 对应块矩阵的

平均行和，即有 [ ]1 1(D ) = D , ( D )
| | | |

T T
ij ij

i i

j i j j C C
V Vπ = ，其中， j 是元素全为 1 的列向量，这就是说，如

果矩阵 D 的每个块矩阵 [ ]D ,i j 的行和是 ( )D
ijπ ，或者有 D DC C π= ，那么就称π 是一个距离公平划分。 

下面给出图距离矩阵的傅里叶相似变换矩阵，它的定义如下。 

定义 2.2 设图G ，顶点划分设为 { }1 2, , , kV V Vπ =  ， i iV n= ， 1,2, ,i k=  ，
2

e
i

n
n

π

ω = 是 n 次单位根，

对于图距离矩阵 D ，它的傅里叶相似变换矩阵为 ( ) 1D DFST W Wπ π π
−= ，其中， nW 是如下块对角矩阵 

1

2

1 2 k

k

n

n
n n n

n

W

W
W W W W

W

π

 
 
 = ⊕ ⊕ ⊕ =  
 
  





， 

这里 n ij n n
W w

×
 =   ， ( )( )1 1i j

ij nw ω − −= 。容易验证 1 *1
n nW W

n
− = ，其中 *

nW 是W 的共轭转置矩阵。 

在文献[7]中，D. Lund, J. Drapeau 和 B. Webb 得到了无向图的邻接矩阵在傅里叶相似变换下的分解

条件，具体如下。 

定理 2.1 对于一个图 ( ),G G V E= ，它的一个顶点划分为 { }1 2, , , kV V Vπ =  。根据此划分构造一个置

换矩阵 P 定义如下 

11 1 2 1 1

1

1 1 1 2 3 2
1

, , , , , , , , , , ,k
i

i

n n n n n n
n

P e e e e e e e e e−

=

+ + + +
+ ∑

 
 =
  

   ， 

这里 ie 表示单位矩阵 nI 的第 i 列。那么邻接矩阵 A 在置换的傅里叶相似变换下分解为矩阵的直和，即 

( )1 n nP FST A P A Bπ π
− ×= ⊕ ∈ ，当且仅当π 是图G 的一个公平划分。 

3. 图距离矩阵的傅里叶相似变换分解 

多年来，矩阵分解是图谱理论中的一个热点研究问题，将矩阵分解为形式比较简单或具有某种特

性的一些矩阵不仅能够明显反映出原矩阵的某些数值特征，这些分解的方法与过程也提供了某些有效

的数值计算方法和理论分析根据。D. Lund, J. Drapeau 和 B. Webb 在[7]中将图的公平划分与傅里叶相

似变换结合起来，得到了图的邻接矩阵经过傅里叶相似变换分解为较小矩阵的直和，相当于图分解为

较小的图的集合，且保留了图的谱。在这一节中，我们将此方法推广到图的距离矩阵，得到它们的分

解矩阵。 
定理 3.1 设图G ，顶点划分设为 { }1 2, , , kV V Vπ = ⋅⋅⋅ ， i iV n= ， 1,2, ,i k= ⋅⋅⋅ 。设 D 是图G 的距离矩阵， 
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根据给定的顶点划分构造一个置换矩阵 11 1 2 1 1

1

1 1 1 2 3 2
1

, , , , , , , , , , ,k
i

i

n n n n n n
n

P e e e e e e e e e−

=

+ + + +
+ ∑

 
 = ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  

，其中， ie 表 

示单位矩阵 nI 的第 i 列，那么矩阵 D 经过置换的傅里叶相似变换能够分解成两个矩阵的直和，即

( )1 D D n nP FST P Bπ π
− ×= ⊕ ∈ ，当且仅当π 是图G 的一个距离公平划分。 

证明 :一般地，对于图 G 的顶点划分 { }1 2, , , kV V Vπ =  ，假设顶点标号满足对 1 i j k≤ < ≤ ，

,x i y jv V v V∈ ∈ 有1 x y n≤ < ≤ 。根据顶点划分π 将矩阵 D 记作 

D[1,1] D[1,2] D[1, ]
D[2,1] D[2,2] D[2, ]

D

D[ ,1] D[ ,2] D[ , ]

k
k

k k k k

 
 
 =
 
 
 





  



， 

则有 

( )

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

* * *

1 1 1

* * *
1

2 2 2

* * *

1 1 1D 1,1 D 1,2 D 1,

1 1 1D 2,1 D 2,2 D 2,
D D

1 1 1D ,1 D ,2 D ,

k

k

k k k k

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n
k k k

W W W W W k W
n n n

W W W W W k W
n n nFST W W

W k W W k W W k k W
n n n

π π π
−

 
 
 
 
 = =  
 
 
 
  





  



。 

由于置换矩阵将每个块矩阵 [ ]*1 D ,
i jn n

i

W i j W
n

的一行一列元素移到第 i 行 j 列位置，因此， 

( )1 D D n nP FST P Bπ π
− ×= ⊕ ∈ 相当于是说，对于每个块矩阵 [ ]*1 D ,

i jn n
i

W i j W
n

，它的左上角元素是某个常数，

而其余一行一列元素均为 0，也就是 [ ]* ,  11 D ,
0,    i j

ij
n n

i xy

d x y
W i j W

n
 = =  =  

  



其他
， ijd 是依赖于 i ， j 取值的占位符

值。我们的目标是证明 [ ]* ,  11 D ,
0,    i j

ij
n n

i xy

d x y
W i j W

n
 = =  =  

  



其他
成立当且仅当π 是一个距离公平划分。 

首先假设π 是一个距离公平划分，记 [ ]( )D , abab
i j d= ，那么对 1 ia n∀ ≤ ≤ ，有矩阵的行和

1

jn

ab ij
b

d T
=

=∑ 是

一个常数，因此有 [ ] ( )( ) ( )( )1 1 1 1*

1 1

1 1D ,
ji

i j i j

nn
x a y b

n n ab n n
a bi ixy

W i j W d
n n

ω ω− − − −

= =

 
= 

 
∑∑ 。 

如果 1x y= = ， 

[ ]* 0 0

1 111

1 1D ,
ji

i j i j

nn

n n ab n n ij
a bi i

W i j W d T
n n

ω ω
= =

 
= = 

 
∑∑ ， 

由此可见， 1x y= = 时，式子成立。 

当 1, 1x y≠ = 时有 

[ ] ( )( ) ( )( )1 1 1 1* 0

1 1 1 11

1 1 1D , 0
j ji i

i j i j i

n nn n
x a x a

n n ab n n ab n
a b b ai i ix

W i j W d d
n n n

ω ω ω− − − −

= = = =

   
= = =  

  
∑∑ ∑ ∑ ， 

同样地， 1, 1x y= ≠ 时有 
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[ ] ( )( ) ( )( )1 1 1 1* 0

1 1 1 11

1 1 1D , 0
j ji i

i j i j j

n nn n
y b y b

n n ab n n ab n
a b a bi i iy

W i j W d d
n n n

ω ω ω− − − −

= = = =

  
= = =       

∑∑ ∑ ∑ ， 

因此可证得式子 [ ]* ,  11 D ,
0,    i j

ij
n n

i xy

d x y
W i j W

n
 = =  =  

  



其他
成立。 

反过来，对图G 的顶点划分π ，若有 ( )1 D DP FST P Bπ π
− = ⊕ ，即相当于式子 

[ ]* ,  11 D ,
0,   i j

ij
n n

i xy

d x y
W i j W

n
 = =  =  

  



其他
成立，由此证明π 是一个距离公平划分，即想要证得按照顶点划分π 得

到的 D 的分块矩阵的平均行和
1

jn

ab
b

d
=
∑ 是常数。由于 

( )

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

* * *

1 1 1

* * *

2 2 2

* * *

1 1 11,1 1,2 1,

1 1 12,1 2,2 2,

1 1 1,1 ,2 ,

k

k

k k k k

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n
k k k

W D W W D W W D k W
n n n

W D W W D W W D k W
n n nFST D

W D k W W D k W W D k k W
n n n

π

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  





  



， 

且
jnW 的第一列元素全是1，考虑块矩阵 [ ]*1 D ,

i jn n
i

W i j W
n

的第一列，即 [ ]*1 D ,
i jn n

i

W i j
n

Ι ，其中
jnΙ 是长度为

jn 的全1列向量。记矩阵 [ ]*D ,
inW i j K= ，那么矩阵 [ ]*1 D ,

i jn n
i

W i j
n

Ι 相当于是标量
1

in
乘上矩阵 K 的行和。

将矩阵 K 的元素表示成 ( )( )1 1

1

in
x a

xy ay
a

K d ω− − −

=

= ∑ ，那么矩阵 K 的第 x 行行和可以表示成 

( )( ) ( )( )1 1 1 1

1 1 1 1

j ji i

i i

n nn n
x a x a

ab n n ab
b a a b

d dω ω− − − − − −

= = = =

 
=   

 
∑∑ ∑ ∑ 。 

由式子 [ ]* ,  11 D ,
0,    i j

ij
n n

i xy

d x y
W i j W

n
 = =  =  

  



其他
可以知道，当 2x ≥ 时，有 [ ]*

1

1 D , 0
i jn n

i x

W i j
n
 

Ι = 
 

成立，则

[ ] ( )( )1 1*

1 11

1 1D , 0
ji

i j i

nn
x a

n n n ab
a bi ix

W i j d
n n

ω− − −

= =

  
Ι = =       

∑ ∑ ，记
1

jn

a ab
b

R d
=

= ∑ ，这相当于 ( )( )1 1

1
0

i

i

n
x a

n a
a

Rω− − −

=

=∑ ，用矩阵表示

出来有 

( )

( )

( ) ( )2

11

1
2 12

2

1 1

1 0
1 0

01

i
i i

i
i i

i i i
i i

n
n n

n
n n

n n n
n n

R
R

R

ω ω

ω ω

ω ω

− −−

− −−

− − − −

 
    
    
     =    
           









  



， 

由于矩阵

( )

( )

( ) ( )2

11

2 12

1 1

1

1

1

i
i i

i
i i

i i
i i

n
n n

n
n n

n n
n n

ω ω

ω ω

ω ω

− −−

− −−

− − − −

 
 
 
 
 
 
  





  



是离散傅里叶变换矩阵
inW 的逆矩阵去掉了第一行元素，所以维数是
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1in − ，由此可知其零空间的维数是 1，由于对任意的 1,2, , 1ik n= − ，有
1

0
0

i

i

n
ks

n
s
ω

−
±

=

=∑ ，所以
inΙ 在零空间

中，则有 ,1 ,a b iR R a b n= ≤ ≤ ，那么可以知道
1

jn

a ab
b

R d
=

= ∑ 是一个常数，因此证得π 是一个距离公平划分。 

考虑特殊图类星图，具有 n 个顶点的星图记为 nS ，其距离矩阵经过傅里叶相似变换能够分解成距离

商矩阵和一个对角矩阵的直和，且对角矩阵的元素能够清晰地刻画出来，我们用以下定理说明。 

定理 3.2 设星图 nS ，距离矩阵为 D ，假设顶点划分 { }1 2: ,V V Vπ = ，其中， 1 1V = ， 2 1V n= − ，则可

以得到， ( )1 D DP FST Pπ π
− = ⊕Λ ，其中 Dπ 是 2 阶距离商矩阵，Λ是 2n − 阶对角矩阵。 

证明:由 { }1 2: ,V V Vπ = 可知，它也是一个距离公平划分，将距离矩阵分块表示为形式 
T0D

D
j

j
 

=  
 

 ， 

其中， j 是 1n − 维全 1 列向量， D


是 1n − 阶循环矩阵，且 

( )
1 T

1 1
1 1
1 1 1 1

0
FST D

D
n

n n n

W j W
W jW W Wπ

−
−

− −
− − −

 
=  
 

 ， 

记 1 2 1, , , nd d d −

  

 为 D


的 第 一 行 元 素 ，将 1nW − 按 列 向 量 分 块 写 成 ( )1 1 2 1, , ,n nW w w w− −=  ， 定义

( )1 1 2 2, , , ,n nE e e e e− −=  为循环置换矩阵， ie 表示第 i 个元素为1，其余元素为 0 的单位向量，由于 D


可以

由矩阵 0 2, , , nE I E E −=  的线性组合表出，即
1

1

1
D

n
i

i
i

d E
−

−

=

= ∑




，我们可以看到
1

1
1

1
D

n
i

i i n i
i

w d wω
−

−
−

=

= ∑




，因此对任意

的 1,2, , 1i n= − ， iw 是矩阵 D


对应于特征值
1

1
1

1

n
i

i i n
i

dλ ω
−

−
−

=

= ∑


的特征向量，所以有 1 1D n nW W− −= Λ


，这相当于

1
1 1Dn nW W−
− − = Λ


，即 1
1 1Dn nW W−
− −



是一个对角矩阵，对角元为
1

1
1

1

n
i

i i n
i

dλ ω
−

−
−

=

= ∑


，那么 ( )
1

1 1
1 1

1
2 2

n

i n
i

d nλ ω
−

−
−

=

= = −∑


，

因此可以得到 

( )
( )

2

1

0 1 0 0
1 2 2 0 0

D 0
FST D 0 0 0

0

0 0 0 n

n
n

π
π λ

λ −

− 
 −    = =  Λ   
 
 
 









   





， 

其中 ( )
0 1

D
1 2 2

n
nπ

− 
=  − 

， ( )2 3 2diag , , , nλ λ λ −Λ =
  

 ，即 ( )1 D DP FST Pπ π
− = ⊕Λ ，定理得证。 

下面举一个一般图类的例子说明以上定理。 
 

 
Figure 1. Equitable partition graph of the distances of the 8 vertices 
图 1. 8 个顶点的距离公平划分图 

 
例 3.1 在图 1 中，顶点划分 { }1 2 3, ,V V Vπ = ， { } { } { }1 2 31,2 , 3,4 , 5,6,7,8V V V= = = ，根据定义可知它是一
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个距离公平划分，可以得到它经过傅里叶相似变换后的分解结果。 

0 4 1 5 1 2 3 2
4 0 5 1 3 2 1 2
1 5 0 6 2 3 4 3
5 1 6 0 4 3 2 3

D
1 3 2 4 0 1 2 1
2 2 3 3 1 0 1 2
3 1 4 2 2 1 0 1
2 2 3 3 1 2 1 0

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

， ( )1

4 6 8 0 0 0 0 0
6 6 12 0 0 0 0 0
4 6 4 0 0 0 0 0
0 0 0 4 4 2 0 2

D
0 0 0 4 6 2 0 2
0 0 0 1 1 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 2

P FST Pπ
−

 
 
 
 
 

− − − − =  − − − −
 

− − − 
 
 

− − −  

。 

从分解结果看，相比于距离矩阵 D ， ( )1 DP FST Pπ
−

能够更清晰地看出矩阵的秩、零度等代数性质，

这极大地简化了计算矩阵的特征值、特征向量等的运算过程，能够帮助我们更好地研究图的距离矩阵，

在实际应用中也能提高运算效率。并且经过 Mathematica 软件编程搜索验证，我们找到一类图，将它的顶

点划分为 3 个部分，当顶点集 3V 中的顶点数为 2n ( )n为正整数 个，且上下顶点数和边数都对应相等时，

其距离矩阵都能通过傅里叶相似变换分解成两个矩阵的直和。 

4. 结语 

矩阵分解在矩阵理论的研究与应用中有着十分重要的作用，与常用的一些矩阵分解如矩阵的三角分

解、QR 分解、满秩分解以及奇异值分解等分解形式相比，本文引入傅里叶相似变换矩阵，通过它的特殊

结构与性质，建立起图的距离矩阵在傅里叶相似变换下分解成两个较小矩阵的直和的条件，在代数方面，

它能更直观地反映出原矩阵的秩、行列式、特征值、零度等数值特征，简化了运算过程；同时，在实际应

用中，结合傅里叶变换也为图像压缩处理、信号分解等许多领域提供了新的数值计算方法以及理论依据。

鉴于图的距离矩阵的相关研究较少，后续将深入研究推广此方法，找到能够通过此方法进行距离矩阵分

解的更多图类。 
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