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摘  要 

本文研究一类带指示变量的凸二次优化问题。该问题在多个领域具有广泛应用，如投资组合选择、信号

处理和资源分配等。作为混合整数二次优化问题，其NP-hard特性使得大规模实例求解面临较大挑战。

本文分别提出了三种求解方法：启发式搜索下降法、精确分支定界法以及两者结合的混合方法。首先，

启发式搜索下降法通过局部优化获得近似解，显著提高求解速度；其次，精确分支定界法通过逐步分解

问题空间，保证了全局最优解的精确性。最后，结合启发式搜索下降法和分支定界法的优点，提出了一

种新的混合方法，利用启发式方法提供的初始解加速分支定界法的收敛过程，减少计算资源消耗，同时

确保解的精确性。实验表明，启发式搜索下降法在低维和高维问题上均具有显著的计算效率优势。与SCIP
和Gurobi求解器相比，混合方法展现出了更优的求解效率。 
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Abstract 
This paper studies a class of convex quadratic optimization problems with indicator variables, 
which have broad applications in various fields such as portfolio selection, signal processing, and 
resource allocation. As a mixed-integer quadratic optimization problem, its NP-hard nature makes 
solving large-scale instances challenging. This paper proposes three solution methods: a heuristic 
search descent method, an exact branch-and-bound method, and a hybrid method combining the 
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two. First, the heuristic search descent method provides approximate solutions through local opti-
mization, significantly improving solving speed. Second, the exact branch-and-bound method en-
sures global optimality by gradually decomposing the problem space. Finally, a new hybrid method 
is introduced, combining the advantages of both approaches by using the initial solution provided 
by the heuristic method to accelerate the convergence of the branch-and-bound method, reducing 
computational resource consumption while ensuring solution accuracy. Experimental results show 
that the heuristic search descent method exhibits significant computational efficiency advantages 
in both low-dimensional and high-dimensional problems. Compared with the Gurobi and SCIP solv-
ers, the hybrid method demonstrates superior solving efficiency. 
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1. 引言 

带指示变量的凸二次优化问题广泛应用于运筹学、工程、金融等多个领域，如投资组合选择、信号与

图像处理、最佳子集选择、资源分配以及电力系统等[1]。由于其 NP-hard 特性，在计算资源有限的情况下，

求解问题通常面临较大的挑战。常见的求解策略包括分支定界法和外逼近法。分支定界法作为一种传统方

法，其基本思路是将原问题拆解为若干个子问题，通过构建分支树逐步逼近最优解。外逼近法通过逐步逼

近目标函数的凸包完成求解，其关键在于如何选择和使用切割平面。外逼近法通过逐步添加切割平面，逼

近目标函数的凸包，从而将目标问题转化为凸问题，并有效求解大规模问题。近年来，开发了新的外逼近

算法，通过从不同的凸松弛中导出切割平面，进一步提升了大规模问题的求解效率。目前市面上有多种求

解运筹学和优化问题的求解器，在解决混合整数二次规划问题时，常用的求解器包括 CPLEX、Gurobi 和

SCIP。CPLEX 因其高效的求解算法和强大的大规模问题处理能力，广泛应用于混合整数优化领域，但其高

昂的许可证费用以及在处理非凸问题时的局限性仍然是其主要缺点。Gurobi 与 CPLEX 类似，具有卓越的

性能和强大的并行计算能力，特别适用于复杂的 MIQP 问题。它同样支持多种编程语言，然而，Gurobi 的
许可证费用较高，且在处理某些非凸问题时效果有限。SCIP 作为一款开源求解器，适用于预算有限的学术

研究。然而，SCIP 在求解速度上较慢，尤其是在处理大规模问题时，无法与商业求解器相媲美。 
本文提出了三种求解方法：启发式搜索下降法、精确分支定界法和两者结合的混合方法。首先，启

发式搜索下降法通过局部优化策略，能够快速找到局部最优解，显著提高求解速度。其次，精确分支定

界法通过逐步分解问题空间，能够保证全局最优解的精确性，特别适用于精度要求较高的场合。然而，

单独使用分支定界法时，计算成本较高，求解时间较长。为了克服这些问题，本文还提出了启发式搜索

下降法与分支定界法结合的混合方法。该混合方法利用启发式方法提供的初始解，能够有效加速分支定

界法的收敛过程，减少计算资源的消耗，同时确保解的精确性。 

2. 背景 
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考虑一类带指示变量 { }0,1 nz∈ 的凸二次优化问题。其目标函数和约束条件如下：其中 n nQ R ×∈ 是对称

正定矩阵， , na c R∈ 是给定向量。当 0iz = 时，则 0ix = 。当 1iz = 时，则 ix 取值不受限制。这类问题常出

现在信号重建问题，其中 { }0,1 nz∈ 用于保证信号的稀疏性，目标函数则通过最小化重建信号与接收信号

之间的误差来优化信号重建的精度。该问题在投资组合优化中也有广泛应用，旨在从多个投资选项(如股

票、债券、房地产等)中进行选择，以实现收益最大化与风险最小化的目标。二次目标函数通常用来建模

投资组合收益的风险(如方差或协方差)，而二元变量 1iz = 则表示将资产 i 包括在投资组合[2]中。 
针对问题(1)，一些学者根据问题二次型中矩阵的结构提出了特定的求解方法。一个典型的特殊情况

是问题规模为 1 或者矩阵Q 为对角矩阵，即问题变为完全可分离形式。在这种情况下，问题(1)可以通过

透视重构方法转化为凸优化问题。通过选择适当的对角矩阵 D 并结合透视重构[3]与分支定界法，可以有

效简化优化问题并提高求解效率。当稀疏矩阵Q 是三对角矩阵时，可以通过构造与Q 相关的辅助图[4]，
将原问题的求解转化为辅助图中的最短路径问题[5]。在这种情况下，可以获得问题的精确解。对于一般

的稀疏矩阵 Q，可以基于图方法求解目标问题的松弛问题，进而获得问题的近似解。 

符号说明 

{ }0 0,1 nz ∈ 表示初始给定的向量。对于任意向量 { }0,1 nz∈ ， 1z 表示向量 z 的第一个分量， kz 表示向量

z 的第 k 个分量。 
0 nx R∈ 表示初始给定的向量。对于任意向量 nx R∈ ， 1x 表示向量 x 的第一个分量， kx 表示向量 x 的

第 k 个分量。 
( 1) ( 1)

: , :
j i j i

i j i jQ R − + × − +∈ 表示矩阵 Q 的行标从第 i 行到第 j 行，列标从第 i 列到第 j 列组成的子矩阵。

{ } 1
: 0,1 j i

i jz − +∈ 表示向量 z 的第 i 维到第 j 维组成的子向量。
1

:
j i

i jx R − +∈ 表示向量 x 的第 i 维到第 j 维组成的

子向量。 
在二维子问题中， [ ]

2 2
i jQ R ×∈ 表示二次型中与 ix 、 jx 有关的系数矩阵， [ ]

2
i jc R∈ 表示线性项中与 ix 、

jx 有关的系数向量， [ ]
2

i ja R∈ 表示线性项中与 iz 、 jz 有关的系数向量。 

3. 基于启发式搜索下降法和分支定界法的优化求解框架 

随着问题规模的不断扩大，优化问题的解空间呈指数级增长，传统的优化方法在求解这些大规模问

题时往往需要消耗大量的计算时间和资源。针对这一挑战，本章提出启发式搜索下降法，通过灵活的搜

索策略能够在较短的时间内找到局部最优解。而分支定界法则通过系统地划分解空间并对解进行约束，

有效地验证启发式方法得到的解是否为全局最优解。最后提出两者结合的混合方法。本章首先介绍了启

发式搜索下降法的基本原理与算法设计，重点说明了该方法如何在每一轮迭代中通过选择不同维度进行

优化，逐步趋近全局最优解。接着，详细阐述了分支定界法在优化求解中的应用，探讨了如何通过分支、

剪枝和定界规则有效缩小搜索空间，提高计算效率，并确保全局最优解的准确性。通过这种结合，能够

在保证全局最优解的同时，大幅降低计算开销，加速收敛过程。 

3.1. 启发式搜索下降法 

搜索方向法是一类重要的启发式优化算法，其核心思想是通过合理选择搜索方向，引导算法逐步逼

近全局最优解。常用的搜索方向包括梯度方向、牛顿方向以及基于启发式策略确定的其他方向。与基于

导数信息的优化方法不同，直接搜索方法不依赖于目标函数的导数信息，而是通过搜索方向逐步逼近最

优解。典型的直接搜索方法包括随机搜索法、网格搜索法和模式搜索法等[6]。近年来，搜索方向校正

(Search Direction Correction, SDC)作为一种改进的一阶优化方法受到广泛关注。SDC 通过线性组合历史搜
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索方向、当前梯度以及归一化梯度方向来更新搜索方向[7]。例如，快速惯性搜索方向校正(Fast Inertial 
Search Direction Correction, FISC)算法在稀疏优化、逻辑回归和深度学习等领域展现了优异的性能。此外，

内点算法通过定义新的搜索方向，在线性优化和半定优化问题中取得了显著成果[8]。在多目标优化领域，

搜索方向法通过改进搜索方向的计算方法，进一步提升了算法性能，使得每一步迭代都能有效改善解的

质量[9]。混合整数规划问题的解空间通常是离散的，这使得搜索方向法能够选择适当的维度或变量进行

局部优化，逐步解决各个子问题。在每一轮迭代中，算法通过降维策略将原问题转化为较小的子问题，

并基于子问题的解更新原问题的解。这种降维与局部优化相结合的策略不仅能够加速搜索过程，还能显

著提高算法的收敛性，最终趋近于全局最优解。 
基于搜索方向法的核心思想，本文提出了一种新的启发式搜索下降法。每次迭代时，首先给定初始

点，并计算初始的最优解及其对应的函数值。然后，算法通过将与固定维度无关的维度代入问题(1)，将

原问题转化为一个二维子问题并求解，得到新的解，将其扩展回原问题中。在每次迭代后，算法会检查

当前解是否满足收敛条件。如果当前解不发生变化，即目标函数值不发生下降，算法记录下连续不变化

的次数，并跳转到下一步；如果未满足收敛条件，则在固定某些维度的前提下，重新求解问题(1)，得到

新的最优解并更新相应的函数值，继续进行优化。每完成一次迭代，算法会更新最优解的不变化次数， 

并检查是否超过
( )1

2
n n −

次。如果超过该次数，算法将终止并返回当前的最优解；否则，算法将继续进行

下一轮迭代。 

3.1.1. 构建二维子问题 
给定初始点 0z ，求解问题(1)得到当前最优解 0x 。每一轮迭代中，选择 0z 第 i 维和第 j 维，作为自由

变量，其余维度不变，将问题(1)降维为一个关于连续变量 ix 、 jx 和二元变量 iz 、 jz 的问题(2)。 

[ ] [ ] [ ]

( ) ( )

T T T

, , , {0,1}

1min
2

. . 1 0, 1 0.
i j i j

i j i j i j i ji j i j i jx x R z z

i ji j

x x Q x x c x x a z z

s t x z x z

∈ ∈
       + +       

− = − =

 

               (2) 

3.1.2. 求解二维子问题 
求解问题(2)，并将其最优解扩展为原问题的解。对于 iz 、 jz 的四种可能组合 ( )0,0 、 ( )0,1 、 ( )1,0 、

( )1,1 ，分别求解对应的问题(2)。通过求解目标函数的一阶导数，可得显式解： 
当 0iz = ， 0jz = 时， 0ix = ， 0jx = 。 

当 0iz = ， 1jz = 时， 0ix = ，
j

j
jj

c
x

Q
= −



。 

当 1iz = ， 0jz = 时， i
i

ii

cx
Q

= −


， 0jx = 。 

当 0iz = ， 0jz = 时， [ ] [ ]
T 1 T

i j i j i jx x Q c−= −    。 

3.1.3. 新解的扩展方式 
通过计算四种组合对应的目标函数值，选择最优解 ( )* * * *, , ,i j i jx x z z 。若存在多个最优解，且最优解包括

( )0 0 0 0, , ,i j i jx x z z ，优先选择 ( ) ( )* * * * 0 0 0 0, , , , , ,i j i j i j i jx x z z x x z z= 。可得如下解： 

0 0 * 0 0 * 0 0
1 1 1 1 1, , , , , , , , , ,new i i i j j j nx x x x x x x x x− + − + =      

0 0 * 0 0 * 0 0
1 1 1 1 1, , , , , , , , , ,new i i i j j j nz z z z z z z z z− + − + =      
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记录新解未发生变化的次数 k ： 
如果 0

newz z= ，则解未发生改变，令 1k k= + 。 
如果 0

newz z≠ ，说明解发生改变：令 0k = ，令 newz z= 。重新求解问题(1)，得到新的最优解 x 和对应

的函数值 f ，并令 0
newz z= ， 0x x= 。 

3.1.4. 维度索引更新原则 
第一轮迭代开始时：初始化 1i = ， 2j = 。选择第一维变量 0

1z 和第二维变量 0
2z 作为自由变量。在每一轮迭

代中，算法根据以下规则更新维度索引 i ， j ： 
1. 如果 j n< ，则 1j j= + ，计算新的二维子问题。 
2. 如果 j n≥ 且 1i n< − ，则令 1i i= + ， 1j i= + ，计算新的二维子问题。 
3. 如果 j n≥ 且 1i n≥ − ，则令 1i = ， 1j i= + ，计算新的二维子问题。 

3.1.5. 算法终止条件 

如果
( )1

2
n n

k
−

≥ ，即新解未发生变化的次数超过所有二维子问题的组合数
( )1

2
n n −

，即目标函数值连

续
( )1

2
n n −

次不发生下降，此时找到最优解，算法终止。 

 

算法 1 启发式搜索下降法 

初始化： 
1. 给定一个初始 0z ，求解问题(1)得到解 0x ，函数值为 0f 。 
2. 参数 0k = ， 1i = ， 2j = 。 

迭代过程： 
1. 固定 iz 、 jz 的四种可能组合 ( )0,0 、 ( )0,1 、 ( )1,0 、 ( )1,1 ，分别求解对应的问题(2)。得到最优解

( )* * * *, , ,i j i jx x z z 。经扩展得到新解 newx 与 newz 。转步 2。 

2. 如果 0
newz z= ，则转步 3；否则，令 0k = ， newz z= ，求解问题(1)，得到新的最优解 x 和对应的函数值

f 。并令 0x x= ， 0
newz z= ， 0f f= ，转步 4。 

3. 更新 1k k= + 。如果
( )1

2
n n

k
−

≥ ，则算法终止，返回 0z 、 0x 和 0f ；否则，转步 4。 

4. 更新 i 和 j 。如果 j n< ，则令 1j j= + ，转步 1；如果 j n≥ 且 1i n< − ，则令 1i i= + ， 1j i= + ，转步

1；否则，令 1i = ， 1j i= + 转步 1。 

 
问题(1)有 n 个约束，这意味着在算法的迭代过程中，算法的搜索空间是有限的，从而保证其收敛性。

每次迭代算法选择两个自由变量 ix 和 jx 并进行局部优化。每次局部优化的目标函数值能够逐步减小(或 

者至少不增加)，则该算法有可能逐步趋近于全局最优解。如果目标函数值在连续
( )1

2
n n −

次迭代中都没 

有下降，表示已经找到局部最优解，并且无法进一步改善目标函数值，则算法终止。 
启发式搜索下降法通过启发式策略逐步接近全局最优解并停在局部最优解，但由于其依赖启发式搜

索，所得到的解通常难以直接验证是否为全局最优解。因此，本文提出分支定界法来对启发式搜索下降

法所得解进行验证。 

3.2. 分支定界法 

分支定界法是一种广泛应用于组合优化问题中的精确算法，尤其适用于整数规划、0~1 背包问题、旅
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行商问题[10]等，其通过系统地划分解空间并进行界限约束，逐步排除不可能的解，从而确保最终找到全

局最优解或证明解的不可改进性。通过合理设计分支策略和定界方法，可以有效减少搜索空间，从而提

高求解效率。例如，在某些凸非线性整数规划问题中[11]，分支定界法能够通过剪枝策略快速排除大量不

可能的解，从而显著减少计算时间。对于混合整数非线性规划问题[12]，分支定界法结合参数化方法可以

有效处理参数在一般位置的优化问题。通过在分支定界树的每个节点进行优化，算法能够逐步趋近全局

最优解。这种方法在处理复杂的混合整数非线性问题时表现出良好的适应性和效率。在使用分支定界法

求解优化问题时，明确分支规则、剪枝规则和定界规则至关重要。这些规则对于有效缩小搜索空间、提

高算法效率以及确保全局最优解的获得发挥关键作用。 

3.2.1. 分支规则 
分支规则的选择直接影响分支定界算法的效率及结果的准确性，我们先不讲解剪枝规则，不进行剪枝，

仅介绍问题(1)的分支架构。将问题(1)的分解过程用一棵二叉树来表示，每个节点对应一个子问题，下面

将逐层对问题进行分解。 
具体的分支策略如下： 
1、第一层求解问题(3)，即在问题(1)的基础上只保留第一个约束。 

( )

( )

T T T

, {0,1}

1min ,
2

. . 1 0, 1.

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

s t x z i
∈ ∈

= + +

− = =                            (3) 

选择第一个分量 { }1 0,1z ∈ ，依次取集合中的值将 1z 固定，得到下列两个子问题： 

( )

( )

T T T

, {0,1}

1

1min ,
2

1 0,
.

0
.

.
1

.

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z

∈ ∈
= +

= =

=

+

−

                           (4) 

( )

( )

T T T

, {0,1}

1

1min ,
2

1 0,
.

1
.

.
1

.

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z

∈ ∈
= +

= =

=

+

−

                           (5) 
当 1 0z = ，此时 1 0x = 。问题降维为 1n − 维无约束优化问题。通过一阶导数条件求得最优解 

2: ,2:

* 1
2: 2:n nn nx Q c−= − 。当 1 1z = ，此时 1x 取值不受限制。问题为 n 维无约束优化问题。通过一阶导数条件求得

最优解 * 1x Q c−= − 。 

2、第二层求解问题(6)，即在问题(1)的基础上只保留前两个约束。 

( )

( )

T T T

, {0,1}

1min ,
2

. . 1 0, 1,2.

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

s t x z i
∈ ∈

= + +

− = =                           (6) 

在第一层的基础上，进一步固定 2z 的值，即 [ ] [ ] [ ] [ ]{ }T
1:2

T T T00 , 01 , 10 , 11z ∈ ，生成四个子问题。 

( )

( )

T T T

, {0,1}

21

1min ,
2

0
1

,
0, 1,2
0.

.
. .

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z z

∈ ∈
= + +

− =

= =

=

                         (7) 
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当 [ ]T1:2 00z = ，此时 [ ]T1:2 00x = 。问题降维为 2n − 维无约束优化问题。通过一阶导数条件求得最优

解
3: ,3:

* 1
3: 3:n nn nx Q c−= − 。 

( )

( )

T T T

,

1 2

{0,1}

1min ,
2

0
1

,
0, 1,2
1.

.
. .

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z z

∈ ∈
= + +

− =

= =

=

                      (8) 

当 [ ]T1:2 01z = ，此时 1 0x = ， 2x 不受限制。问题降维为 1n − 维无约束优化问题。通过一阶导数条件

求得最优解
* 1
2: 2: ,2: 2:n n n nx Q c−= − 。 

( )

( )

T T T

,

1 2

{0,1}

1min ,
2

1
1

,
0, 1,2

0.
.

. .

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z z

∈ ∈
= + +

− =

= =

=
                      (9) 

当 [ ]T1:2 10z = ，此时 1x 不受限制， 2 0x = 。问题降维为 1n − 维无约束优化问题。通过一阶导数条件

求得最优解。

 ( )

( )

T T T

,

1 2

{0,1}

1min ,
2

1
1

,
0, 1,2

1.
.

. .

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

x z i
s t

z z

∈ ∈
= + +

− =

= =

=

                     (10) 

当 [ ]T1:2 11z = ，此时 1x 和 2x 不受限制。问题为 n 维无约束优化问题。通过一阶导数条件求得最优解
* 1
1:nx Q c−= − 。求解问题(7)、(8)、(9)和(10)等价于求解问题(6)。 

3、一般地，第 k 层在问题(1)的基础上只保留前 k 个约束，枚举 1:kz 的所有可能从而生成 2k 个子问题。 

( )

( )

T T T

, {0,1}

1min ,
2

. . 1 0, 1,2, , .

n nx R z

i i

f x z x Qx c x a z

s t x z i k
∈ ∈

= + +

− = =                        (11) 

问题的分解过程用一棵二叉树来表示，每个节点对应一个子问题，分支表示固定某个 iz 的值(0 或 1)，
从而将问题分解为更小的子问题。每一层的节点数目将是上一层的两倍。通过这种方式，算法逐层对问

题空间进行分解，从而逐渐逼近最优解。 
求解问题(4)等价于求解问题(7)和(8)。如果通过某些剪枝规则剪掉问题(4)，那么问题(7)和(8)乃至其

对应的下层孩子结点的问题都被剪掉。具体剪枝规则由下一节阐述。通过递归构建二叉树，可以枚举所

有可能的 z 组合。通过剪枝规则，可以避免计算那些不可能改善当前最优解的子问题。为了有效地表示分

支定界法中的子问题结构，采用层次化的方式来组织每一层的子问题集合。 
设第𝑖𝑖层的子问题集合 iS ，其中每个子问题 ikS 表示第 i 层的第 k 个子问题。形式上，第 i 层的子问题 

集合可以表示为： { }1 2 3, , , ,
ii i i i imS S S S S= ⋅⋅⋅ 。 

其中， im 表示第 i 层的子问题数量， ikS 为第 i 层第 k 个子问题。每个子问题 ikS 对应一个目标函数值

( )ikf S ，根据以下规则更新上下界。 

3.2.2. 剪枝规则 
剪枝规则在分支定界过程中发挥着至关重要的作用。其核心思想是通过分析当前子问题的上下界，
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剔除那些不可能包含最优解的子问题，从而减少搜索空间，节省计算资源并提高效率。若某子问题 ikS 的

目标函数值 ( )ikf S 大于当前的上界 UB，则说明该子问题不可能给出比当前最优解更好的解，因此可以

将其剪枝，即不再继续处理该子问题及其后续分支。剪枝规则是分支定界法的关键组成部分，通过合理

的剪枝策略有效地缩小搜索空间，避免无意义的计算，从而保证最终能够找到全局最优解。 

3.2.3. 定界规则 
上界更新规则：如果某个子问题的 ikS 的最优解满足问题(1)的所有约束，且 ( )ikf S 小于当前上界 UB，

则更新当前上界 ( )UB ikf S= 。 
下界更新规则：令每一层的下界集 ( ) ( ) ( ) ( ){ }- 1 2 3down set , , , ,

ii i i imf S f S f S f S= ⋅⋅⋅ ，则当前下界 LB 更

新为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3LB , ,mi ,n ,
ii i i imf S f S f S f S= ⋅⋅⋅ 。 

分支定界法的终止条件： 

1. 所有子问题均已处理完毕； 

2. 所有剩余的子问题都无法改进当前的上下界。 

在满足上述任一条件时，当前的下界 LB 或者当前找到的最优解即为最终解，即 ( )UB LB 0ε ε− < >

时算法终止。 

3.2.4. 分支定界算法框架 

算法 2 分支定界法 

初始化： 
1. 给定初始可行解 0x ，初始上界 0UB f= ，误差 61 10ε −= × 。 

2. 参数 1k = (表示当前处理的约束层数)， -down set =∅ ， -z set =∅ (存储分支的 z 值)， -z set1 =∅临时存

储当前层生成的新分支)。 
3. x 表示当前最优解， 0x x= 。 f 表示当前最优函数值， UBf = 。初始下界： 

( ) T T T

, {0,1}
LB 1min ,

2n nx R z
f x z x Qx c x a z

∈ ∈
= += +  

迭代过程： 
1. 计算仅含前 k 个约束的问题(1)，枚举 1:kz 所有情况。逐个求解固定 1:kz 对应的无约束问题，得到最优

解 newx 和最优函数值 newf 。将 newf 添加到集合 down_set 中。 

如果 newx 满足约束且 newf f< ，更新当前最优解 newx x= ，当前最优值 newf f= ， UB f= 。 

如果 UB LB ε− < ，算法终止，输出 x 和 f 。如果 newx 不满足约束，则将 1:kz 末尾分别补 0、1 生成新

的 1: 1kz + 值并添加到集合 -z set1中。转步 2。 
2. 令 LB downmin t _se= ， - -z set z set1= ， -z set1= ∅。令 1k k= + 。如果 k n> 或 UB LB ε− < ，则算法

终止，输出 x 和 f 。否则，转步 1。 

 
分支定界算法通过系统地枚举所有可能的解空间，并结合剪枝规则，能够保证找到全局最优解。由

于算法在每一步都会更新上界 UB 和下界 LB，并且最终满足 UB LB ε− < ，因此算法的收敛性得到保证。

由于问题(1)的约束数量是 n 个，且每次迭代增加一个约束，算法最多进行 n 次迭代。在每次迭代中，枚举

的 1:kz 组合数量是 2k 个，算法复杂度呈指数级。但总的分支个数有限，算法会在有限步终止。 

3.3. 基于启发式搜索下降法的分支定界法 

结合启发式搜索下降法与分支定界法，可以显著提升大规模优化问题的求解效率。启发式方法提供
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的初始解不仅能够有效确定合理的上界，还能在一定程度上帮助分支定界法缩小搜索空间，加速算法的

收敛速度，并提高求解精度。此种结合方式使得分支定界法在保证全局最优解的同时，能够以更低的计

算成本实现问题的快速而精准求解。 

4. 数值实验和结论 

本研究通过数值实验验证了启发式搜索下降法在不同维度问题上的性能表现，并与其他方法(包括混

合方法、分支定界法、SCIP 和 Gurobi)进行了对比分析。 
实验中的每个问题实例均由随机生成对称正定系数矩阵Q ，系数向量 c、a 所得，且每个维度随机生

成 100 个算例。本研究首先针对 10 维至 150 维的多个问题实例进行了数值实验，旨在验证启发式搜索下

降法快速求解不同维度问题的优异性能。然后，对比分析不同方法在 3 维至 15 维度问题上的平均求解时

间和总求解正确率。 
 
Table 1. Search-based heuristic descent method average solving time (Seconds) 
表 1. 启发式搜索下降法平均求解时间(秒) 

维度 启发式搜索下降法 

10 0.005 

30 0.047 

50 0.151 

70 0.319 

90 0.559 

110 1.276 

130 1.924 

150 2.776 

 
Table 2. Average solving time for different methods (Seconds) 
表 2. 不同方法平均求解时间(秒) 

维度 启发式搜索下降法 混合方法 分支定界法 SCIP Gurobi 

3 0.0003 0.0003 0.0002 31.6260 0.0238 

5 0.0008 0.0010 0.0005 46.6370 0.0411 

7 0.0030 0.0050 0.0024 48.0953 0.0435 

9 0.0059 0.0130 0.0175 52.1391 0.0512 

11 0.0045 0.0288 0.1098 56.5138 0.0548 

13 0.0069 0.1365 0.5998 56.5818 0.0591 

15 0.0175 0.4905 3.1246 59.5619 0.0604 

 
表 1 实验结果表明：启发式搜索下降法在低维和高维问题上均表现出优异的计算效率。在 10 至 150

维的问题上，其求解时间随维度增加的速度较慢，展现了良好的扩展性。表 2 实验结果表明：特别是在

低维问题(3 至 15 维)上，启发式搜索下降法的求解时间显著优于其他方法。这表明该方法适合需要快速

求解的场景。 
结合表 2、表 3 实验结果可以看出：混合方法和分支定界法在低维问题上表现出极高的求解正确率

https://doi.org/10.12677/orf.2025.152085


刘宗丹 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2025.152085 311 运筹与模糊学 
 

(100%)，但其求解时间随维度增加而显著上升，尤其是在高维问题上计算效率较低。因此，这两种方法

更适合对求解准确性要求极高且问题规模较小的场景。SCIP 在所有测试维度上均能保证 100%的求解正

确率，但其求解时间显著高于其他方法，尤其是在低维问题上表现尤为明显。因此，SCIP 更适合在计算

资源充足且对准确性要求极高的场景中使用。Gurobi 在求解时间和准确性之间取得了较好的平衡，但在

低维问题上的求解时间仍高于启发式搜索下降法，且其求解正确率略低于混合方法和分支定界法。因此，

Gurobi 适合在需要兼顾计算效率和准确性的场景中使用。 
 
Table 3. Accuracy of solutions for different methods 
表 3. 不同方法求解正确率 

维度 启发式搜索下降法 混合方法 分支定界法 SCIP Gurobi 

3 100% 100% 100% 100% 89% 

5 94% 100% 100% 100% 91% 

7 95% 100% 100% 100% 94% 

9 94% 100% 100% 100% 92% 

11 96% 100% 100% 100% 92% 

13 93% 100% 100% 100% 95% 

15 94% 100% 100% 100% 93% 

5. 结论 

本文提出了三种求解方法：启发式搜索下降法、精确分支定界法和两者结合的混合方法，并通过数

值实验对这些方法进行了性能验证和比较分析。实验结果表明，启发式搜索下降法在低维和高维问题上

均具有显著的计算效率优势，尤其在 10 至 150 维的测试中，求解时间增长平缓，扩展性良好。精确分支

定界法和混合方法在低维问题上均表现出 100%的求解正确率，但其求解时间随维度增加而显著上升，高

维问题中计算效率相对较低。适合对求解准确性要求极高且问题规模较小的场景。混合方法通过启发式

搜索下降法提供的初始解，加速了分支定界法的收敛过程，在全局最优解的同时，提高了求解效率，尤

其在中小规模问题中表现突出。SCIP 算法在所有测试维度上均能够保证 100%的求解正确率，但由于其

计算时间较长，尤其是在低维问题中，表现不如启发式搜索下降法。因此，SCIP 更适用于计算资源充足、

对准确性要求极高的场景。Gurobi 则在求解时间与准确性之间达到了较好的平衡，尽管在低维问题上其

求解时间仍高于启发式搜索下降法，但其在需要兼顾计算效率和准确性的应用场景中具有一定优势。综

上所述，本研究验证了启发式搜索下降法的优越性，并展示了混合方法在提高求解效率的同时，仍能确

保获得全局最优解。未来的研究可进一步优化这些方法，提升其在大规模和复杂问题中的应用性能。 
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