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摘  要 

关键节点集识别是复杂网络控制与传播动力学理论中的基本问题之一。传统方法存在全局结构信息依赖

性强、计算复杂度高、缺乏宏观调控指导等局限性。本研究首次提出子拉普拉斯矩阵(Sub-Laplacian Ma-
trix)概念。指定一个节点集，原始拉普拉斯矩阵中对应的行与列构成的矩阵，称为子拉普拉斯矩阵。理

论推导表明，该矩阵对角元表征节点全局连接度、非对角元反映节点集内部连接强度、行列式值可有效

度量这一节点集的影响力、谱特性揭示了节点集与网络整体的耦合机制。采用子拉普拉斯矩阵识别了小

世界网络(Watts-Strogatz small-world model, WSSW)、BASF网络(Barabasi-Albert scale-free model)
和真实网络中多个节点集的影响力。与接地拉普拉斯矩阵(Grounded Laplacian)方法比较，本方法具有

三重优势：(1) 仅需节点集局部结构信息与外部连接数；(2) 能为传播动力学调控提供宏观参数指导；

(3) 显著缩小了量化重要节点集合影响力的计算成本，解决了计算复杂度随规模呈爆发式增长的NPC问
题。子拉普拉斯矩阵，为决策者制定社交接触范围的宏观指导策略以延缓疾病传播进程或舆论扩散态势

提供依据，也为决策执行者对特定节点集合影响力的量化评估提供了定量方法。 
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Abstract 
Critical node set identification is one of the fundamental issues in complex network control and 
propagation dynamics theory. Traditional methods have limitations such as high dependency on 
global structural information, high computational complexity, and lack of guidance for macro-reg-
ulation. This research proposes the concept of Sub-Laplacian Matrix for the first time. By extracting 
the corresponding rows and columns of the target node set in the original Laplacian matrix, a fea-
ture matrix is constructed. Its determinant value is proven to serve as an effective metric for node 
set influence. Theoretical derivation shows that the diagonal elements of this matrix characterize 
the global connectivity of nodes, the off-diagonal elements reflect the internal connection strength 
of the node set, and its spectral properties reveal the coupling mechanism between the node set and 
the overall network. Using different network models such as small world networks (Watts-Strogatz 
small-world model, WSSW), BASF (Barabasi-Albert scale-free model) networks, and real-world net-
works, this paper compares sub-Laplacian matrices with traditional node set identification meth-
ods, verifying the effectiveness and advantages of determinant-based representation of node set 
importance. Compared with traditional grounded Laplacian-based methods, our approach exhibits 
threefold superiority: (1) Requiring only local structural information and external connection counts 
of node sets; (2) Enabling macroscopic parameter guidance for propagation dynamics regulation; 
(3) Significantly reducing the scale and effectively lowering the computational cost for quantifying 
the influence of important node sets (this problem is an NPC problem leading to exponential growth 
in computational complexity with scale). The research results not only provide macro guidance 
strategies for policymakers to formulate social contact scope to delay disease spread progression 
or public opinion diffusion trends, but also offer decision implementers with quantitative evalua-
tion criteria for the influence of specific node sets. 
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1. 引言 

复杂网络作为描述复杂系统相互作用的普适性模型，已广泛应用于社会、生物、信息、工程等多个

领域。从社交网络中的人际关系到生物体内的蛋白质交互，从电力网络的输电线路到城市交通的道路连

接，这些系统本质上都可抽象为由节点(个体单元)和边(交互关系)构成的网络结构。网络科学的任务之一，

就是解析网络结构与功能间的内在关联，其中关键节点集的识别问题尤为重要——这不仅关系到网络拓

扑的理论分析，更直接影响现实系统的功能实现与风险防控。 
识别关键节点集，可用于系统稳定性优化。关键节点集通常构成网络的结构性枢纽，其功能的完整

性直接影响复杂系统的鲁棒性。研究表明，在电力网络拓扑中，针对前 5%的输电枢纽节点实施强化保护，

可使电网级联故障抵御能力提升 40%以上[1]。类似地，互联网拓扑分析显示，5%的核心路由节点承载超

过 80%的数据流量，通过精准识别并加固此类关键节点集，可显著提升网络鲁棒性达 30%~50% [2]。因

此，网络脆弱性和关键节点占比的关系，为关键基础设施的救灾资源配置与优先防护等级划分提供了决

策依据。 
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识别关键节点集，可用于信息传播优化。基于节点中心性的关键集识别技术可突破传统信息传播模

式的效率瓶颈。通过对社交网络的分析，选择介数中心性前 1%的桥接节点作为信息传输枢纽，可使传播

路径缩短 30%~45% [3]。在流行病防控领域，基于特征向量中心性的关键节点免疫策略，相较于随机免

疫方案可将传播阈值降低 2~3 个数量级[4]。这种基于节点中心性识别关键节点集的方法，在信息传播和

流行病防控等不同领域展现出显著优势。 
识别关键节点集，在生物网络调控中尤为重要。在生物分子网络研究中，关键节点往往对应着生命

活动的功能开关。癌症信号通路分析表明，靶向 EGFR、TP53 等枢纽蛋白的抑制剂可使肿瘤细胞增殖率

下降 60%~75% [5]。这些发现为精准医疗领域开辟了新途径。 
在理论层面，关键节点集识别经历了从个体到群体的研究历程。早期研究主要关注于单一节点的重

要性度量，提出了度中心性[6]、紧密中心性[6]、介数中心性[7]等经典指标。然而，现实场景中的系统调

控往往需要作用于群体层面：例如，在疫情防控中，往往需隔离密切接触者群体而非单个病例，在舆情

控制中，需要引导关键意见领袖群体而非个别用户。这催生了群体中心性(Group Centrality)相关概念的发

展，包括群体紧密度、群体介数[8]等度量方法。但现有群体中心性指标普遍存在两个根本缺陷：其一，

多数方法仅简单扩展个体中心性，例如将群体视为超节点计算其介数，忽视了群体内部连接结构对整体

功能的影响；其二，计算过程依赖完整的全局网络拓扑信息，这与实际应用中数据获取往往受限的矛盾

日益突出。以 COVID-19 疫情防控为例：传统方法要求构建完整的接触者网络以识别超级传播者群体，

但在实际操作中，受隐私保护、检测能力等现实因素限制，调查人员往往只能获得病例的部分接触信息。

这导致基于不完整数据计算的群体重要性存在显著偏差，可能错判关键群体。其次，由于网络规模庞大，

致使全网拓扑分析在计算过程中需耗费大量时间。这一状况难以契合疫情防控期间对快速响应的要求，

进而影响了相关工作的高效开展。类似问题同样存在于社交网络谣言遏制、电力网络故障预防等场景，

暴露出当前关键节点集识别方法在实用性上的不足。 
本研究针对复杂网络节点群影响力的量化难题，提出了一种全新的量化节点集对整个网络影响的概

念：子拉普拉斯矩阵。该矩阵包含了节点集内部节点之间的链接信息和每个节点与外界链接信息，其对

应的行列式的值(即其所有特征值的乘积)，被证明可以衡量节点集与网络其他部分的耦合强度，可作为节

点集的集体影响力的定量描述。这一概念为复杂网络理论的发展提供了新的视角和方法，丰富了复杂网

络中节点集影响力量化的研究内容。 
这一方法有效规避了当前研究工作中的三方面弊端。一方面是现实中我们对网络的精确结构了解有

限，而本方法仅需指定节点集内节点之间的边信息以及与网络其他部分相连的边数，降低了对网络完整

信息的依赖，提高了方法的实用性和可操作性。另一方面，在调控或控制诸如疾病、谣言、灾难传播以

及意见同步等动态过程时，简单的宏观指导对整个系统更为适用，本研究提供了从整体视角出发的研究

思路，弥补了传统方法中仅识别一个或几个最重要节点集的局限性。此外，识别最重要节点集是一个 NPC
问题，计算成本会随着节点集和网络规模的增大而快速增加，而子拉普拉斯矩阵的规模显著小于接地拉

普拉斯矩阵，大大降低了计算成本，使得在大规模网络分析中能够更高效地应用，有助于推动复杂网络

理论在实际问题中的应用，如在社交网络分析、通信网络优化、生物网络研究等领域发挥重要作用，为

解决这些领域中的实际问题提供有力的理论支持和技术手段。 

2. 节点集合的重要性：理论方法 

2.1. 子拉普拉斯矩阵的行列式 

对于一个具有 N 个节点的无向图 ( ),G V E= ，其中V 是节点集合， E 是边集合。其邻接矩阵 ijA a=

定义为：若节点  i 和节点  j 之间有边相连，则 1ija = ；否则 0ija = ，且 0iia = 。节点 i 的度 id 等于与节点
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i 相连的边的数量，即
1

n
i ijj

d a
=

= ∑ 。拉普拉斯矩阵 L 定义为度矩阵 D 与邻接矩阵 A 的差，即  L D A= − ，

其中度矩阵 D 是一个对角矩阵，其对角元素 ii iD d= 。我们从拉普拉斯矩阵中提取与指定节点集 S 相对

应的行和列，其中 ,S V S M N⊆ = < ，得到一个规模与指定节点集中节点数量相同的矩阵   SL 。若该集

合中的一对节点之间存在一条边，则矩阵中对应的元素为−1；反之则为 0。矩阵的对角元素分别等于整

个网络中相应节点的度，即连接到指定集合内和集合外节点的边数之和，即 

 ( )
( )
( )

1, , , ,

, 0, , , ,

, ,
i

i j

S
i j

v

v v E i j S

L i j v v E i j S

d i j i S

− ∈ ∈
= ∉ ∈
 = ∈

. (1) 

这个构建出的矩阵，也就是接地拉普拉斯矩阵的删除部分，我们将其称为“子拉普拉斯矩阵”(Sub-
Laplacian matrix)。在后续的研究内容中，我们将详细介绍子拉普拉斯矩阵行列式的特殊求解方法，深入

阐述其作为衡量所关注节点集影响力合适量度的理论依据。通过对一些实际网络进行计算分析，我们也

进一步验证了该方法的有效性和可靠性。 
通过提取拉普拉斯矩阵的行和列，我们得到了子拉普拉斯矩阵。不失一般性，我们设研究的节点集

包括 M 个节点，索引编号为1,2, , M 。那么网络中其余部分即为 1, 2, ,M M N+ +  。我们注意到，子拉

普拉斯矩阵中的非对角元素，包含了研究点集的局部信息，其形式与研究子网络对应的邻接矩阵类似，

如果网络内的点有连接关系，则对应的元素 S
ijL 数值为−1，否则为 0。而子拉普拉斯矩阵中的对角元素 S

iiL
的数值对应了原拉普拉斯矩阵中该节点的度，因此不仅包含了子图中的局部信息，还包含了该节点与研

究子图外节点之间的连边信息，我们分别用 in
iid 和 out

iid 表示，即 S in out
ii ii iiL d d= + 。因此我们尝试将子拉普拉

斯矩阵按照节点所包含的信息进行分解，即每个节点可以以局部信息和全局信息的和的形式被表达。我

们发现子拉普拉斯矩阵可以被分解成以下形式： S in outL L D= + 。其中 inL 是描述我们选定子集内的节点和

边形成的网络结构的拉普拉斯矩阵。其中 in S
ij ijL L= ， , , 1,2, ,in in

ii iiL d i j M= =  。 outD 是由 out
iid 组成的对角矩

阵 1,2, ,i M=  。其行列式的详细推导式如下： 
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 (2) 

首先，我们基于一个 M M× 的矩阵，其元素由 ijL 构成，进行求解。为推进推导，我们将矩阵的对角元素

根据其对应节点包含的局部信息和全局信息进行拆分，即把每一个对角元素 iiL 拆分为 in out
ii iid d+ 。随后，

我们依据行列式的基本性质，将拆分后的矩阵按列展开，得到多个行列式的和的形式。注意到在推导的

过程中，矩阵展开的过程中分解的元素都是矩阵的对角元素，因此每进行一步展开，其系数 ( )1 i i+− 的一定

为 1，因此在上式中未标出。在这个过程中，我们发现矩阵结构与元素组成呈现出一定的规律性和嵌套

性。例如，先将第一列的和式按行列式的加法规则展开，得到两个行列式相加的形式，一个行列式中第

一列元素为 11
ind ，其余列与原矩阵对应列相同。另一个行列式中第一列元素为 11

outd ，其余列与原矩阵对应

列相同。对于包含 11
outd 的行列式，又可继续根据行列式性质对后续列进行类似处理。以此类推，通过这样

递归式的展开步骤，逐步得到了最终的表达式： 

 ( ) ( )out in
,Det c

s
T S T ii T

i T
L d Det L⊆ ≠∅

∈

 =  
 

∑ ∏ ， (3) 

其中T 是集合 { }in out in out
11 11, , , ,MM MMS d d d d=  的一个非空子集， cT 是T 的补集， in

TL 是通过移除与集合T 对应

的行和列后得到的 inL 的子矩阵。这里，如果T 中包含 S 的所有元素，那么矩阵行列式 ( )indet cT
L 的值等于

1。 
为了说明行列式如何为我们提供所考虑的节点集的重要性，让我们考虑 2M = 和 3M = 这两种特殊情

况。 2M = 情况下的表达式为： 

 ( ) ( ) ( )out in out in out
11 2 22 1 11 22Det s inL d Det L d Det L d d= + + ， (4) 

将 in outs
ii ii iiL d d= + 代入，可得 ( ) in in

11 22 11 22Det s s sL L L d d= − ，即它是两个节点的全局度数之积与它们局部度数之

积的差。行列式的值越大，意味着子图与其他部分之间的边数越多(耦合强度越强)。对于    3M = 的情况，

有： 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

out in out in out in
11 2,3 22 1,3 33 1,2

out out in out out in out out in
11 22 3 11 33 2 22 33 1

out out out
11 22 33

Det Det Det

Det Det Det

sdet L d L d L d L

d d L d d L d d L

d d d

= + +

+ + +

+ ，

 (5) 

其中 in
,a bL 是指由与节点 a 和 b 对应的行和列在 inL 中所构成的矩阵。展开式中的每一项都是 out

iid 与矩阵 in
TL

的行列式的乘积，即，由 in
,a bL 的行列式表示的拓扑结构与指定节点集合之外的网络部分之间的耦合。为了
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理解这个结果，我们将由这些节点形成的子网络的结构，按照与外部节点的连接(主要层级，用 out
iid ，

1,2,3i = 衡量)、与内部节点的连接(次要层级，用 in 1,2,3iL i =， 衡量)以及与内部节点的连接细节(第三层级，

用 in
, 1,2,3i jL i j≠ =， 衡量)进行划分。随后，该行列式由与内部结构无关的贡献(最后一项)、仅与内部度数

相关的贡献(第四至第六项)以及与内部连接细节相关的贡献(第一至第三项)组成，分别对应这三个层级。 
当    3M > 时， ( )Det sL 的行列式可以用相同的方式展开，与我们推导子拉普拉斯矩阵行列式的过程类

似， 1M + 对于 M 的情况下， ( )Det sL 中的元素与结构呈现出一定的规律性和嵌套性，从而得出指定的 M
个节点集合与外部环境之间的耦合强度。 

2.2. 不同规模下的节点集对网络的平均影响指标 

应用上文的方法计算指定规模的节点集对整个网络的平均影响。一种直接的方法是列举所有可能的

节点组合，并计算它们的行列式，从而得到最大行列式的值对应的节点集。但这是一项无法完成的计算

任务。在此，我们针对这个问题提出一个完美的解决方案，即使用拉普拉斯矩阵 L 的特征多项式，其表

达式为： 

 ( ) ( ) 1 1 0
1 1Det N N

N N Nf I L c c cλ λ λ λ λ λ−
−≡ − = + + + + ， (6) 

其中 NI 是单位矩阵， kc 是第 k 项的系数。那么有： 

 ( ) ( )
1

1
1

1 , ,
k

k
k k

i i N
c Det L i i

≤ < < ≤

 = −  ∑


 ， (7) 

其中 ( )1, , kL i i 是由编号为 1, , ki i 的行和列所构成的子矩阵。由于 kc 中的各项(行列式)均大于或等于零

(Perron-Frobenius 定理)， kc 的绝对值等于对所有排列的  k k× 子矩阵的行列式求和。用 1 2 0Nλ λ λ≥ ≥ ≥ =

表示 L 的谱，特征多项式函数为 ( ) ( )1

N
ii

f x x λ
=

= −∏ ，其展开项的系数给出了 kc 与 k 的关系。平均影响

力： 

 ( ) ( )aver ! !
.

! k
N k k

C k c
N
−

≡ ⋅  (8) 

因被用作衡量 k 规模子网络平均对整个网络影响的定量指标。 

3. 子拉普拉斯行列式下节点集重要性指标可行性分析 

3.1. 网络模型参数和子拉普拉斯矩阵行列式之间的关系 

在复杂网络分析中，网络生成模型的核心参数(如小世界网络的重连概率 rp 、邻居数 d ，以及无标度

网络的成长连边数 m )直接影响网络的拓扑特征。本章探究这些参数与对应网络的子拉普拉斯矩阵行列式

之间的关联。通过数值模拟，我们系统对比了不同参数组合下行列式的分布规律，分析了行列式的最大

值、最大值对应的网络规模随参数变化的趋势，以揭示在不同网络规模下，参数调整之于子网络对整个

网络的平均影响力所引发的变化。 
WSSW 网络中子网络的影响性行为如图 1 所示。网络规模设定为    300N = 。对于每一组特定的 ( ),rp d ，

相对于曲线近乎对称的峰值点，都会出现一个单一的峰值(见(a~b)图)。在由对应峰值的窄区间分隔开的

两个宽区间内，k 的影响力缓慢增加(减少)。随着重连概率 [ ]0.05,0.20rp ∈ 的增加，峰值顶点会发生变化，

但其位置保持不变，即从 130 2 20k N≈ = − 开始，到 170 2 20k N≈ = + 结束，宽度约为 40 (图(a))。在图

(b)中， rp 被设定为 0.15 并且平均度选择为    2d = 、4、6 和 8。我们发现随着 d 的增加，峰值顶点及其位

置都显著增加。图(c~d)描绘了峰值和顶点与 ( )( ),rp d 的关系，表明峰值位置(图(c))与重连概率 ( )rp 的相

关性较弱，而顶点(图(d))与重连概率 ( )rp 的相关性较强，并且两者都与平均度 ( )   d d= 有很强的相关性。 
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Figure 1. The influences of the sub-networks in WSSW networks. The size of network is 300N = . (a) The relations of averC  
versus the sub-network size k and the rewiring probability rp  for 2d = ; (b) averC  versus k and d for 0.15rp = ; (c) The 
dependence of position of summit on d and rp ; (d) The dependence of summit on d and rp  
图 1. WSSW 网络中子网络的影响力。网络规模为 300N = 。(a) 当 2d = 时， averC 与子网规模 k、重连概率 rp 的关

系；(b) 当 0.15rp = 时， averC 与 k、d 的关系；(c) d 对 rp 的依赖关系(取平均值)；(d) rp 对 d 的依赖关系 
 

图 2 展示了 BASF 网络中子网络的影响性行为。对于每个特定的 m ，都会出现一个单一的峰值(图
(a))，其顶点和位置都随着 m 的增加而显著增加(图(b)和(c))。与具有相同边数和节点总数的 WSSW 网络

相比，对应峰值顶点的子网络规模要大得多。 

3.2. 真实网络下不同节点集重要性指标的对比 

在接地拉普拉斯矩阵的度量方法里，首先去除与目标节点集相对应的行和列，然后利用所得矩阵的

最小非零特征值来量化该节点集的影响力。从某种程度上讲，这一方法与本文所提出的方法存在互补关

系，前者揭示了节点集影响力的本质，后者则呈现了影响力作用后的实际结果。在本章节，为深入探究

本文所提方法的可行性，我们对基于子拉普拉斯矩阵行列式的度量方法，与基于接地拉普拉斯矩阵的度

量方法[9]，对不同网络模型，如 WSSW 网络、BASF 网络。以及不同的真实网络展开了全方位的对比分

析。我们考虑了多个真实网络，包括科学家合著网络[10]、海豚网络[11]、野生鸟类网络[12]和人类接触

网络[12]。有关原始记录及网络构建方法的详细信息可在相应参考文献中找到。本文涉及的网络属性(如
节点总数和平均度)总结于表 1。 
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Figure 2. The influences of the sub-networks in BASF networks. The 
size of network is 300N = . (a) The relations of averC  versus the 
sub-network size k and the number of added nodes each step m. In the 
sub-panel, a logarithm-scale is adopted; (b) The dependence of summit 
position on m; (c) The dependence of summit on m 
图 2. BASF 网络中子网络的影响力。网络规模为 300N = 。(a) 

averC 与子网络规模𝑘𝑘以及每一步添加节点数量 m 的关系。在子面

板中，采用对数刻度；(b) m 对 averC 的依赖关系；(c) m 对 averC 大

小的依赖关系 
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Table 1. Topological characteristics for the empirical networks 
表 1. 真实网络的拓扑特征 

网络名称 规模 平均度 平均聚类系数 平均介数 
海豚 63 5.13 0.26 71.89 

科学家合著 379 4.82 0.74 952.91 
野生鸟类 202 45.29 0.80 111.06 
人类接触 410 14.49 0.46 538.01 

 

 
Figure 3. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue of the 
grounded Laplacian matrix for WSSW network. The parameters are chosen to be 300N = , 4d =  and 0.15rp =  
图 3. WSSW 网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系。参数设置为

300N = 、 4d = 和 0.15rp =  
 

我们以疾病传播为背景，减缓疾病传播的一个合理策略是识别拥有大量相邻节点的枢纽节点，并限

制它们的活动。在此，我们关注以这些枢纽节点为中心的自我中心网络。在计算过程中，我们从拉普拉

斯矩阵中提取对角元素(节点度)，并按降序排列，取排名前 50 的节点作为考虑对象。对于每个特定的枢

纽节点，我们随机选择其 1k − 个相邻节点，形成一个规模为 k 的子网络。如果枢纽节点的度小于 1k − ，

则由该枢纽节点及其所有相邻节点构成的子网络将被纳入考虑。所构建的子网络的规模 k 我们分别设定

为：1，2，3 和 4。这是由于复杂网络具有稀疏性和非均匀性，如果我们随机选择 k 个节点，那么生成的

大多数子网络连接很少，也就是说，部分甚至所有节点之间都是相互孤立的。这种简单的抽样方法对于

我们展示局部结构对整个网络的影响这一目的来说是无效的。需注意，当关注的节点集规模为 1 时，子

拉普拉斯矩阵的行列式 ( )det sL k  就等于该节点的度。换言之，基于节点度的重要性衡量方法，是 1k −
时基于 ( )det sL k  衡量方法的一个特例。 
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Figure 4. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue of the grounded Laplacian 
matrix for BASF network. The parameters are chosen to be 300N =  and 3m =  
图 4. BASF 网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系。参数设置为 300N = 和 3m =  
 

 
Figure 5. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue 
of the grounded Laplacian matrix for the Dolphin network 
图 5. 海豚网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系 
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Figure 6. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue 
of the grounded Laplacian matrix for the wildbird network 
图 6. 野生鸟类网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系  

 

 
Figure 7. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue 
of the grounded Laplacian matrix for the human contact network 
图 7. 人类接触网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系 

https://doi.org/10.12677/orf.2025.153149


刘泽瑞 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2025.153149 162 运筹与模糊学 
 

 
Figure 8. The relation of the determinant of sub-Laplacian matrix versus the smallest non-zero eigenvalue 
of the grounded Laplacian matrix for the scientists’ co-authorship network 
图 8. 科学家合著网络中子拉普拉斯矩阵的行列式与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值之间的关系 

 

 
Figure 9. Spearman’s correlation coefficient of the two indicators for the number of subgraph nodes from 1 to 15 
for (a) WSSW network ( 300N = , 4d = , 0.15rp = ): BASF network ( 300N = , 3m = ) and (b) Dolphin net-
work: wildbird network; scientists co-authorship network; human contact network 
图 9. (a) WSSW 网络( 300N = , 4d = , 0.15rp = )和 BASF 网络( 300N = , 3m = )；(b) 海豚网络、野生鸟

类网络、科学家合著网络、人类接触网络中从 1 到 15 个子图节点数量的两个指标间的斯皮尔曼相关系数 
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图 3 和图 4 分别呈现了 WSSW 网络 ( )300,  4,  0.15rN d p= = = 以及 BASF ( )300,  3N m= = 网络中，

( )det sL k  与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值 minλ 之间的关系。我们发现，这两个度量之间存在明显的

正相关。相比之下，BASF 网络的数据在平均关系曲线附近的波动较小。 
图 5~8 展示了海豚网络、野生鸟类网络、人类接触网络以及科学家合作网络中， ( )det sL k  与 minλ

的关系曲线。其中，野生鸟类网络的数据，除了少数几个点之外，也表现出显著的正相关关系。 
图 9 展示了 ( )det sL k  与 minλ 之间的斯皮尔曼相关系数。在 k 从 1 到 15 的广泛范围内，相关系数均

大于或等于 0.4 (以短虚线表示)。对于真实网络而言，当 4k ≤ 时，相关系数大于 0.4；然而，当    4k > 时，

相关系数变得小于等于 0.4，甚至为负。 
这两个度量之间呈现出的强正相关特性表明，它们均能够有效地捕捉到局部结构对整个网络产生的

影响。相反，弱正相关甚至负相关的情况，则体现出在影响力评估方面存在的差异。此外，通过对结果

进行分析可以发现，在 ( )det sL k  与 minλ 的关系曲线中，较大幅度的波动往往出现在 minλ 取值较小且分布

区间较为狭窄的情形下。所以，弱相关甚至负相关现象的出现，很可能是因为在区分影响力的细微差异

时，分辨率不够高所导致的。 

4. 研究结论 

本文首先通过严谨的数学推导揭示了子拉普拉斯矩阵的谱特征与其行列式间的内在关联，建立了二

者之间的定量关系模型。进一步地，结合复杂网络中节点集重要性评价的核心问题，创新性地提出了基

于子拉普拉斯矩阵谱性质的评价指标体系，通过分析矩阵谱分布与节点集结构特性的映射关系，为网络

关键节点识别提供了新的理论视角。这些研究不仅深化了对复杂网络代数结构的理解，更为实际工程中

的网络优化与控制提供了重要的理论支撑。除此之外本章通过参数敏感性分析揭示了网络生成模型与子

行列式的关联规律。研究发现，WSSW 小世界网络的子行列式分布呈现对称单峰特征，其峰值稳定于网

络规模 1/4~3/4 区间，顶点高度与平均度 k 呈强正相关，而受重连概率 p 影响较弱。相比之下，BASF 无

标度网络的子行列式峰值顶点随成长连边数 m 增加呈现非线性增长趋势，且相同规模下最优子网络规模

显著大于 WSSW 网络。这些发现建立了参数调控与子网络影响力的量化关系，为网络鲁棒性设计提供了

理论依据。最后，本章还开展了子拉普拉斯矩阵行列式度量方法与接地拉普拉斯矩阵最小非零特征值度

量方法的对比分析。通过 WSSW 网络、BASF 网络及海豚网络、科学家合著网络等真实网络验证发现，

两种度量在多数场景下呈强正相关，均能有效捕捉局部结构对网络的影响；但在真实网络 4k > 等情形中，

出现弱正相关甚至负相关，这主要因 minλ 取值小且分布区间窄时，度量方法在分辨影响力细微差异上分

辨率不足，进而导致评估结果出现差异性。 
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