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摘  要 

本文针对稀疏信号恢复问题，提出了一种基于对数和正则化模型的带有保护条件的Nesterov加速ADMM
算法(nADMMgd)。该算法通过引入Nesterov加速技术有效提高了收敛速率，并利用保护条件保障了算

法的稳定性。数值实验表明，nADMMgd算法在稀疏信号恢复问题上表现出色，能够在较短的时间内达

到更优的函数值，且在计算大规模数据时具有良好的表现。实验验证了保护条件对计算效率方面提升的

积极作用，还验证了nADMMgd对比目前用于计算对数和正则化的算法得到的结果更加精确。总体而言，

本文提出的算法在稀疏信号恢复问题中具有显著的优势。 
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Abstract 
This paper proposes a Nesterov-accelerated ADMM algorithm with protection conditions, referred 
to as nADMMgd, for sparse signal recovery based on logarithmic and regularization models. By in-
corporating Nesterov acceleration techniques, the algorithm achieves an improved convergence 
rate, while the integration of protective conditions enhances its numerical stability. Numerical ex-
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periments demonstrate that nADMMgd performs effectively in sparse signal recovery tasks, attain-
ing superior objective function values within reduced computational time and exhibiting robust 
performance on large-scale datasets. The experimental results confirm the positive impact of the 
protective conditions on computational efficiency and further validate that nADMMgd yields more 
accurate solutions compared to state-of-the-art algorithms currently employed for logarithmic and 
regularized optimization. Overall, the proposed method presents significant advantages in address-
ing sparse signal recovery problems. 
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1. 引言 

在如今信息爆炸的时代，人们对信息的需求量暴增所面临的数据量与数据规模越来越大，运用传统

的 Shannon-Nyquist (香农采样定理)处理数据的局限性越发明显[1]。在该背景下，压缩感知技术应运而生。

Donoho [2]、Candès 和 Tao [3]基于信号的稀疏性和可压缩性提出的压缩感知技术(CS)，其在处理信号稀

疏和可压缩数据时非常有用。在一些实际问题中，高维信号通过压缩处理通常可以表示为稀疏或者近似

稀疏的向量，进而由少量的观测值恢复原始信号，即可以表示为如下线性方程组解 b Ax e= + ，其中 mb∈
为观测向量， m nA ×∈ 是感知矩阵( m n )， nx∈ 是原始信号， me∈ 为噪声向量，根据检测过程中是

否含有噪声向量 e，该问题可以表示为下述 0 范数极小化问题： 

{ }0 2min : ,
nx

x Ax b Ax b ε
∈

= − ≤


或  

其中 0ε > 是噪声水平， 0x 表示 x 信号中非零元素的个数，通常我们称之为 0 范数，它通常用来刻画向

量的稀疏度。当解的噪声水平未知时，可以通过下述 0 范数正则化问题来恢复稀疏信号： 

2
2 0 ,1min

2nx
Ax b xλ

∈
− +



 

其中 0λ > 为正则化参数，该 0 范数正则化问题是一个 NP-难的问题[4]，直接进行求解困难，为克服这一

困难，一般对 0 范数进行凸松弛，转化为 1 范数正则化问题， 1 范数正则化问题也被称为 Least Absolute 
Shrinkage and Selection Operator (LASSO)模型[5]，得益于 1 范数的凸性，求解 1 范数松弛问题变得可行。

不幸的是 1 正则化问题得到的解稀疏性往往不够，特别是对于压缩感知，它会导致过度惩罚的情况。因

此进一步的改进是必要的。近年来，研究者们提出了使用非凸松弛函数来近似 0 范数，例如本文研究的

对数和正则化模型[6]： 

 2
2

1

1min log 1 ,
2

n
i

x i

x
Ax b λ

=

   − + +  
   

∑ 
 (1) 

其中 0λ > 为正则化参数，用于平衡系统数据拟合的准确性和解的稀疏性， ix 是 x 中的第 i 项， 是确保

函数定义良好的正参数。研究表明当 0= 时，对数和函数最小化是 0 范数最小化的有效近似。由于其增

强稀疏性的良好性质，对数和正则化得到了广泛应用。 
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Zhou [7]等人提出了一种基于对数和正则化的迭代阈值算法，该算法通过构造对数和函数的导数解析

表达式，推导出相应的性质定理，进而提出了一种能够快速收敛到局部最小值的优化算法。Yu [8]等人受

外推技术在加速一阶方法中的成功启发，研究了广泛使用的外推技术将其并入迭代重加权 1L 算法。往往

在高维问题或稀疏性较弱的情况下，以上算法达不到较精确的解。Zhang [9]提出了一种结合 1 2L L− 惩罚

函数的近端算子解析解和 v加速技术的 ADMM 算法，得到的效果显著。Wang [10]等人建立 ADMM 在非

凸目标函数和线性等式约束下的收敛理论，覆盖更广泛的非凸应用。Zeng [11]等人提出了一种名为

ASVRG-ADMM 的加速随机 ADMM 算法，结合外推加速(Nesterov 外推的改进版)和方差缩减技术，用于

解决非凸非光滑的优化问题，且其证明了在 KL (Kurdyka-Łojasiewicz)性质下，序列几乎必然以线性速率

收敛到临界点。因此，基于以上研究，本文通过研究 Buccini [12]等人提出的一种带保护条件的加速 ADMM
算法以及 Nesterov [13]提出的 Nesterov 加速梯度法，这里的 Nesterov 加速是一种用于一阶梯度下降优化

的加速方法，提出了一种带保护条件的 Nesterov 加速 ADMM 算法。结合 Nesterov 外推的加速和保护条

件的稳定性，以至于在精度上提升对数和正则化的稀疏优化效果。 

2. 带保护条件的 Nesterov 加速 ADMM 算法 

ADMM 是一种用于求解可分离优化问题的迭代算法。它特别适用于目标函数可以分解为两部分的和，

且每部分只依赖于一个变量子集的情况。考虑如下问题： 

( ) ( ){ }
,

s.tm ,.in
x z

f x g z Ax Bz c+ + =  

下面给出 ADMM 的迭代格式，首先写出问题的增广拉格朗日函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T
2, , ,

2
L x z u f x g z u Ax Bz c Ax Bz cρ

ρ
= + + + − + + −  

其中 0ρ > 是二次罚项的系数。常见的求解带约束问题的增广拉格朗日函数法为如下更新： 

( ) ( )1 1

,
, arg min , , ,k k k

x z
x z L x z uρ

+ + =  

( )1 1 1 ,k k k ku u Ax Bz cρ+ + += + + −  

在实际的求解问题过程中，第一步迭代同时对 x 和 z 进行更新比较困难，但固定其中一个变量求解

关于另外一个变量的极小化问题比较简单，因此我们考虑对 x 和 z 交替求极小，而这就是交替方向乘子

法的思路，以上的求解思路可以总结为如下： 

( )
( )

( )

1

1 1

1 1 1

arg min , , ,

arg min , , ,

.

k k k

x

k k k

z

k k k k

x L x z u

z L x z u

u u Ax Bz c

ρ

ρ

ρ

+

+ +

+ + +

=

=

= + + −

 

在本文研究的对数和正则化模型中，我们先将问题(1)重新表述为： 

 2
2, 1

1min 1     s.t.  0,
2

n
i

x z i

zAx b x zλ
=

 
− + + − = 

 
∑ 

 (2) 

增广拉格朗日函数为： 

( ) ( )2 2T
2 2

1

1, , log 1 ,
2 2

n
i

i

z
L x z u Ax b u x z x zρ

ρλ
=

 
= − + + + − + − 

 
∑ 
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ADMM 的迭代公式为： 

( ) ( )T 221
2 2

1arg min ,
2 2

k k k k

x
x Ax b u x z x zρ+  = − + − + − 

 
 

( ) ( )T 2

2
argmin log 1 ,

2

n
ik l k k l k l

z i l

z
z u x z x zρλ+ + +

=

   ∈ + + − + −  
   
∑ 

 

( )1 1 1 .k k k ku u x zρ+ + += + −  

ADMM 的迭代步骤为： 
步骤 1： x 更新(固定 kz 和 ku ) 

( ) ( )T 221
2 2

1arg min ,
2 2

k k k k

x
x Ax b u x z x zρ+  = − + − + − 

 
 

简化后： 
2

21
2

2

1arg min ,
2 2

k
k k

x

ux Ax b x zρ
ρ

+
   = − + − −  

   
 

该问题的解由以下线性方程给出： 

( ) 11 T T ,
k

k k ux A A I A b zρ ρ
ρ

−+   
= + + −     

 

步骤 2： z 更新(固定 1kx + 和 ku ) 

( )T 21 1
21

arg min log 1 ,
2

n
ik k k

z i

z
z u z x zρλ+ +

=

   ∈ + − + −  
   
∑ 

 

这里目标函数可分解为 n 个独立标量的函数，可逐项求解： 

( )21 arg min log 1 ,
2i

ik k
i i i

z

z
z z wρλ+    ∈ + + −  

   
 

其中， 

1 ,
k

k k uw x
ρ

+= +  

为了求解这个独立问题，定义函数 ( )ih z ： 

( ) ( )2
log 1 ,

2
i k

i i i
z

h z z wρλ
 

= + + − 
 

 

经过对 ( )ih z 求导，我们得到： 

( ) ( ) ( )sign
,i k

i i i
i

z
h z z w

z
λ

ρ
⋅

′ = + −
+ 

 

根据一阶最优性条件令导数为零，我们得到变量 1k
iz + 的解析解为： 
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( ) ( )

( ) ( )

2

1

2

0

4
0

2

4
0

2
0 ,

k
i

k k
i i

k
ik

i

k k
i i

k
i

w

w w
w D

z

w w
w D

λ
ρ

λ
ρ λ

ρ

λ
ρ λ

ρ

+

 ≤



− + + −
 > ≥= 

 + − − −


< − ≥



且

且

其他情况



 



 



 

其中 ( )2 4k
iD w λ

ρ
= + − 确保判别式非负。 

步骤 3：乘子更新(固定 1kx + 和 1kz + ) 

( )1 1 1 .k k k ku u x zρ+ + += + −  

基于上述的迭代步骤，我们通过引入外推技巧和保护条件，进一步加快算法的计算效率和提升算法

的稳定性。在外推技巧方面，我们采用了 Nesterov 加速的思想，在每一步迭代中，我们不仅计算当前原

始更新 ( ),z u ，还利用一个外推路径 ( )ˆˆ,z u 来更新 x ，外推参数θ 由加速参数α 更新，具体表现为：
 

1 11 1 4 1, ,
2

k k
k k

k

α αα θ
α

− −+ + −
= =  

其本质是迭代阈值算法(ISTA)的快速版本。 
在加速 ADMM 算法中，Nesterov 外推可以显著提高收敛速度，尤其是在早期迭代中。然而，在某些

情况下，外推可能导致算法不稳定甚至发散，保护条件的作用是在外推可能导致不稳定的情况下，自动

回退到原始 ADMM 更新。该机制具体表现在当条件 1 0
k

kγ γ η+ < 被满足时，采用外推。否则，我们保留未

经过θ 加速计算的原始更新值。这样，当外推导致残差度量 γ 过大(超过递减阈值)时，我们就放弃外推，

使用原始的 ADMM 更新，并且重置加速参数，重新开始加速过程。加速机制的目的是加快收敛速度，而

保护条件则确保算法在发散风险时回退到原始更新，从而保证稳定性。 
首先我们定义混合残差： 

2 21
1 1 12 2

ˆ ˆ ,k k k k ku u z zγ δ δ−
+ + += − + −  

其中 kz ，
ku 为上一步的迭代点，其次定义一个递减阈值η，随着迭代次数 k 的增加， kη 指数衰减，因此

0
kγ η 也会逐渐减小，这意味着在早期的迭代中，我们允许较大的外推步，而随着迭代进行，我们对外推

的要求越来越严格。在标准的 ADMM 中，我们定义残差有原始残差 k k kr x z= − 和对偶残差

( )1k k ks z zρ −= − ，在此框架下，对偶变量 u 的更新与原始残差有关，而变量 z 的更新与对偶残差有关，因

此 1kγ + 同时捕捉了原始变量和对偶变量的变化。其中η在这一过程中起关键性作用，其值选取通常在 0.8
到 0.99 之间。通过这种方式，算法在大多数情况下可以享受 Nesterov 加速带来的快速收敛，同时避免发

散风险。 
相对于非精确加速算法，保护条件的主要思想是通过监控外推步的适用性来确保稳定性。如果外推

步可能导致的不稳定(即不满足保护条件)，则拒绝外推步，回退到标准的非加速迭代。而非精确加速的主

要思想是在迭代过程中，允许子问题(如 ADMM 算法中的 z-更新)的求解存在一定的误差(即不要求精确

求解)，并通过控制误差的衰减速度来确保整体的收敛性，然而非精确加速需要设计合适的误差控制策略，
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如果误差控制的不好，可能会导致收敛变得更慢甚至发散，其理论分析更复杂。因此对于对数和正则化

该类非凸问题，保护条件的设立更能保证全局的收敛性。 
基于以上内容，我们给出 nADMMgd 算法。 
 

算法 1. 带保护条件的 n 加速 ADMM 算法(nADMMgd) 

初始化： 0 0 0 0x y u= = = ， 0 0 0y u= = ， 0k = 。 

步骤 1： 

( ) ( )T 221
2 2

1arg min
2 2

k k k k

x
x Ax b u x z x zρ+  = − + − + − 

 
 

( )T 21 1
21

arg min log 1
2

n
ik k k

z i

z
z u z x zρλ+ +

=

   ∈ + − + −  
   
∑ 

 

( )1 1 1k k k ku u x zρ+ + += + −  

( )1ˆk k k k kz z z zθ −= + −  

( )1ˆk k k k ku u u uθ −= + −  

2 21
1 1 12 2

ˆ ˆk k k k ku u z zγ δ δ−
+ + += − + −  

步骤 2： 

If 1 0k kγ γ η+ <  
1 1ˆk kz z+ +=  
1 1ˆk ku u+ +=  
Else 
1 1k kz z+ +=  
1 1k ku u+ +=  

end 

步骤 3：如果不满足终止条件则 1k k= + 转至步骤 1 

3. 数值实验 

在本节中，我们进行数值实验来研究 nADMMgd 算法在解决对数和正则化最小二乘问题的效果，所

有的代码都使用 Matlab 编写，并且在具有 12th Gen Intel(R) Core(TM) i5-12490F 3.00 GHz 和 16GB RAM
的 64 位的 PC 上在 Matlab 2024a 中进行实验。其中，对数和正则化最小二乘问题为： 

2
2

1

1min log 1 .
2

n
i

x i

x
Ax b λ

=

   − + +  
   

∑ 
 

在数值实验中，我们设置正则化参数为 5e 4λ = − 、 0.1= 来比较 nADMMgd算法与现有算法的性能。

针对问题，首先我们设置了一个具有独立同分布的标准高斯矩阵 A，其大小为 720i × 2560i，然后将该矩

阵归一化，使其每一列的范数均为单位范数。并生成一个 2560j 维的稀疏向量 y ，该向量包含 80i 个随机

位置、数值的非零元素，且这些非零元素服从标准正态分布，其中 1,2,3, ,10i =  表示实验的不同规模。

观测向量 b 通过 0.01b Ay ω= + ⋅ 生成，其中 mω∈ 是一个独立同分布的标准高斯噪声向量。我们使用 10
种不同规模(即不同 i)的矩阵 A 进行实验。对于每种规模，独立重复实验 20 次，并在每次实验中记录 CPU
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时间和算法停止迭代时的目标函数值作为性能评估指标。 
对于 nADMMgd 算法，经验调优后确定外推参数 1α = 和保护阈值参数 0.95η = 。此外，算法的终止

条件设置为： 
5 5

12 210 10 .k k k kx z z z− −
−− < − <或  

在表 1 中我们设置了不同的保护阈值参数η，实验表明当 0.95η = 时的 nADMMgd 算法收敛最快、

迭代次数最少，运行时间最短，且在两种不同规模下均适用，因此该参数具有良好的鲁棒性。在算法中

参数δ 的取值通常与罚参数 ρ 相关，因此不再做参数δ 的敏感性分析。 
 
Table 1. The influence of parameter η  in nADMMgd algorithm on the algorithm 
表 1. nADMMgd 算法中η 参数对算法的影响 

规模 η  Iters Time(s) Fval 

720*2560 

0.80 1636 1.7 9.33028e−02 

0.85 2072 2.3 9.76328e−02 

0.90 1814 1.9 9.76327e−02 

0.95 411 0.4 9.76253e−02 

0.99 653 0.7 9.76316e−02 

3600*12800 

0.80 1876 84.1 4.65579e−01 
0.85 1612 74.1 4.62300e−01 
0.90 1397 63.8 4.62300e−01 
0.95 446 21.6 4.65578e−01 
0.99 889 41.2 4.62299e−01 

 
Table 2. Comparison of accelerated ADMM algorithms under protected and unprotected conditions 
表 2. 有保护与无保护条件下加速 ADMM 算法比较 

Method M Iter Time(s) Fval 

nADMMgd 
720*2560 

382 0.41 9.330253e−02 

nADMM 679 0.71 9.330208e−02 

nADMMgd 
1440*5120 

424 3.03 1.866190e−01 

nADMM 780 5.55 1.866189e−01 

nADMMgd 
2160*7680 

440 7.24 2.793258e−01 

nADMM 842 13.64 2.793258e−01 

nADMMgd 
2880*10240 

447 13.49 3.738720e−01 

nADMM 873 25.74 3.738719e−01 

nADMMgd 
3600*12800 

454 22.34 4.655781e−01 

nADMM 909 43.46 4.655781e−01 

 
这里我们通过实验展示了带保护条件的加速 ADMM 算法与无保护的加速 ADMM 算法的效果，通过

表 2 我们可以看到带保护的算法相对于无保护的算法收敛速率更快、迭代次数更少，同时保持较高的恢

复精度。 
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Table 3. Noise signal recovery result 
表 3. 噪声信号恢复结果 

Problem Size Time(s) Fval 

m n 1 1IRL e  1 2IRL e  1 3IRL e  nADMMgd 1 1IRL e  1 2IRL e  1 3IRL e  nADMMgd 

720 2560 0.05 0.07 0.05 0.4 9.330500e−02 9.330224e−02 9.330273e−02 9.330253e−02 

1440 5120 0.56 0.73 0.60 2.95 1.866253e−01 1.866193e−01 1.866202e−01 1.866190e−01 

2160 7680 1.48 1.96 1.62 7.10 2.793357e−01 2.793262e−01 2.793278e−01 2.793258e−01 

2880 10,240 2.87 3.80 3.31 13.20 3.738860e−01 3.738724e−01 3.738746e−01 3.738720e−01 

3600 12,800 4.80 6.35 5.17 21.69 4.655960e−01 4.655788e−01 4.655817e−01 4.655781e−01 

4320 15,460 6.77 8.94 7.38 30.68 5.634407e−01 5.634210e−01 5.634245e−01 5.634202e−01 

5040 17,920 9.07 12.08 9.88 41.10 6.531319e−01 6.531102e−01 6.531141e−01 6.531094e−01 

5760 20,480 11.83 15.70 12.87 55.65 7.495698e−01 7.495439e−01 7.495483e−01 7.495428e−01 

6480 23,040 14.97 19.84 16.27 71.27 8.398036e−01 8.397736e−01 8.397785e−01 8.397724e−01 

7200 25,600 18.31 24.35 19.98 88.06 9.346740e−01 9.346408e−01 9.346464e−01 9.346393e−01 

 
根据我们的实验结果，表 3 显示了各算法在 5e 4λ = − ， 0.1= 参数选取下的迭代时间与收敛时的目

标函数值，其中加黑字体为最优的结果。从结果中可以看出，随着问题规模增大，nADMMgd 在收敛时

的目标函数值上的优势保持稳定，且与第二优的算法的差距基本保持在大约 1e−5 到 1e−4 量级。因此，

nADMMgd 算法在优化精度上具有明显优势，尽管计算时间较长。因此，在需要高精度的场景下，可以

选择 nADMMgd 算法。 
 

 
Figure 1. nADMMgd recovery results 
图 1. nADMMgd 恢复结果 

 
最后为了证明通过我们的算法恢复初始稀疏解的能力，我们绘制了 nADMMgd 求解(2)的获得的真实

信号与恢复信号，图 1表明我们的算法得到的恢复信号(用蓝色星号标记)接近真实信号(用红色圆圈标记)。 
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4. 结论 

本文提出了一种带保护条件的 Nesterov 加速 ADMM 算法，用于求解对数和正则化模型。通过数值

实验验证了该算法在稀疏信号恢复上恢复精度的优势。研究表明 nADMMgd 算法在不同规模的测试矩阵

上均表现出优异的性能，尤其是在大规模问题上，其计算精度明显优于 IRL1 类算法。尽管 nADMMgd 算

法在精度方面出色，但仍存在一些不足，例如其在计算效率上远低于普通算法。由于对数和正则化是非

凸函数，其目标函数可能存在多个局部极小值，导致算法收敛到不同的解，因此得到的解可能和目标函

数值有偏差。对于非凸问题，传统的 ADMM 收敛性理论(针对凸问题)不再适用。虽然近年有工作研究非

凸 ADMM 的收敛性，但通常需要较强的假设，且收敛速度难以保证。未来将在算法的收敛性分析方面进

行研究，如是否能在 KL 条件的假设下证明其收敛性，为算法的理论层面提供保障。 
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