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摘  要 

本文考虑带不等式约束的多目标区间值优化问题利用两种序关系分别建立了近似强KKT条件和强互补近

似KKT条件。在无任何约束规范的前提下，证明了近似强KKT条件和强互补近似KKT条件的充分和必要

条件。 
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Abstract 
This paper addresses multiobjective interval-valued optimization problems subject to inequality 
constraints. Two types of order relations are adopted to establish the approximate strong KKT con-
ditions and the strong complementary approximate KKT conditions, respectively. In the absence of 
any constraint qualification, both sufficient and necessary conditions for these approximate KKT 
conditions are proved. 
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1. 引言 

在工程设计、资源调度与经济决策等实际场景中，往往同时存在多个相互矛盾、无法同时达到最优

的优化目标，单目标优化模型难以客观刻画此类复杂决策需求，因此开展多目标优化理论研究具有重要

现实与理论价值。最优性条件是最优化理论的核心内容。为最优解的刻画和求解提供理论支撑，经典 KKT
最优性条件的成立需要严苛的约束规范，难以适配复杂的实际问题。近似 KKT 条件则通过松弛梯度平

衡，弱化了对约束规范的要求，适用性更强。因此近似最优性条件受到众多学者的关注。 
Haeser [1]率先提出连续变分不等式的近似 Karush-Kuhn-Tucker (AKKT)最优性条件。在此基础上，

Giorgi 等人[2]将 AKKT 条件的适用范围拓展至含等式与不等式约束的多目标优化问题，证明了在无需任

何约束规范的前提下，该条件是可行点成为局部弱有效解的必要条件，且在凸性假设下证明了最优性充

分条件。随后，Feng 和 Li [3]针对仅含不等式约束的光滑多目标优化问题，构建了近似强 Karush-Kuhn-
Tucker (ASKKT)条件，证实了局部有效点必满足 ASKKT 条件。后续，Mauyra 和 Mishra [4]进一步拓展

研究，针对含等式与不等式约束的光滑多目标优化问题提出强互补近似 Karush-Kuhn-Tucker (SCAKKT)
条件，该条件与 AKKT、ASKKT 条件存在差异。在上述研究基础上，Deng [5]等人将这类近似最优性条

件推广到讨论带等式与不等式约束的多目标分式规划问题。之后还有众多文献将近似 KKT 条件推广到带

其他约束的优化问题上，例如带双层约束[6]，锥约束[7] [8]，半无限约束[9] [10]的最优化问题上。 
现实生活中的许多不确定性问题，随机优化与模糊优化在数据不足时难以应用，而区间值优化规划

能够更简便、高效地处理含不确定性的优化问题。目前已有许多文献研究了区间值优化问题的各类求解

方法：Alefeld 与 Mayer [11]综述了区间算术的相关应用，Ishibuchi 和 Tanaka [12]提出了基于区间中心与

半宽的闭区间序关系，并给出多目标区间值优化问题的解概念。Wu [13]针对实数域全体闭区间上的两类

偏序(LU 序与 CW 序)，给出区间值优化问题的两种解定义以及其充分必要条件；之后，很多学者将区间

值优化问题的 KKT 条件推广到带有不同类型约束函数的问题上，Rani 等人[14]针对含消失约束的多目标

区间规划，推导了最优性条件与对偶结论。Yadav 和 Gupta [15]在约束规范与凸性假设下，给出带消失约

束的多目标区间半无限优化问题最优解的充要条件，并构建了该问题的 Wolfe 型、Mond-Weir 型对偶模

型。Van Su 与 Hang [16]研究带消失约束的非光滑半无限区间值多目标规划，借助 Hadamard 导数推导

KKT 型最优充要条件及对偶理论。诸多文献围绕拉格朗日对偶[17]、KKT 条件[18] [19]与多目标优化[20] 
[21]展开研究，但是对于多目标区间值优化问题的近似最优性条件的研究还很少见，受上述文献启发，我

们讨论区间值多目标优化问题的近似最优性条件。 
本文的结构安排如下：第 2 节回顾本文所需预备知识；第 3 节定义多目标区间值优化问题的两类近

似 KKT 条件，并证明了多目标区间值优化问题的最优性充分和必要条件；第 4 节则给出强互补近似 KKT
条件及其充分和必要条件。 

2. 预备知识 

记 I 为实数集 R 上全体闭区间构成的集族。若 A I∈ ，记 ,L UA a a =   ，其中 La 、 Ua 分别表示区间 A
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的下界与上界。设 , ULA aa =   ， ,L UB b b I = ∈  ，区间的运算定义如下[11]： 
(1) { }| , ,L L U UA B a b a A b B a b a b + = + ∈ ∈ = + + ； 
(2) { }| ,U LA a a A a a − = − ∈ = − − ； 
(3) ( ) ,L U U LA B A B a b a b − = + − = − − ； 

(4) { }
, 0

:
, 0

L U

U L

ka ka k
kA ka a A

ka ka k 

  ≥ =


∈
<

= 


。 

接下来我们回顾区间的序关系： 
定义 2.1. [17]设 , ULA aa =   ， , ULB bb =  都是闭区间，则 LU-序关系定义为： 
(1) LUA B 当且仅当 L La b≤ 且 U Ua b≤ ； 
(2) LUA B 当且仅当 LUA B 且 A B≠ 。这意味着下列关系至少一个成立： 

L L

U U

a b
a b
 <


≤
或

L L

U U

a b
a b
 ≤


<
或

L L

U U

a b
a b
 <


<
。 

定义 2.2. [12]设区间 , ULa IA a  ∈= ，记中心为 ( )1
2

C L Ua a a= + ，半宽 ( )1
2

W U La a a= − 。记 

,C WA a a= ， ,C WB b b= ，则CW -序关系定义为： 

(1) C C
CWA B a b⇔ ≤ 且 W Wa b≤ ； 

(2) CW CWA B A B⇔  且 A B≠ 。 
定义 2.3. [17]设 X 为 nR 中的开集，区间值函数 : nf R I→ ，满足 ( ) ( ) ( ),L Uf x f x f x =  ，若实值函

数 Lf 和 Uf 在 0x 处均可微，则称 f 在 0x 处弱可微。 
本文我们考虑如下多目标区间值优化问题 

(MIVP) 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2min , , ,

s.t. 0, 1, ,
p

j

F x f x f x f x

g x j m

 =


≤ =





 

其中 ( ) ( ) ( ),L U
i i if x f x f x =   ，   1, 2...i p= 均为区间值弱可微函数，约束函数 : n

jg R R→ 在 nR 上为实值可

微函数， 1, ,j m=  ，可行集记 ( ){ }0, 1, ,|n
jX x R g x j m= ∈ ≤ ∀ =  。 

定义 2.4. [17]若对任意 { }1, 2, ,i p∈  ，每个分量 ,L U
i i if f f =  均为闭区间，则 ( )1 2, , , pF f f f=  为区

间值 p 维向量。称 ( )1 2, , , pF f f f=  与 ( )1 2, , , pS s s s=  为两个区间值 p 维向量。定义如下偏序关系： 
(i) LUF S 当且仅当对任意下标 { }1,2, ,i p∈  ，均有 i LU if s ； 
(ii) LUF S 当且仅当对任意下标 { }1,2, ,i p∈  满足 i LU if s ，且至少存在一个下标 0i 使得

0 0i LU if s 。 
下面根据多目标区间值优化问题的两种序关系分别给出问题(MIVP)的最优解定义： 
定义 2.5. [17] 0x Z∈ 为问题(MIVP)的可行解。 
(1) 若存在 0δ > ，对任意可行点 ( )0 ,x X B x δ∈ ∩ ，均不满足 ( ) ( )0

LUF x F x ，则称 0x 为(MIVP)的局

部 Type-I Pareto 解。 
(2) 若存在 0δ > ，对任意可行点 ( )0 ,x X B x δ∈ ∩ ，均不满足 ( ) ( )0

CWF x F x ，则称 0x 为(MIVP)的局

部 Type-II Pareto 解。 
定义 2.6. [17] f 是定义在 nR 上的区间值函数。若对任意 nx R∈ 以及 ( )0,1λ∈ ，满足： 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 01 1LUf x x f x f xλ λ λ λ+ − + − ， 

则称 f 在 0x 处是 LU-凸的。 
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引理 2.1. [11] : nf R I→ 为区间值函数， ,L UA a a =   是区间，则 ( )lim
x c

f x A
→

= 成立当且仅当 

( )lim L L

x c
f x a

→
= ， ( )lim U U

x c
f x a

→
= 。 

引理 2.2. [21]设 f 是定义在 nR 上的区间值函数，则下列命题成立： 
(i) f 在 0x 处 LU-凸当且仅当 Lf 与 Uf 在 0x 处是凸的； 
(ii) f 在 0x 处 CW-凸当且仅当 Cf 与 Wf 在 0x 处是凸的。 

3. 多目标区间值优化问题的近似强 KKT 条件 

首先根据 LU-序关系给出多目标区间值优化问题的 LU-近似强 KKT 条件的定义。 
定义 3.1. 存在序列 kx ，乘子序列 ,k L p

i Rλ +⊂ 、 ,k U p
i Rλ +⊂ 以及 k m

j Rµ +⊂ ，满足： 

(LU-A0) 0kx x→ ， 

(LU-A1) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
0

p p m
k L L k k U U k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ →∑ ∑ ∑ ， 

(LU-A2) , ,1, 1, 1, ,k L k U
i i i pλ λ≥ ≥ =  ， 

(LU-A3) ( )0 0jg x < ⇒对充分大的 k ， 0, 1, ,k
ju j m= =  。 

则称多目标区间值优化问题(MIVP)在可行点 0x X∈ 处满足 LU 序关系下的区间近似强 KKT 条件(LU-
ASKKT 条件)。 

注 1. 区间值优化问题(MIVP)中的目标函数的每个分量都满足 ( ) ( )L U
i if x f x= ，则定义 3.1 退化为[3]

中的实值函数的 ASKKT 条件。 
由定义 3.1，类似的可以定义在 CW-序关系下的 CW-ASKKT 条件如下： 
定义 3.2. 存在序列 kx ，乘子序列 ,k C p

i Rλ +⊂ 、 ,k W p
i Rλ +⊂ 以及，满足： 

(CW-A0) 0kx x→ ， 

(CW-A1) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
0

p p m
k C C k k W W k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ →∑ ∑ ∑ ， 

(CW-A2) , ,1, 1, 1, ,k C k W
i i i pλ λ≥ ≥ =  ， 

(CW-A3) ( )0 0jg x < ⇒对充分大的， 0, 1, ,k
j j mµ = =  。 

则称区间值多目标优化问题(MIVP)在可行点处满足 CW 序关系下的区间近似强 KKT 条件(CW-ASKKT 条

件)。 
定理 3.1. (必要条件) 若 0x 为区间值多目标规划问题(MIVP)的局部 Type-I Pareto 解，则 0x 满足 LU-

ASKKT 条件。  
证明. 设 0x 是(MIVP)的局部 Type-I Pareto 解，首先证明 0x 是以下标量化问题的局部极小点。 

 
( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0

min ,

s.t. , , , 1, , .

p
L U

i i
i

L L U U
i i i i

f x f x

x X f x f x f x f x i r
=

+

∈ ≤ ≤ =

∑



 (1) 

假设 0x 不是(1)的局部极小点，即对于任意 ( )0,ε δ∈ ，在 ( )0 ,x X B x ε∈ ∩ 满足： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,L L U L
i i i if x f x f x f x≤ ≤ 且： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0

0 0

1 1

p p
L U L U

i i i i
i i

f x f x f x f x
= =

+ < +∑ ∑  

这就意味着至少存在一个下标 0i ，得： 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0 .L U L U
i i i if x f x f x f x+ < +  

结合约束 ( ) ( )0L L
i if x f x≤ ， ( ) ( )0U U

i if x f x≤ 对全部 i 成立，则以下 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0

0

L L
i i

U U
i i

f x f x

f x f x

 <


=
或

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0

0

L L
i i

U U
i i

f x f x

f x f x

 =


<
或

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0

0

L L
i i

U U
i i

f x f x

f x f x

 <


<
 

必有其中一种情况成立。即 ( ) ( )0
LUF x F x ，且 ( )0 ,x X B x δ∈ ∩ 。这与 0x 是局部 Type-I Pareto 解的定

义矛盾。 
进一步，为了能够使用外罚函数来构造 ASKKT 条件所需要的点序列与乘子序列，我们将优化问题

(1)转化为一个带约束的标量极小化子问题： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

20

1

0 0 0

1min ,
2

s.t. , , ,

p
L U

i i
i

L L U U
i i i i

f x f x x x

f x f x f x f x x x x Xδ
=

+ + −

≤ ≤ − ≤ ∈

∑
 

由 0x 为问题(1)的局部Type-I Pareto解，对于
201

2
x x− 仅在 0x x= 时取 0，故 0x 为此问题唯一全局极小点。

设数列{ }kρ 满足 0kρ > 且 ( )k kρ → +∞ →∞ ，定义外罚函数： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

20

1

2 20 0 2

1 1

1
2

2

p
L U

k i i
i

p m
L L U Uk

i i i i j
i j

x f x f x x x

f x f x f x f x g xρ
=

++ += =

Ψ = + + −

  + − + − +    

∑

∑ ∑
 

其中 ( ) ( ){ }max 0,f x f x
+
= 。对于以下优化问题： 

( )0min kx x
x

δ− ≤
Ψ ， 

由于约束 0x x δ− ≤ 确定的闭球是 nR 中的有界闭集，罚函数 ( )k xΨ 是由可微函数组合构成的，所以

( )k xΨ 连续，根据极值定理，连续函数定义在紧集上必存在极小点，因此一定存在最优解，记为 kx 。又

由于闭球 ( )0 ,B x δ 紧， kΨ 连续，结合外罚收敛理论，当罚参数 kρ → +∞时，不符合约束 0x x δ− ≤ 的点

会使罚项趋于正无穷，因而无法成为罚函数的极小点，即：当 k → +∞时， 0kx x→ ，即满足了 ASKKT
条件的(A1)条件。当 k 充分大时， kx 满足约束 0x x δ− ≤ ，所以 ( ) 0k

k x∇Ψ = ，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 1 1

0

1 1
0,

p p p
L k U k k L k L L k

i i k i i i
i i i

p m
U k U U k k k

k i i i k j j
i j

f x f x x x f x f x f x

f x f x f x g x g x

ρ

ρ ρ

+= = =

++= =

∇ + ∇ + − + − ∇

+ − ∇ + ∇ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

构造乘子序列： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 , 01 , 1 , .k L L k L k U U k U k k
i k i i i k i i j k jf x f x f x f x g xλ ρ λ ρ µ ρ

++ +
= + − = + − =  

有： 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0

1 1 1
0,

p p m
k L L k k U U k k k k
i i i i j j

i i j
f x f x x x g xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + − + ∇ =∑ ∑ ∑  

显然， , ,1, 1k L k U
i iλ λ≥ ≥ ，满足(LU-A2)。结合 ( )0kx x k→ →+∞ ，可得： 
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( ) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
0 ,

p p m
k L L k k U U k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g x kλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ → →+∞∑ ∑ ∑  

即(LU-A1)成立。 
若 ( )0 0jg x < ，由 jg 连续性，存在充分大的 K ，当 k K> 时， ( ) 0k

jg x < ，故 ( ) 0k
jg x

+
= ， 0k

jµ = ，

条件(LU-A3)成立。综上，满足区间值优化问题的 LU-ASKKT 条件，定理得证。 
下面给出一个算例，说明在不满足约束规范时传统 KKT 失效，但本文的 LU-ASKKT 条件仍然成立。 
例 1. 考虑二维多目标区间值优化问题： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 2

2
1 1 2 2

min , ,

s.t. 0, 0.

F x F x F x

g x x g x x

=

= ≤ = ≤
 

其中 ( ) 2 2
1 1 2 1 2, 1F x x x x x = − − + ， ( ) 2 2

2 1 2 1 22 , 2 1F x x x x x = − − +  ，取解 ( )0,0x = 。容易验证， x 是该问题

的局部 Type-I Pareto 解。在 x 处： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T
1 1 2 20, 1 , 0, 1 , 0, 1 , 0, 1 .L U L Uf x f x f x f x∇ = − ∇ = − ∇ = − ∇ = −  

同时，约束函数的梯度为 ( ) ( )T
1 0,0g x∇ = ， ( ) ( )T

2 0,1g x∇ = 。由于 ( ) ( )T
1 0,0g x∇ = ，不满足 MFCQ 约束 

规范，因此经典 KKT 条件无法直接应用。下面验证本文提出的 LU-ASKKT 条件。取序列
1 ,0kx
k

 =  
 

，

则 kx x→ 。在 kx 处，有： 

( ) ( ) ( ) ( )
T T T T

1 1 2 2
2 2 4 4, 1 , , 1 , , 1 , , 1 .L k U k L k U kf x f x f x f x
k k k k

       ∇ = − ∇ = − ∇ = − ∇ = −       
       

 

并且 ( )
T

1
2 ,0kg x
k

 ∇ =  
 

， ( ) ( )T
2 0,1kg x∇ = 。令 , , , ,

1 1 2 2
1
2

L k U k L k U kλ λ λ λ= = = = ，以及 1 0kµ = ， 2 2kµ = 。则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , , ,
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

T T T T T
T1 2 1 2 1 4 1 4 6, 1 , 1 , 1 , 1 2 0,1 ,0 .

2 2 2 2

L k L k U k U k L k L k U k U k k k k kf x f x f x f x g x g x

k k k k k

λ λ λ λ µ µ∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇

         = − + − + − + − + =         
         

 

进一步可知， ( )
T

T6lim ,0 0,0
k k→+∞

  = 
 

。同时， , 0L k
iλ ≥ ， , 0U k

iλ ≥ ， 0k
jµ ≥ 。故满足 LU-ASKKT 条件，即 ( )0,0x =

满足本文提出的近似强 KKT 条件。 
定理 3.2. 若 0x 为区间值多目标规划问题(MIVP)的局部 Type-II Pareto 解，则 0x 满足 CW-ASKKT 条

件。 
证明. 根据定义 2.2，CW-序通过区间的中心和半宽的比较，它与 LU-序在最优解定义和可微结构上

具有形式同构性。因此证明思路与定理 3.1 一致：将定理 3.1 中基于 LU-序的区间上界、下界函数 

( ) ( ),L U
i iF x F x 分别替换为 CW-序对应的区间中心函数 ( )C

iF x 与半宽函数 ( )W
iF x ；同时将 Type-I Pareto

解换为 Type-II Pareto 解，LU-ASKKT 条件换为 CW-ASKKT 条件，外罚函数构造、乘子定义以及极限推

导步骤完全沿用定理 3.1。 
接下来，我们给出凸性假设下，故 ASKKT 点就是(MIVP)的 Type-I Pareto 解。 
定理 3.3. (充分条件)设： ( )if i I∈ 为 LU-凸函数， ( )jg j J∈ 为凸函数，问题(MIVP)在 0x ∈Ω处满足

LU-ASKKT 条件，且 , , 0, 0,lim , ,k L k U L U
i i i ik
λ λ λ λ

→∞
   =   ，

0lim k
j jk

µ µ
→∞

= ，则 0x 是(MIVP)的 Type-I Pareto 解。 

证明. 采用反证法，假设 0x 不是 Type-I Pareto 解，则存在可行点 x X∈ ，使得 ( ) ( )0
LUF x F x ，即： 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0, , 1, , ,L L U U
i i i if x f x f x f x i p≤ ≤ ∀ =   

且至少存在下标 0i ，满足 ( ) ( )0 0

0L L
i if x f x< 或 ( ) ( )0 0

0U U
i if x f x< 。由 if 是 LU-凸函数、 jg 是凸函数： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,L L k L k k
i i if x f x f x x x− ≥ ∇ −


 (2)  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,U U k U k k
i i if x f x f x x x− ≥ ∇ −


 (3)  

 ( ) ( ) ( ) ( ).k k k
j j jg x g x g x x x− ≥ ∇ −


 (4)  

对(2)-(4)式子两边分别乘 , ,1, 1, 0k L k U k
i i jλ λ µ≥ ≥ ≥ ，并求和： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

1 1 1

, ,

1 1 1
,

p p m
k L L L k k U U U k k k
i i i i i i j j j

i i j

p p m
k L L k k U U k k k k
i i i i j j

i i j

f x f x f x f x g x g x

f x f x g x x x

λ λ µ

λ λ µ

= = =

= = =

− + − + −

 
≥ ∇ + ∇ + ∇ − 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

整理移项得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

1 1 1

, ,

1 1 1

, ,

1 1 1
,

p p m
k L L k U U k
i i i i j j

i i j

p p m
k L L k k U U k k k
i i i i j j

i i j

p p m
k L L k k U U k k k k
i i i i j j

i i j

f x f x g x

f x f x g x

f x f x g x x x

λ λ µ

λ λ µ

λ λ µ

= = =

= = =

= = =

+ +

≥ + +

 
+ ∇ + ∇ + ∇ − 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑


 

因 x X∈ ，故 ( ) 0jg x ≤ ，结合 0k
jµ ≥ 有 ( )

1
0

m
k
j j

j
g xµ

=

≤∑ ，故： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

1 1 1 1 1

, ,

1 1 1
,

p p p p m
k L L k U U k L L k k U U k k k
i i i i i i i i j j

i i i i j

p p m
k L L k k U U k k k k
i i i i j j

i i j

f x f x f x f x g x

f x f x g x x x

λ λ λ λ µ

λ λ µ

= = = = =

= = =

+ ≥ + +

 
+ ∇ + ∇ + ∇ − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  (5)  

令 k →∞，考虑 ( )
1

m
k k
j j

j
g xµ

=
∑ ，若 ( )0 0jg x < ，由(LU-A3)，k 充分大时 0k

jµ = ，该项恒为 0；若 ( )0 0jg x = ，

则 ( ) 0k
jg x → ，结合 0k

j jµ µ→ ，得 ( ) 0k k
j jg xµ → 。综上 ( )

1
0

m
k k
j j

j
g xµ

=

→∑ ，由 0kx x→ 与条件(LU-A1)梯

度项趋于 0，对(5)式两边令 k →∞： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0, 0 0, 0

1 1
0,

p p
L L L U U U

i i i i i i
i i

f x f x f x f xλ λ
= =

− + − ≥∑ ∑  (6)  

但根据反证假设： ( ) ( )0 0L L
i if x f x− ≤ ， ( ) ( )0 0U U

i if x f x− ≤ ，且至少一项严格小于 0，又 , 1k L
iλ ≥ ， , 1k U

iλ ≥ ，

因此(6)式左侧求和严格小于 0，与(5)式矛盾。故原假设不成立， 0x 是(MIVP)全局 Type-I Pareto 解。 
定理 3.4. 设： ( )if i I∈ 为 LU-凸函数， ( )jg j J∈ 为凸函数，问题(MIVP)在 0x ∈Ω处满足 CW-ASKKT

条件，且 , , 0, 0,lim , ,k C k W C W
i i i ik
λ λ λ λ

→∞
   =   ，

0lim k
j jk

µ µ
→∞

= ，则 0x 是(MIVP)的 Type-II Pareto 解。 

证明. 证明逻辑与定理 3.3 类似。 

https://doi.org/10.12677/orf.2026.165031


师茗萱，王海军 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2026.165031 29 运筹与模糊学 
 

4. 多目标区间值优化问题的强互补近似 KKT 条件 

本节，我们将[4]中的实值目标函数的强互补近似 KKT 条件推广到区间值优化问题上，并给出其充分

以及必要条件。 
定义 4.1. 设 0x X∈ 为(MIVP)可行点，若存在序列 kx 、区间乘子 , ,,k L k U

i iλ λ 、约束乘子 k m
j Rµ +⊂ ，满

足： 

(LU-C0) ( )0kx x k→ →∞ ， 

(LU-C1) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
0

p p m
k L L k k U U k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ →∑ ∑ ∑ ， 

(LU-C2) , ,0, 0, ,k L k U
i i i kλ λ> > ∀ ， 

(LU-C3) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 , 0lim 0, lim 0, lim 0, ,k L L k L k U U k U k k
i i i i i i j jk k k

f x f x f x f x g x i jλ λ µ
→∞ →∞ →∞

− = − = = ∀ 。 

则称多目标区间值优化问题(MIVP)在可行点 0x X∈ 处满足LU序关系下的区间强互补近似KKT条件(LU-
SCAKKT 条件)。 

注 2. 若区间值优化问题(MIVP)中的目标函数的每个分量都满足 ( ) ( )L U
i if x f x= ，则定义 4.1 退化为

[4]中的实值函数的 SCAKKT 条件。 
类似定义 3.2，我们也可以得到在 CW-序关系下的 SCAKKT 条件。 
定义 4.2. 设 0x X∈ 为(MIVP)可行点，若存在序列{ }k nx R⊂ 、乘子{ } { }, ,,k C k W

i iλ λ 、约束乘子{ }k
j Rµ +⊂ ，

满足： 

(CW-C0) ( )0kx x k→ →∞ ， 

(CW-C1) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
0

p p m
k C C k k W W k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ →∑ ∑ ∑ ， 

(CW-C2) , ,0, 0, ,k C k W
i i i kλ λ> > ∀ ， 

(CW-C3) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 , 0lim 0, lim 0, lim 0, ,k C C k C k W W k W k k
i i i i i i j jk k k

f x f x f x f x g x i jλ λ µ
→∞ →∞ →∞

− = − = = ∀ 。 

则称多目标区间值优化问题(MIVP)在可行点 0x X∈ 处满足 CW-序关系下的区间强互补近似 KKT 条件

(CW-SCAKKT 条件)。 
注 3. 与 ASKKT 条件相比，SCAKKT 条件在梯度渐近平衡的基础上进一步加入了互补条件，对目标

函数乘子和约束乘子与相应函数值之间的关系进行了限制。因此，SCAKKT 条件包含了更多的最优性信

息，能够提供更强的最优性刻画。文献[4]中已有例子表明，ASKKT 条件可推出 SCAKKT 条件，但反之

一般不成立。 
定理 4.1. (必要条件)若 0x 是(MIVP)的局部 Type-I Pareto 解，则 0x 满足-SCAKKT 条件。 
证明. 设 0x 为局部 Type-I Pareto 有效解，则存在 0δ > ，不存在 ( )0 ,x X B x δ∈ ∩ 满足 ( ) ( )0

LUF x F x ，

构造标量化约束优化子问题： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 0

min

s.t. , , 0, , , .

p
L U

i i
i

L L U U
i i i i j

f x f x

f x f x f x f x g x x x i jδ
=

+

≤ ≤ ≤ − ≤ ∀

∑
 

由定理 3.1 可知 0x 是该问题的唯一极小点，取 0iw > ，引入正则项构造优化问题： 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20

1

0 0 0

1min ,
2

s.t. , , 0, , , .

p
L U

i i i
i

L L U U
i i i i j

w f x f x x x

f x f x f x f x g x x x i jδ
=

+ + −

≤ ≤ ≤ − ≤ ∀

∑
 

0x 仍是上述问题的唯一极小点。取罚参数序列{ }kρ 满足 ( )k kρ → +∞ →∞ ，定义外罚函数： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

220 0

1 1

2 20

1 1

1
2 2

,

p p
L U L Lk

k i i i i i
i i

p m
U U

i i j
i j

x w f x f x x x f x f x

f x f x g x

ρ
+= =

++= =


Ψ = + + − + −


+ − + 


∑ ∑

∑ ∑
 

其中 ( )( ) ( ){ }max 0,f x f x
+
= ，考虑如下优化问题： 

( )
0

min k
x x

x
δ− ≤
Ψ  

由于闭球 ( )0 ,B x δ 紧集且 kΨ 连续，最优解必然存在，记其全局最优解为 kx 。因 0x 是可行点，代入罚函

数得 ( ) ( ) ( )( )0 0 0

1

p
L U

k i i i
i

x w f x f x
=

Ψ = +∑ ，结合 kx 为极小点有 ( ) ( )0k
k kx xΨ ≤ Ψ ，展开不等式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

220 0

1 1

2 20 0 0

1 1 1

1
2 2

,

p p
L k U k k L k Lk

i i i i i
i i

p pm
U k U k L U

i i j i i i
i j i

w f x f x x x f x f x

f x f x g x w f x f x

ρ
+= =

+ += = =


+ + − + −


+ − + ≤ +


∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

假设存在子列 0tkx z x→ ≠ ，则括号内罚项和严格大于 0，
tkρ → +∞左侧趋于正无穷，与上界矛盾，故必

有 0kx x→ 。当 k 分大时 kx 为闭球内点，满足 ( ) 0k
k x∇Ψ = 。对罚函数求梯度得： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

0 0

1 1 1

0

1 1
0,

p p p
L k U k k L k L L k

i i i i k i i i
i i i

p m
U k U U k k k

k i i i k j j
i j

w f x w f x x x f x f x f x

f x f x f x g x g x

ρ

ρ ρ

+= = =

+ += =

∇ + ∇ + − + − ∇

+ − ∇ + ∇ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (7)  

定义乘子序列： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )

, 0

, 0

0,

0,

0.

k L L k L
i i k i i

k U U k U
i i k i i

k k
j k j

w f x f x

w f x f x

g x

λ ρ

λ ρ

µ ρ

+

+

+

= + − >

= + − >

= ≥

 

将乘子代入式(7)得： 

( ) ( ) ( ), , 0

1 1 1
,

p p m
k L L k k U U k k k k
i i i i j j

i i j
f x f x g x x xλ λ µ

= = =

∇ + ∇ + ∇ = −∑ ∑ ∑  

对上式两边令 k →∞，由 0kx x→ 可知右侧极限为 0，于是： 

( ) ( ) ( ), ,

1 1 1
lim 0,

p p m
k L L k k U U k k k
i i i i j jk i i j

f x f x g xλ λ µ
→∞ = = =

 
∇ + ∇ + ∇ = 

 
∑ ∑ ∑  

(LU-C1)成立。再由 ( ) ( )0k
k kx xΨ ≤ Ψ 移项可得： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 220 0 0

1 1 1

1 0,
2 2

p p m
k L k L U k U kk

i i i i j
i i j

x x f x f x f x f x g xρ
+ + += = =

  − + − + − + ≤ 
  
∑ ∑ ∑  

令 k →∞，因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 20 0

1 1 1
lim 0,

p p m
L k L U k U k

k i i i i jk i i j
f x f x f x f x g xρ

→∞ + + += = =

  − + − + = 
  
∑ ∑ ∑  

结合乘子定义， ( ) ( )( ), 0k L L k L
i i k i iw f x f xλ ρ

+
− = − ， ( ) ( )( ), 0k U U k U

i i k i iw f x f xλ ρ
+

− = − ， ( )( )k k
j k jg xµ ρ

+
= ，

可推导出： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 , 0lim 0, lim 0, lim 0, , .k L L k L k U U k U k k
i i i i i i j jk k k

f x f x f x f x g x i jλ λ µ
→∞ →∞ →∞

− = − = = ∀  

LU-C3 成立。综上，局部 Type-I Pareto 有效解 0x 满足全部 LU-SCAKKT 条件，定理 4.1 得证。 
定理 4.2. 若 0x 是(MIVP)的局部 Type-II Pareto 解，则 0x 满足 CW-SCAKKT 条件。 
证明. 证明逻辑类似定理 4.1。 
定理 4.3. (充分条件)设目标函数 ( ) ( ) ( ),L U

i i iF x f x f x =   均为 LU-凸函数，约束 ( )jg x 为凸函数，

0x X∈ 满足 LU-SCAKKT 条件，区间乘子序列收敛： , , 0, 0,lim , ,k L k U L U
i i i ik
λ λ λ λ

→∞
   =   ，

, 0,lim k L L
j jk

µ µ
→∞

= ，则 0x

是(MIVP)的 Type-I Pareto 有效解。 
证明. 证明逻辑类似定理 3.3。 
定理 4.4. 设目标函数 ( ) ( ) ( ),C W

i i iF x f x f x= 均为 CW-凸函数，约束 ( )jg x 为凸函数，区间乘子序列收

敛： , , 0, 0,lim , ,k C k W C W
i i i ik
λ λ λ λ

→∞
   =   ，

0lim k
j jk

µ µ
→∞

= ，满足 CW-SCAKKT 条件，则 0x 是(MIVP)的 Type-II Pareto

有效解。 
证明. 证明逻辑类似定理 3.3。 

5. 总结 

本文研究了带不等式约束的多目标区间值优化问题的近似最优性条件。针对 LU-序与 CW-序两类常

用区间偏序关系，分别引入区间值框架下的近似强 KKT 条件与强互补近似 KKT 条件。在不施加任何约

束规范的前提下，利用外罚函数证明了上述近似 KKT 条件的必要性；在区间凸性假设下，进一步建立了

对应的充分性结果。未来可结合本文建立的近似最优性条件，进一步研究相应的数值算法，或者带有平

衡约束和消失约束的多目标区间值优化问题。 
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