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摘  要 

针对释放时间和固定周期维护约束下的单机双代理调度问题，以最小化两代理最大完工时间的加权和

min Z = CA + θCB为目标，建立混合整数规划模型。考虑到释放时间、维护停机和不可中断加工共同导致

的搜索空间扩张，设计一种分支定界算法。首先利用多种排序规则及局部邻域变换构造可行解，从而获

得搜索树的初始上界；再通过放松不可抢占约束建立可抢占松弛下界，并分别利用释放时间阈值下的有

效加工容量约束和周期运行窗口的装箱可行性约束构造容量下界与装箱下界，取三者最大值形成节点复

合下界。在此基础上，根据节点状态之间的偏序关系建立状态支配规则，并利用同代理工件的可行插入

关系构造插入支配规则，在保持全局最优性的条件下消除重复状态和劣势分支。数值实验采用不同规模

随机实例，并与混合整数规划求解器CPLEX进行比较。在30组测试实例中，所构造分支定界算法有18组
获得更小的限时目标函数值，其余12组与CPLEX所得结果相同；所构造初始上下界的平均最优性间隙约

为2.80%，状态支配规则的总体剪枝命中率达到44.15%。实验结果表明，基于整数规划、松弛下界与支

配关系构造的分支定界方法能够有效压缩离散可行解空间，并提高该类单机双代理组合优化问题的精确

求解效率。 
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Abstract 
For the single-machine dual-agent scheduling problem under release time and fixed periodic mainte-
nance constraints, this study establishes a mixed-integer programming model with the objective of 
minimizing the weighted sum of the maximum completion times of the two agents, i.e., min Z = CA + 
θCB. To address the expansion of the search space caused by release times, maintenance downtime, 
and non-preemptive processing, a branch-and-bound algorithm is designed. First, feasible solutions 
are constructed using multiple sorting rules and local neighborhood transformations to obtain the 
initial upper bound of the search tree. Subsequently, a preemptive relaxation is applied by relaxing 
the non-preemptive constraint to derive a preemptive lower bound; additionally, capacity lower 
bounds and packing lower bounds are constructed by employing, respectively, the effective pro-
cessing capacity constraint under a release time threshold and the packing feasibility constraint 
under a periodic operation window. The maximum of these three bounds is then taken to form the 
composite node lower bound. Building upon this foundation, a state domination rule is established 
based on the partial order between node states, and an insertion domination rule is constructed 
using the feasible insertion relationships among workpieces belonging to the same agent. This ap-
proach eliminates duplicate states and suboptimal branches while preserving global optimality. Nu-
merical experiments were conducted using randomly generated instances of varying sizes, and the 
results were compared against those obtained by the mixed-integer programming solver CPLEX. 
Across 30 test instances, the proposed branch-and-bound algorithm achieved smaller time-limited 
objective function values in 18 instances, while in the remaining 12 instances, the results were iden-
tical to those of CPLEX; the average optimality gap of the constructed initial upper and lower bounds 
was approximately 2.80%, and the overall pruning hit rate of the state domination rule reached 
44.15%. Experimental results demonstrate that the branch-and-bound method—constructed based 
on integer programming, relaxation lower bounds, and dominance relations—can effectively com-
press the discrete feasible solution space and improve the efficiency of solving this class of single-
machine dual-agent combinatorial optimization problems exactly. 
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1. 引言 

单机调度问题是组合优化领域中的经典研究问题，由于工件排序决策具有排列组合特征，随着问题

规模增加，其可行解空间通常呈指数增长，导致大量调度问题具有较高的计算复杂性。Lenstra 等[1]从计

算复杂性角度对机器调度问题进行了系统分析，指出许多调度模型属于 NP-hard 问题。因此，如何建立

有效的数学规划模型并设计高效精确算法一直是离散优化领域的重要研究方向。 
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双代理单机调度是在经典单机调度问题基础上发展形成的一类组合优化模型。Yin 等[2]研究了具有

可指派交期约束的双代理单机调度问题，分析了不同目标组合下问题的复杂性，并设计了相应求解方法。

Liu 等[3]考虑加工时间变化因素下的双代理调度问题，研究了代理目标与排序结构之间的关系。He 和

Leung [4]进一步研究了时变加工条件下的双代理调度问题，并分析了组合优化结构下的求解性质。Zhang
和 Wang [5]针对双代理调度中的加权延迟目标，研究了不同目标组合形式下的问题复杂性。Yu 等[6]进一

步考虑释放时间约束，研究了以两个代理最大完工时间加权和为目标的单机双代理调度问题，并建立混

合整数规划模型与近似算法。 
经典双代理调度问题通常假设所有工件在初始时刻均可加工，而实际离散优化模型中，工件释放时

间会进一步限制可行调度集合。Dyer 和 Wolsey [7]从整数规划角度研究了带释放时间单机排序问题，建

立了相应混合整数规划模型，并通过松弛方法分析问题结构。Yu 等[6]针对带释放时间的双代理单机调度

问题，研究了释放约束下两个代理最大完工时间之间的协调关系，并提出相应算法。除释放时间外，机

器不可用约束也是影响单机调度可行结构的重要因素。Hsu 等[8]研究了带维护活动的单机调度问题，并

建立相应整数规划模型。Zhao 和 Tang [9]针对维护约束下的单机调度问题，研究了机器维护活动与加工

过程之间的数学关系。Hfaiedh 等[10]进一步研究了包含机器不可用区间的单机调度问题，并利用松弛方

法构造有效下界，设计分支定界算法求解精确解。 
对于具有复杂约束的离散组合优化问题，分支定界算法是一类重要的精确求解方法。Lee 等[11]针对

双代理单机调度问题设计了分支定界算法，并利用界限条件提高求解效率。Luo 和 Chu [12]研究了具有复

杂排序约束的单机调度问题，构造上下界信息并提出分支定界方法。 
本文的主要贡献包括以下两个方面：(1) 以两个代理最大完工时间的加权和最小化为目标，建立带释

放时间和固定周期维护的单机双代理调度混合整数规划模型。(2) 提出一种分支定界算法，有效解决了面

向该问题的中小规模车间调度求解。 

2. 问题描述与建模 

2.1. 问题描述 

设单台机器加工代理 A 和代理 B 的工件，工件集合为 A BJ J J= ∪ 且 A BJ J∩ =∅。工件 i 具有加工

时间 pi 和释放时间 ri，只能在 ri 之后开始。每个维护周期包含长度为 T 的运行窗口和长度为 U 的固定维

护区间，周期长度 H T U= + 。第 k 个运行窗口为 [ ),kH kH T+ ，维护区间为 ( ) ), 1kH T k H+ + ， Zk +∈ 。

所有工件均不可抢占、不可跨维护区间，且任意时刻至多加工一个工件。目标是最小化两个代理最大完

工时间的加权和。 
分支定界节点以已排前缀及其最早可行解码状态表示。设节点 ν位于深度 τ，前缀为 πτ，未排集合为

Rτ = J\πτ，前缀最后完工时刻为 tτ，当前运行窗口剩余容量为 ωτ，前缀中代理 A、B 的最大完工时间分别

为 ACτ 、 BCτ ，节点下界为 LBτ，则节点状态为： 

 ( ), , , , , , ,A BR t C C LBτ τ τ τ τν τ π ω=  (1) 

给定绝对时刻 tτ，ωτ可由固定日历唯一确定。若 tτ位于运行窗口内，则 ωτ为该窗口终点与 tτ之差；若

tτ位于维护区间，则状态先推进至下一运行窗口起点并令 ωτ = T。扩展节点时，算法选择 j Rτ∈ ，按 rj 和

固定运行窗口计算其最早可行开工与完工时刻，再更新 tτ、ωτ及相应代理的前缀最大完工时间。 

2.2. 问题建模 

表 1 给出主要集合、参数和变量。 
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Table 1. Main notation of the mixed-integer programming model 
表 1. 混合整数规划模型主要符号 

符号 含义 

J 全部工件集合， A BJ J J= ∪  

JA, JB 代理 A、B 的工件集合 

n 工件总数|J| 

pi 工件 i 的加工时间 

ri 工件 i 的释放时间 

T 每个周期的可加工时长 

U 固定维护时长 

H 周期长度， H T U= +  

θ 代理 B 最大完工时间的非负权重 

Si 工件 i 的开工时刻(整数) 

qi 工件 i 所属的固定运行周期索引(整数，qi ≥ 0) 

xij i<j 时的先后变量；xij = 1 表示 i 在 j 之前 

CA, CB 代理 A、B 的最大完工时间 

Qmax 安全的最大周期索引 

M 两两互斥约束中的充分大常数 

 
目标函数为两个代理最大完工时间的加权和： 

 min A BZ C Cθ= +  (2) 

混合整数规划模型： 

 ,i iS r i J≥ ∀ ∈  (3) 

 ,i iHq S i J≤ ∀ ∈  (4) 

 ,i i iS p Hq T i J+ ≤ + ∀ ∈  (5) 

 ( )1 ,i i j ijS p S M x i j+ ≤ + − ∀ <  (6) 

 ,j j i ijS p S Mx i j+ ≤ + ∀ <  (7) 

 ,A i i AC S p i J≥ + ∀ ∈  (8) 

 ,B i i BC S p i J≥ + ∀ ∈  (9) 

 0 , ,UB
i iS C S i J+≤ ≤ ∈ ∀ ∈  (10) 

 min
max , ,i i iq q Q q i J+≤ ≤ ∈ ∀ ∈  (11) 

 0 , , ,UB
A B A BC C C C C +≤ ≤ ∈  (12) 

 { }0,1 ,ijx i j∈ ∀ <  (13) 

式(2)~(10)构成完整的混合整数规划模型。式(2)为目标函数，即最小化代理 A 与代理 B 最大完工时间的

加权和；式(3)为工件释放时间约束，保证每个工件不得早于其释放时刻开始加工。式(4)~(5)为固定维护

窗口约束，其中式(4)限定工件开工时刻不早于所属运行周期的起点，式(5)保证工件在该运行窗口结束前
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完成，从而禁止工件在维护期间加工或跨越维护区间。式(6)~(7)为单机互斥约束，通过二元变量 xij 确定

任意两个工件的加工先后关系，保证任意时刻机器至多加工一个工件；式(8)~(9)分别定义代理 A 和代理

B 的最大完工时间。式(10)~(13)给出各决策变量的取值范围以及运行周期索引的安全上下界。 

3. 分支定界算法 

分支定界算法是一种用于求解组合优化问题的精确式算法，它基于枚举的思想，通过系统搜索解空

间寻找最优解。分支定界算法的性能主要取决于问题上下界，搜索方式和剪枝策略。本节针对问题特征

设计了有效的问题上下界和剪枝规则。 

3.1. 上界 

优秀的上界能够有效提升算法效率，本文构造多策略上界生成方法。对于任一搜索节点ν ，首先固

定当前已排前缀 τπ ，并针对剩余工件集合 Rτ 分别采用五种启发式规则生成候选补全序列。再利用统一的

固定维护解码器对各候选序列进行可行性解码，并按照目标函数 A BZ C Cθ= + 计算其真实目标值，五种启

发式规则如下。 
(1) 目标平衡策略。该策略综合考虑候选工件加入当前序列后对两个代理最大完工时间及剩余负荷

的影响，优先选择有利于改善 A BC Cθ+ 整体水平的工件，从而避免调度构造过程过度偏向单一代理，提

高双代理目标之间的协调性。 
(2) 当前窗口最佳填充策略。对满足释放时间约束的候选工件，根据其加工时间与当前运行窗口剩余

容量 ωτ的匹配程度进行选择，优先安排能够充分利用当前可加工容量的工件，以减少维护前的剩余容量

损失。若候选工件无法在当前窗口内完成，则转入下一运行窗口重新进行评价。 
(3) 代理优先策略。分别以代理 A 和代理 B 为优先对象构造候选补全序列，以反映不同目标权重及

代理负荷分布下可能出现的瓶颈差异。最终不直接依据预设代理优先级确定结果，而是通过统一解码后

的实际目标函数值选取较优调度。 
(4) 最长加工时间优先策略。优先选择加工时间较长的工件进行安排，以降低长工件在后续运行窗口

中因剩余容量不足而被多次顺延的可能性，从而减弱固定维护窗口对长加工任务造成的累积影响。 
(5) 最早释放时间优先策略。优先调度释放时间较早的工件，使已具备加工条件的任务能够尽早进入

机器加工，并减少由释放时间限制引起的机器等待，从而形成较为稳定的基准补全序列。 
在此基础上，对当前最佳完整序列进一步执行插入和交换局部操作，并仅接受能够严格改善目标函

数值的邻域解，从而进一步提高上界质量。通过上述方法可在较小计算开销下获得较优的可行调度，为

后续下界剪枝提供更有效的上界信息。具体过程如算法 1 所示。 
 

Algorithm 1. Multi-strategy upper bound construction 
算法 1. 多策略上界构建算法 

Input J, T, UT, θ  //工件集合、固定维护窗口参数及目标权重 

Output UB 

 UB ← +∞, π* ← ∅ 
//初始化当前最优上界与调度序列 

 
for h ∈ H do  // H = {五种策略} 
    πh ← Generate(h) 
end for 

 F(πh) ← Decode(πh) 
//基于固定维护约束计算调度目标值 
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if  F(πh)<UB then 
    UB ← F(πh), π* ← πh 
end if  // 更新最优可行解 

 
π* ← LocalSearch(π*) 
    LocalSearch = {Insertion,Swap} 
//局部操作改善解质量 

 return (π*,UB)   
// 输出初始最优解及上界值 

3.2. 下界 

(1) 下界 1 
下界 1 通过放宽工件不可中断加工的约束，允许尚未调度的工件被分段处理，并在后续时刻继续加

工。由于该松弛问题扩大了原问题的可行域，其最优目标值不会高于原问题的最优目标值，因此可将松

弛问题的最优值或其有效估计值作为原问题的下界，见图 1。定义下界 1 为 1 1 1
A BLB L Lτ θ= + 。 

 

 

Figure 1. Example diagram of preemptive relaxation during processing 
图 1. 加工中中断松弛示例图 

 
(2) 下界 2 
可抢占松弛下界主要考虑剩余工件的总体加工量及固定维护造成的容量中断，但当多个工件集中在

较晚时刻释放时，机器在前期存在的空闲容量不能用于加工这些工件，因此仍可能低估其实际完成时间。

为进一步反映释放时间形成的后置加工压力，构造释放时间容量下界。 
设Q Rτ⊆ 为任意剩余工件集合。对于某一释放阈值 ρ ，所有满足 { }max , it rτ ρ≥ 的工件均不能在 ρ

之前完成其加工，因此这些工件的总加工量必须由 ρ 之后的可用机器容量承担。记 ( ),s PΓ 为从时刻 s 开
始，在固定维护日历下累计获得 P 个单位有效加工容量所对应的最早时刻，则集合 Q 的释放时间容量下

界可表示为 

( ) ( )
{ }

2
,

max ,
, max ,

i
iD Q t

t r
F Q t p

τ
τ

τ ρ
ρ

ρ∈
≥

 
= Γ  

 
∑  

( ) { }{ }, max , :iD Q t t r i Qτ τ= ∈  

该式只考察剩余工件实际可能形成约束的释放时刻。其含义是：对于任一释放阈值 ρ ，若一组工件

只能在 ρ 之后加工，则其完成时刻至少应覆盖这部分工件所需的全部有效加工容量。下界 2 定义为 
2 2 2

A BLB L Lτ θ= + 。 
(3) 下界 3 
前两个下界主要从有效加工容量角度进行估计，但仍没有完全体现工件不可中断的特点。由于每个
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工件必须完整安排在同一个运行窗口内，即使截止时刻之前的总有效容量足够，也可能由于各运行窗口

剩余容量过于分散而无法安排全部工件。因此，进一步构造运行段装箱下界。 
对于给定截止时刻 d，将区间 [ ),t dτ 内各运行窗口的可用部分视为若干容量有限的“箱体”，将工件

加工时间 ip 视为待装入箱体的“物品”。若集合 Q 能够在时刻 d 前完成，则其中每个工件至少必须能够

完整放入某一个运行窗口，且同一窗口内所安排工件的总加工时间不能超过该窗口的有效容量。 
据此，将集合 Q 的最早装箱可行时刻定义为 

( ) [ ){ }3 , min : , .F Q t d t Q t dτ τ τ= ≥ 能完整分配至 内的运行窗口  

在下界 3 中暂不考虑工件释放时间以及集合 Q 之外工件的机器竞争，因此该装箱问题是原调度问题的放

松。若在某一时刻 d 前连上述放松后的装箱条件都无法满足，则原问题显然也不可能在 d 前完成集合 Q。

下界 3 定义为 3 3 3
A BLB L Lτ θ= + 。 

综合三个层次的估计，节点最终下界取为 

{ }1 2 3max , ,LB LB LB LBτ τ τ τ=  

其中， 1LBτ 主要反映释放时间和固定维护条件下的可抢占完成能力， 2LBτ 进一步考虑晚释放工件形成的

后置加工压力， 3LBτ 则补充工件必须完整落入运行窗口的不可中断结构。三个下界由松到紧逐层增加问

题结构信息。 

3.3. 剪枝 

剪枝规则用于删除不可能产生更优目标值的搜索节点或分支。剪枝能够减少节点扩展数量，但其成

立条件必须是原问题的必要条件或严格支配关系，否则可能破坏分支定界算法的完备性。本文仅使用下

界剪枝、同剩余集合状态支配和同代理插入支配三类规则。 
(1) 下界剪枝 
下界剪枝是分支定界算法中最基本的剪枝方式。设当前已知最好可行调度的目标函数值为 UB，当前

节点 N 的综合下界为 ( )LB N 。若满足 ( )LB N UB≥ ，则说明从节点 N 继续扩展得到的任意完整调度解都

不可能优于当前最好可行解。因此，节点 N 可以被直接剪去。 
(2) 同状态支配剪枝 
固定维护日历完全由绝对时刻确定。对于任意工件 i，记 ( )iE t 为从时刻 t 开始安排该工件时的最早

可行完工时刻。由于推迟可用起点不会使工件更早完成，因此，当 1 2t t≤ 时，有 ( ) ( )1 2i iE t E t≤ 。 
规则 2 (状态支配)：设节点 1ν 与节点 2ν 具有相同的剩余工件集合，即 1 2R R= 。若 1 2t t≤ ， ,1 ,2A AC C≤ ，

,1 ,2B BC C≤ ，则称节点 1ν 支配节点 2ν ，可以删除节点 2ν 。 
证明：任取节点 2ν 的一个完整后缀序列 ( )1 2, , , mj j jσ =  。由于两个节点的剩余工件集合相同，序列

σ 同样可以用于补全节点 1ν 。由 1 2t t≤ 以及最早可行完工算子 ( )iE t 关于 t 的单调性，在两个节点上依次

按照相同顺序安排 1 2, , , mj j j ，可归纳得到节点 1ν 中每个后续工件的开工和完工时刻均不晚于节点 2ν 中

对应工件的时刻。同时，保证节点 1ν 的两个代理前缀最大完工时间均不大于节点 2ν 。因此，完成相同后

缀后有 

( ) ( )1 2, , ,A AC Cν σ ν σ≤  

( ) ( )1 2, , .B BC Cν σ ν σ≤  

节点 2ν 的每一个完整补全方案，都能在节点 1ν 中找到目标值不大的对应方案。因此，节点 2ν 不可能产生

节点 1ν 无法达到的更优目标值，删除该节点不会损失全局最优解。证毕。 
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(3) 同代理插入支配剪枝 
设节点前缀的最后一个工件为 h，其所属代理为 x，完工时刻为 hC ，完工后当前运行段的剩余容量

为 hω 。考虑与 h 同属代理 x 的候选工件 j，记 jα 为不插入其他工件时，j 在 h 之后的最早可行开工时刻；

记 ( )q hE C 为另一剩余工件 q 从 hC 开始安排时的最早可行完工时刻。 
规则 3 (同代理插入支配)：若存在工件 { }\ , q j hq R j a a a xτ∈ = = = ，并满足 

( ), ,q h q h jp E Cω α≤ ≤  

则以工件 j 作为当前下一工件的分支可以删除。式中的第一项是运行段容量筛选条件，表示工件 q 的加

工时间不超过工件 h 完工后的剩余容量；第二项为实际无延迟条件，它同时考虑 q 的释放时间和固定维

护日历，保证将 q 插入 h 与 j 之间后不会推迟 j 的最早开工时刻。 
证明：任取以 j 为下一工件的分支中的一个完整补全方案。由于 q 尚未调度，它必然出现在该补全

序列中 j 之后的某一位置。现将 q 从原位置移出，并将其插入 h 与 j 之间。 
工件 q 可以从 hC 开始按照最早可行方式安排，并且其完工时刻不晚于 jα 。因此，插入 q 后，工件 j

仍可在原最早开工时刻 jα 开始，或者更早开始。删除 q 在原后缀中的位置后，位于其后的其他工件不会

被推迟。于是，变换后的调度满足释放时间、固定维护、单机互斥和不可中断加工约束。 
在该变换中，工件 q 的完工时刻提前，工件 j 及其他工件的完工时刻均不增加。因此，代理 A 和代

理 B 的最大完工时间均不会增大，进而有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,,A q A j B q B j q jC C C C Z Z≤ ≤ ⇒ ≤  

变换后的调度属于以 q 为下一工件的另一分支。这说明，以 j 为下一工件的任意完整方案，都存在一个

目标值不大的 q 优先方案，故删除 j 分支不会剪去全局最优目标值。证毕。 

3.4. 分支定界算法流程 

① 构造根节点，利用多策略上界构建方法获得初始上界 UB，并计算节点综合下界 LB；② 按深度

优先策略选择开放节点，若满足 LB ≥ UB，则直接剪枝；③ 对当前节点进行状态支配检验，若被已有状

态支配，则删除该节点；④ 对剩余工件依次生成子节点，并对满足条件的同代理候选工件执行插入支配

剪枝；⑤ 对保留的子节点按照最早可行方式解码，更新节点状态并重新计算下界；⑥ 对具有改进潜力

的节点调用上界构造方法，若获得更优完整调度，则更新 UB。重复上述过程，直至开放节点集合为空或

达到设定时间限制。算法流程如下图 2。 

4. 算法结果与分析 

本章通过仿真实验对所提出算法的性能进行评估。所有仿真实验均在 Intel(R) Core(TM) i5-11800H 
2.30 GHz、8 GB 内存的计算机上进行。本文使用 Python 3.8 编写算法的测试程序，在 ILOG CPLEX 12.9.0
求解器软件上建立数学模型进行求解。 

由于本文研究的问题没有标准测试算例，因此下文使用的测试实例均随机生成。工件数量 N 分别取

10、20、30、40、50，对应的最大可连续加工时间 T 分别为 15、20、25、30、30，维护所需时间 UT 分

别为 5、5、10、10、15。大工件加工时间 jp 随机生成，并满足 jp T≤ ，保证每个工件均可在一个维护周

期内完成加工。设所有工件加工时间之和为 P，工件释放时间 jr 在区间 [ ]0, Pα 内随机生成，其中 

0.3,0.5α = 。当 0.3α = 时，工件释放时间较为集中，当 0.5α = 时，工件释放时间分布更加分散。为分析

代理权重变化对调度结果的影响，本文设置代理 B 的权重系数为 0.5,1,1.5θ = 。其中， 0.5θ = 表示代理 A
具有更高优先级， 1θ = 表示两个代理具有相同的优先级， 1.5θ = 表示代理 B 具有更高优先级。 
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Figure 2. Flowchart of the branch-and-bound framework using the retained module 
图 2. 保留模块下的分支定界算法流程 

4.1. B&B 与 CPLEX 结果比较 

表 2 汇总 30 组既有对比记录。 
 

Table 2. Recorded objective values and running times of B&B and CPLEX 
表 2. 分支定界与 CPLEX 的既有目标值和运行时间记录 

N α T UT 
θ = 0.5 θ = 1 θ = 1.5 

Obj 
B&B 

Obj 
CPLEX 

Time 
B&B 

Time 
CPLEX 

Obj 
B&B 

Obj 
CPLEX 

Time 
B&B 

Time 
CPLEX 

Obj 
B&B 

Obj 
CPLEX 

Time 
B&B 

Time 
CPLEX 

10 
0.3 

15 5 
131 131 0.03 0.17 196 196 0.04 0.16 229.5 229.5 0.19 0.12 

0.5 138.5 138.5 0.15 0.05 202 202 0.24 0.07 237.5 237.5 0.13 0.07 

20 
0.3 

20 5 
277.5 277.5 1.71 25.28 411 411 7.54 600.0 481.5 481.5 2.19 600.0 

0.5 283 283 0.60 18.05 425 425 1.07 176.1 531 531 0.87 218.1 

30 
0.3 

25 10 
419 456 6.14 600.0 624 674 8.79 600.0 748.5 786 7.01 600.0 

0.5 419 455.5 6.88 600.0 624 687 7.93 600.0 762.5 784.5 11.83 600.0 

40 
0.3 

30 10 
820 886 164.5 600.0 1223 1360 149.2 600.0 1445 1553 154.9 600.0 

0.5 827.5 884 198.1 600.0 1232 1352 156.8 600.0 1448.5 1595.5 147.7 600.0 

50 
0.3 

30 15 
1013 1289 600.0 600.0 1528 1863 600.0 600.0 1869.5 1994 600.0 600.0 

0.5 1053 1277.5 600.0 600.0 1579 1781 600.0 600.0 1928 2201 600.0 600.0 
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由表 2 可知，在 30 组测试算例中，B&B 有 18 组获得了低于 CPLEX 的最好可行目标值，12 组与

CPLEX 结果相同。对于较小规模算例，两种方法所得结果基本一致，但 B&B 整体具有较快的求解速度。

随着工件数量增加，CPLEX 逐渐难以在 600 s 内获得高质量解，而 B&B 仍能利用上下界和剪枝规则有

效缩小搜索空间。特别是在 N = 50 时，B&B 在 6 组算例中所得目标值均低于 CPLEX，表明所提出算法

在中大规模问题上具有较好的限时求解能力。 

4.2. 算法性能统计 

Table 3. Initial bounds obtained by the retained construction 
表 3. 保留模块构造的初始上下界 

N α 
θ = 0.5 θ = 1 θ = 1.5 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

10 
0.3 131 131 0.00 196 196 0.00 261 250 4.21 

0.5 138.5 136 1.81 204 197 3.43 237 232 2.11 

20 
0.3 277.5 275 0.90 412 395 4.13 483 461 4.55 

0.5 283 275 2.83 425 410 3.53 531 501 5.65 

30 
0.3 426 419 1.64 639 624 2.35 756 734 2.91 

0.5 428 419 2.10 641 624 2.65 772 747 3.24 

40 
0.3 830 810 2.41 1239 1204 2.82 1457 1411 3.16 

0.5 852 826 3.05 1245 1227 1.45 1460 1437 1.58 

50 
0.3 1030 1009 2.04 1556 1520 2.31 1880 1836 2.34 

0.5 1064 1014 4.70 1598 1525 4.57 1978 1889 4.50 

 
Table 4. Initial bounds of the baseline construction 
表 4. 基线构造的初始上下界 

N α 
θ = 0.5 θ = 1 θ = 1.5 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

初始 
上界 

初始 
下界 

Gap% 
B&B 

10 
0.3 382.5 77 79.87 510 102 80.00 637.5 127 80.08 

0.5 412.5 85 79.39 550 117 78.73 687.5 149 78.33 

20 
0.3 879.5 148.5 83.10 1177 202 82.83 1474.5 254 82.77 

0.5 954.5 177 81.46 1277 235 81.60 1599.5 293 81.68 

30 
0.3 1757 172 90.21 2347 232 90.12 2937 292 90.06 

0.5 1862 252.5 86.44 2487 348 86.01 3112 443.5 85.75 

40 
0.3 2732 356 86.97 3647 487 86.65 4562 598 86.89 

0.5 2912 561 80.73 3887 732 81.17 4862 903 81.43 

50 
0.3 3392 379.5 88.81 4527 508 88.78 5662 635 88.78 

0.5 3632 598 83.54 4847 810 83.29 6062 1022 83.14 
 

由表 3 可知，本文所采用的上下界构造方法能够获得较紧的初始界限，30 组算例的平均初始 Gap 约

https://doi.org/10.12677/orf.2026.165032


刘志威 等 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2026.165032 43 运筹与模糊学 
 

为 2.80%，最大值仅为 5.65%，部分小规模算例甚至在根节点即可达到上下界一致。说明多启发式上界、

局部搜索以及考虑释放时间和固定维护结构的下界能够在搜索初期显著缩小可行解与理论下界之间的距

离。与表 4 中的基线构造相比，其平均初始 Gap 约为 83.95%，明显高于本文方法。两者的差异说明，将

释放时间、固定维护窗口等问题特征融入上下界构造后，可以显著提高界限质量，为后续剪枝和搜索提

供更有效的基础。 
 

Table 5. State-dominance statistics by job scale 
表 5. 按工件规模汇总的状态支配统计 

任务规模 n 支配检查 直接剪枝 剪枝率 

10 71 7 9.86% 

20 1063 284 26.72% 

30 322 80 24.84% 

40 42,718 19,399 45.41% 

50 110,936 48,710 43.91% 

合计 155,110 68,480 44.15% 
 
Table 6. State-dominance statistics by objective weight 
表 6. 按目标权重汇总的状态支配统计 

目标权重 θ 支配检查 直接剪枝 剪枝率 

0.5 57,217 25,046 43.77% 

1.0 58,855 28,127 47.79% 

1.5 39,038 15,307 39.21% 

合计 155,110 68,480 44.15% 

 
由表 5 和表 6 可知，30 组实验共执行 155,110 次状态支配检查，其中 68,480 次节点被直接支配并剪

除，总体命中率达到 44.15%，另有 27,885 条旧状态被更优状态反向支配并移除。因此，以相同剩余工件

集合为基础，同时比较当前时刻及两代理前缀最大完工时间，能够有效识别重复或劣势状态，从而减少

无效搜索节点。 

4.3. 工件结果示例 

表 7 给出了一个包含 20 个 A 类工件和 20 个 B 类工件的固定实例。该实例工件总加工时间为 582，
最大释放时间为 148。图 3 给出了该实例对应的最好可行调度。各工件均满足释放时间和固定维护约束，

验证了模型与固定维护解码方法的可行性。该示例在 114.9 s 剪去所有劣分支求得最优解为 1271。 
 

Table 7. Job data of the recorded 40-job instance 
表 7. 既有 40 工件固定实例数据 

A 工件 p r B 工件 p r 

J1 24 142 J21 21 133 

J2 12 77 J22 11 68 

J3 22 59 J23 15 141 

J4 19 131 J24 8 72 
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续表 

J5 4 120 J25 17 139 

J6 25 148 J26 3 148 

J7 10 66 J27 14 126 

J8 16 104 J28 12 64 

J9 7 57 J29 23 107 

J10 20 137 J30 9 132 

J11 13 45 J31 15 71 

J12 18 124 J32 5 144 

J13 6 63 J33 18 35 

J14 23 100 J34 22 124 

J15 9 129 J35 12 146 

J16 14 52 J36 20 91 

J17 17 88 J37 7 48 

J18 5 37 J38 25 118 

J19 21 143 J39 13 81 

J20 11 9 J40 16 103 
 

 
Figure 3. Best feasible schedule for the recorded 40-job instance 
图 3. 既有 40 工件固定实例的最好可行调度 
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5. 结论 

本文研究了带释放时间和固定周期维护的单机双代理调度问题，以最小化两个代理最大完工时间的

加权和为目标，建立了相应的混合整数规划模型，并设计了针对该问题的分支定界算法。在算法设计方

面，构造了多策略上界和结合释放时间、固定维护及不可中断加工特征的下界，并引入下界剪枝、状态

支配和同代理插入支配规则，以减少无效搜索节点和重复状态。数值实验表明，B&B 在多数算例中能够

获得与 CPLEX 相同或更优的限时结果，并在中等及较大规模问题上表现出更明显的求解优势。本文构造

的初始上下界平均 Gap 约为 2.77%，状态支配总体命中率达到 44.15%，说明所提出的界限与剪枝机制能

够有效提高搜索效率。本文所提出算法能够有效求解带释放时间和固定维护约束的单机双代理调度问题。

未来可进一步研究更紧致的下界、高效的状态存储与并行搜索方法，并将模型扩展至多代理、多机器及

动态生产环境。 
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