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Abstract: The projected gradient method is very suitable to solve large-scale nonlinear programming due to 
the simplicity of its iteration and implement. In this paper, based on the quasi-Cauchy equation and diagonal 
updating, a new projected gradient method is proposed for bound constrained optimization. On the basis of 
nonmonotone line search, global convergence is established. The numerical results show that the new algo-
rithm is promising. 
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摘  要：投影梯度法因其算法简单、易于实现，非常适合求解大规模优化问题。本文基于拟柯西方程和

对角变换，构造了一个新的投影梯度算法。在非单调线搜索条件下，证明该方法具有全局收敛性。最后

数值实验表明新方法是有效的。 
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1. 引言 

设 : nf R  R 是一个连续可微的函数。考虑如下

的边界约束优化问题： 

 
min ( )

. . |n

f x

s t x x R l x u     
T

       (1) 

其中， ， ，

。将 f 在点 x 处的梯度记

为
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定义 1.1 设点 x ，如果 x 满足 
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则称点 x 为问题(1)的一个稳定点。 

问题(1)是一类十分重要的约束优化问题，许多实

际的优化问题都可以转化为问题(1)的形式。此外，问

题(1)常常是求解一般约束优化问题的增广 Lagrange

和罚函数方法的一个子问题。因此，近年来许多学者

对问题(1)做了大量的研究，提出了许多求解该问题的

数值算法[1-4]。 

投影梯度方法具有易于实现，以及适合求解大规

模优化问题的优点。另一方面，为了保证迭代点的有

效性，计算迭代点的投影一般都是十分费时的。此外，

即使投影的计算十分简便，投影梯度算法也会跟无约

束优化问题的梯度方法一样具有很慢的收敛速度。为

了提高投影梯度方法的收敛速度，文献[5]提出了求解

问题(1)的一个谱投影梯度方法，此方法是无约束优化

问题的谱梯度方法的推广。谱梯度方法最初是在文献 
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[6]中提出的，此方法提高了梯度方法的收敛速度并且

大大减少了计算量。因此，谱梯度方法被广泛应用于

求解无约束和约束优化问题[7-9]。 

文献[10]基于拟柯西方程与对角变换提出了求解

无约束优化问题的一个单调的梯度方法，此方法的主

要思想是：如果对角变换得到的新的对角矩阵非正定 

时，将前一步的正定对角矩阵作为新的正定对角矩阵。

文献[11]提出了无约束优化问题的一个多元谱梯度方

法，并且具有二次终止性。此外，该方法引入非单调

线搜索后具有全局收敛性。基于多元谱梯度方法，文

献[4]提出了边界约束优化问题的一个多元谱投影梯

度方法。基于拟柯西方程与对角变换，本文提出了一

个新的投影梯度方法，并且采用文献[12]中的非单调

线搜索技术和一些限制保证算法的全局收敛性。 

2. 新的投影梯度方法 

首先，考虑无约束优化问题的谱梯度方法。设 gk

为函数 f 在点 xk处的梯度，谱梯度方法的迭代格式为 

1

1
k k

k
kx x

   g .               (3) 

其中， k 由下述方式决定： 

1

1

1

1

k

k

T
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
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其中， 1 1 1,k k k k k k 1s x x y g g       。步长 k 的

选取可以减少计算量并且在很大程度上提高了梯度方

法的收敛速度。此外， k 还被赋予了拟牛顿性质。事

实上，由(4)式给出的 k 可以由下式得到： 

1 1 2
min k kIs y


   , 

其中， k 近似代替函数 f 在点 xk处的 Hessian 矩

阵。 

我们在对角变换的基础上构造了一个新的梯度方

法，其迭代格式如下： 
1

1k k k kx x H g
   .               (5) 

其中，矩阵 Hk为对角矩阵。我们的目标是通过对

角变换构造对角矩阵 Hk，使得矩阵 Hk是 Hessian 矩阵

的一个很好的近似。Hk满足拟牛顿方程： 

1 1k k kH s y  . 

进一步，我们可以得到拟柯西方程： 

1 1 1
T T
k k k k k

设 是正定对角矩阵，Hk 是由对角变换得

到的新矩阵并且使得 Hk也是正定对角矩阵。为了使得

Hk能够更好地近似 Hessian 矩阵，Hk必须满足拟柯西

方程，并且在变分原理下使得 Hk和 Hk − 1的差量最小。

在计算机中对角矩阵与向量占有相同的存储空间，因

此我们可以得到一个存储空间为 的算法。文献

[10]给出如下定理： 

1 0kH  

 O n

定理 2.1[10] 设 1 1k k kH H    ， 1 1k k ks x x   ，

1 1k k ky g g   。设 1 0ks   ，Hk − 1是正定对角矩阵。

考虑如下优化问题： 

1

1 1 1 1 1 1 1 1

min

. .

k F

T T T
k k k k k k k ks t s s s y s H s



       



   
.      (6) 

其中，
F

 表示 F 范数。则(6)式的最优解为： 

  
 

2
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其中，tr 表示迹算子， i
k 是对角矩阵 的第 i 个对

角元素， 是 Sk的第 i 个坐标元素， 
k

i
kS

      2 21 2
1 1 1diag , , , n

k k kE s s s   
2

  。 

由定理 2.1，我们得到 Hk的迭代公式为： 

 2

1 1 1 1 1 1

1 2

( )
, 1,2, ,
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其中， i
kH ， 1

i
kH  分别为 Hk， 1kH  的第 i 个对角元素。

若存在某个 i 使得 0i
kH  ，则无法保证(5)式中的搜索

方向为下降方向。为了克服上述缺点，我们使用下述

的迭代格式： 

1 1 2

1 1 1
diag , , ,k k n

k k k
kx x g

  

     
  

 .        (8) 

其中， i
k 由下式得到： 

1

1

1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1

1
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, ,
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



 n
. (9) 

由(8)和(9)式，我们可以建立问题(1)的新的投影

梯度算法。给定 nz R ，定义集合 上的投影  p z ： 

 
, ,

,

, .

i i i

i i i i

i i i

l if z l

p z z if l z u

u if z u

 


   
  

,          (10) 

1s H s s y    . 
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为了保证算法的全局收敛性，我们使用文献[12]

中的非单调线搜索技术和一些限制。下面我们给出新

的投影梯度方法。 

新的投影梯度(NPG)算法 

给定数据： 0
nx R ， 0 R  ，初始矩阵 0H I ，

， 0,1  0  ， 1 20 1    ， 0  ， 1 0  以及

整数 。Set 。 1  0k 
Step1：If   1k k kp x g x    , stop. 

Step2：If  then 0k 
Set 1 0 0( 0 )x p x g  ，跳转至 Step6。 

If ， Set 1 1 1 1 1 0T T
k k k k ks y s H s      i i

k kH  ，

. 1,2, ,i n 

Otherwise 1

1

1

1

, 1,2, ,k

k

T
ki

k T
k

s y
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If  
1

ori i
k k  


     ，Set .i

k   

Step3：Set 
1 2

1 1 1
diag , , ,k n

k k k


  

    
  

 。 

Step4：计算 ；Set  k k k kd p x g x   k 1  。 

Step5：(非单调线搜索) 

If  
 

 
0 min , 1

max T
k k k j k

j k M
kf x d f x g d   

   

k

 then 

令 1,k k k kx x d     ，跳转至 Step6。 

Else 取  1 2,new     ， Set new  ，跳转至

Step5。 

Step6：Set ；跳转至 Step1。 1k k 

3. 全局收敛性分析 

为了讨论 NPG 算法的全局收敛性，设目标函数

 f x 满足如下的基本假设： 

假设 3.1 水平集     0|x f x f x   是紧集。 

引理 3.1 设 ， 。则

存在常数 ，使得

kx   k k k kd p x g x   k

1 0c  2

1
T
k k kg d c d  。 

证明 由 的定义可知kd
i

i i k
k k i

k

g
d p x x


 

   
 

i
k 。下

面分三种情况讨论： 
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i
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k

g ix l u

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i i
i i ik k
k k ki i

k k

g g
d p x x

 
 

     
 

，则 2( )i i i i
k k k kg d d  。 

Case 2：
i

i ik
k i

k

g
x l


  ，有 

0
i

i i i i ik
k k k ki

k

g
d p x x l x


 

      
 

，  i i i i
k k kg l x    

则   2( )i i i i i i i i
k k k k k k kg d l x d d      。 

Case 3：
igi ik

k i
k

x u


，有  

0
i

i i i i ik
k k k ki

k

g
d p x x u x


 

      
 

，  i i i
k k k

ig u x    

则   2( )i i i i i i i i
k k k k k k kg d u x d d      。 

由于 i
k  ，取 1c  ，则

2

1
T
k k kg d c d  ，引理

得证。 

引理 3.2 设 kx 是由 NPG 算法产生的点列。则

0kd kx  是问题(1)的稳定点。 

证明 定义  |k i
kL i x l  i i，  |k i i

kF i l x u   ，

 iu|k i
kU i x 。 

设 0kd  ，如果 i kL ，0
i

i i k
k k i

k

g
d p x x


 

    
 

i
k 则 

i
i ik
k ki

k

g ip x x


 
l   

 
， 

由(10)式得到 
i

i ik
k i

k

g
x l


  。 

考虑到 ，则得到 。 0i
k  0i

kg 

类似地，如果 ，可以得到 ；如果

，可以得到

ki U

0i
k

0i
kg 

ki F g  。因此， kx 是问题(1)的稳定

点。 

另一方面，设 kx 是问题(1)的稳定点，如果 ki L ， 

0i
kg  ，则

i
i k
k i

k

g ix l


  。因此，当 i ，得到kL 0i
kd  。 

类似地，当 可以得到 ； 可以得到ki F 0i
kd  ki U

0i
kd  。因此， 0kd  。引理得证。 

由引理 3.1，引理 3.2 以及文献[5]中的定理 2.2，

我们可以得到下面的收敛性定理。 

定理 3.2 设 kx 是由 NPG 算法产生的点列，则

 kx 的任一极限点都是问题(1)的稳定点。 

4. 数值实验 

在本节，我们对NPG算法用MATLAB编程，并在

PC( Intel Core 2 Duo CPU 2.2GHz Memory 2GB )上进

数值实验。设置参数 ， ，行 5M  410  1 0.1  ，     
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  0
1

1 2
1. ( ) ( ); , , , , 100, 100, , 100 , 100,100, ,100i

Tn
T Tx

i
i

n
f x e x x l u

n n n

         
 

         

Table 4.1. 
表 4.1. 

n NI/NF/NG CPU(s)  k k kp x g x    kf x  

100 7/7/7 0.156 2.066143E–010 100 

500 7/7/7 0.063 1.828211E–009 500 

1000 7/7/7 0.125 3.526545E–009 1000 

10000 7/7/7 11.297 1.838901E–008 10000 

 

    0
1

2. ( ) ( ); 1,1, ,1 , 1000, 1000, , 1000 , 1000,1000, ,1000
10

i
n

T Tx
i

i

i
f x e x x l u



              T  

Table 4.2. 
表 4.2. 

n NI/NF/NG CPU(s)  k k kp x g x    kf x  

100 359/525/359 0.25 9.409498E–007 505 

1000 268/339/268 4.25 9.717239E–007 50 050 

    0

1
3. ( ) ; 1,1, ,1 , 10, 10, , 10 , 10,10, ,10

2
T TT

n n

n

f x x Ax A x l u

n


 
         
 
 

         T  

Table 4.3. 
表 4.3. 

n NI/NF/NG CPU(s)  k k kp x g x    kf x  

100 2/2/2 0.015 2.359224E–013 2.782969E–028 

500 2/2/2 0.031 8.192363E–011 6.711481E–024 

1000 2/2/2 0.094 1.025163E–009 5.254800E–022 

5000 2/2/2 2.171 3.240671E–007 1.050195E–017 

    0

1
1

4. ( ) ; 1,1, ,1 , 10, 10, , 10 , 10,10, ,10
2

T TT

n n

f x x Ax A x l u

n


 
         
 
 

         T  

Table 4.4. 
表 4.4. 

n NI/NF/NG CPU(s)  k k kp x g x    kf x  

100 69/73/69 0.11 7.468630E–007 1.100490E–013 

200 120/151/120 0.157 9.889196E–007 1.871602E–013 

300 90/100/90 0.312 7.179043E–007 8.276060E–014 

500 361/516/361 3.641 9.324383E–007 1.409143E–013 
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我们对下述四个测试函数进行数值实验，迭代终

止条件为： 

  610k k kp x g x    ，即 。 6
1 10 

数值结果如表 4.1、表 4.2、表 4.3、表 4.4 所示。

其中，n, NI, NF, NG, CPU 分别表示测试函数的维数，

算法的迭代次数，函数值的计算次数，梯度值的计算

次数，所用的 cpu 时间。 
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