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Abstract: Let G be a finite group, N a subgroup of G and   an irreducible complex character of G. Write 

 π π 1   to denote the set of prime divisors of  1 . The present paper gives a sufficient condition to 

guarantee that every irreducible constituent of N  has π  degree, which generalizes the corresponding 

Dolfi’s theorem. Some applications are given. 
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摘  要：设 G 为任意有限群，N 为 G 的子群，  是 G 的一个不可约复特征标。记 为  π π 1  1

的素因子集合。本文给出了 N 的每个不可约分量均有 π 次数的一个条件，推广了 Dolfi 的相关定理，

并给出了若干应用。 
 

关键词：不可约特征标； π 次数；次正规子群 

1. 引言 

设 G 为任意有限群， 为 G 的一个不可约复特征标。给定 G 的一个子群 N，则 Irr G   在 N 上的限制 N
可表为 

1 1N r rk k      

其中 i 均为 N 的不可约特征标，称为 N 的不可约分量，诸 均为正整数。有限群表示论和特征标理论的一个

重要问题是：如何控制这些不可约分量

ik

i 的次数  1i ，特别是探讨诸  1i 和  1 之间可能存在的整除关系。

具体讲，何时每个 能整除 1i  1 ？或一般地，是否  1i 的每个素因子均可整除 ？  1
当 N 为 G 的正规子群时，著名的 Clifford 定理(见[1]中定理 6.2)断言 N 的诸不可约分量 i 的次数均相等，

此时显然有 整除 。然而，当 N 在 G 中不正规时，则上述整除关系一般不成立。例如，Isaacs 在文献[2]

中构造了一个可解群 G，其阶

 1i  1
32 3 5G    3 ，存在一个 5 次不可约特征标  Irr G  和一个 24 阶子群 N G ，

使得 =N   ，其中 满足 , Irr N    1 2  及  1 3  ，由此表明  1 和  1 的每个素因子，均不能整除

。 1 
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本文研究的主要问题是：给定不可约特征标  Irr G  及子群 N G ，任取 在 Irr G   的下方，即 为

N 的一个不可约分量，探讨何时 的每个素因子均可整除 1  1 。 

方便起见，我们记   π π 1 为  1 的所有素因子集合，则本文所探讨的问题可等价地表述为：何时 N 的

每个不可约分量 都具有 π 次数，亦即 为一个 1 π 数(指的是  1 的每个素因子均在集合 中，从而整除π

 1 )。 

该问题与群 G 的 结构有关。沿此方向的最新结果是 Dolfi 于 2002 年证明的下述结论(见文献[3]中定理

B)，其中 表示群 G 的最大正规 子群，而

π 

 πO G π   πO G 表示最小的正规子群 K 使得G K 为 群，即π   πG O G
为群 G 的最大 商群。 π 

Dolfi 定理：设 G 为有限群， ，N G  Irr G  且   π π 1 。如果存在一个子群 ，满足下述三个

条件： 

L G

1) ，即 N 是 L 的一个次正规子群； N  L
2)  π :O G L L 为 数； π 

3)  π:N N O G 亦为 数。 π 

则 N 的每个不可约分量 都具有 次数。 π 

需要指出的是，在上述 Dolfi 定理中，如果能证明 L 的不可约分量均有 π 次数，由于 N 是 L 的次正规子

群，使用 Clifford 定理，则不难推出此时 N 的不可约分量亦有 π 次数。但该结论一般不成立，即一般而言 Dolfi

定理不能保证 L 的每个不可约分量均有 次数。例如，考虑可解群π  4G S ，取 3L S 且 ，再取1N   Irr G 

使得 ，则 1  3  π 3 。此时容易验证 Dolfi 定理的条件均成立，但 L    ，其中  , Irr L   满足

，故   1 1, 1  2  没有 次数。再考虑单群Gπ  5A ，取 4AL  且 1N  ，则存在 满足Irr G   1 4  ，

此时 ，并且 Dolfi 定理的条件也成立，但 π 2 L    ，其中  r L, Ir   满足 ，表明   11 1,  3  亦

没有 次数。 π 

本文主要结果是得到了上述 Dolfi 定理的一个推广，进一步建立了不可约特征标的 次数问题与群的π  π 

结构之间的密切联系。 

定理 1：设 G 为有限群， 且N G  Irr G  。令   π π 1 。如果存在 G 的三个子群 满足下述

四个条件： 

, , ,L K M

1) ，N L M G ， K L M  且 K M ； 

2) :N N M 为 数； π 

3) :M M L 为 数； π 

4) :M N K N  为 π 数。 

则 N 的每个不可约分量 均有 次数。  Irr N  π 

在定理 1 中，取  πM O G ，    π
πK O G O G  ，我们将证明该定理即可推出上述 Dolfi 定理，故为后者

的一个推广。 

作为定理 1 的一个应用，我们将证明当子群 N 充分大时，例如，当 N 包含了 G 的特征子群 

时，则特征标的 次数极好控制。    ππ π π:O G O O G   π 

定理 2：设 G 为任意有限群， ，任取N G  Irr G  ，令   π π 1 。如果 ，则 ππO G N  N 的每个

不可约分量 均具有 次数。 π 

在上述定理 2 中，即使 ，一般也不能断言 ππ 1O G   1 总能整除  1 。我们引用 Dolfi 在文献[3]中给出

的例子 2，其中 62 5G   ， 满足 Irr G   1 10  ，此时  2,5π  ，并且  π 1O G  ，更有  ππ 1O G  。但 G
有子群 N，其阶 22 5N   ，并且 N 存在一个不可约分量 ，使得  1 4  ，从而 不能整除 。 1   1

如无特别说明，本文所使用的群论和特征标理论的符号和术语都是标准的，例如，可参考[1]。 
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2. 预备 

我们首先需要关于次正规子群的特征标次数的一个整除关系。 

引理1：设G为有限群，S G 果 。如  Irr G  且 为 S 的一个不可约分量，则  1 整，并  SIrr  除  1 ，

 1 整除并且  : S  1G 。 

证明：因为 S 是 G 的次正规子群，按定义，存在子群列 

1 2 rS S S S G   , 

我们将对 r 做归纳法。当 时，即 ，结论显然成立。以下设 ，令1r  S G 1r  1rN S  ，则 N 是 G 的正规子群。

注意到 ，并且S N G   Irr  S 在  Irr  G 的下方，故存在某个  Irr  N 既在 的上方，同时又在  的下

方。根据 Clifford 定理(见文献[1]中的定理 6.3)，则  1 整除  1 ，再由[1]中的定理 11.29，则  1 可整除

 :G N 1 。又因为 ，根据归纳假设，则S  N  1 可整除  1 ，并且  1 整除  : 1N S 。最后，综合上述

整除关系即得所证结论。证毕。 

其次，在定理 1 的证明中，我们需借助 Dolfi 的另一个主要结果。 

引理 2：设 G 为有限群，  Irr G  ， N L G ， K L 。如果 

  1 , : : 1G L N N K  , 

则 N 的每个不可约分量 的次数  1 均可整除  1 。 

证明：即文献[3]中定理 A 的特例，从其结论中 N 所有不可约分量的共轭性显然可推出相应的特征标次数

的整除性。证毕。 

3. 主要结果及证明 

本节将给出引言中提及的定理 1 和定理 2 的证明。 

定理 1 的证明：按条件 1)，从 N 是 L 的次正规子群，可知 M N 也是 M L 的次正规子群，即

M N M L M   。设 为 Irr N   Irr G  在 N 上限制 N 的任意一个不可约分量，在 的下方选取一个

不可约特征标  Irr M N   ，则 显然也在  的下方，即特征标的内积 , 0M N     。注意到 M N M G  ，

故存在某个不可约特征标  Irr M  ，使得 既在  的下方，同时又在 的上方。 

根据条件 1)，从 M G 可知 M N  N 。使用引理 1，则  1 整除  1 ，并且 整除 1  : 1N M N  。

但条件 2)给出 :N N M 为 数，据此推出π   1 为 π 数当且仅当   π1 为 数。 

类似地，从条件 M G 和引理 1，可知  1 整除  1 ，故从  1 为 π 数的条件，推出 亦为 1 π 数，

即 也有 次数。 π 

仍按条件 1)，由 K L M  且 ，得K M K L M  ，故有商群  M L K ，我们令 

 π K O M L  K ，即 H K 为该商群的最大正规 π 子群。因为 M N 在商群  M L K 中的像为 H

         M N K K M N M N K M N K N       , 

并且条件 4)断言 :M N K N  为 数，再从条件 1)中的 可知π  N  L M N 也是 M L 的次正规子群，所以

 M N K K 为  M L K 的一个次正规的 π  子群，据此导出 M N H 。进而，由 M N M   L 及

H M L  ，可知 M N 也是 H 的一个次正规子群。 

根据第一段关于特征标的选取，即  Irr M N   在  Irr M  的下方，故存在某个不可约特征标

 Irr H  ，使得 既在 的上方，同时又在 的下方。因为 H 在 M L 中正规，而 也在 M 中正规(由条

件(1))，并且

K H

:M M L 为 π 数，根据引理 2，则从  1 为 π 数可推出  1 亦为 数。 π 

最后，从 M N H  及引理 1，可知  1 整除  1 ，故  1 亦为 π  数。按第二段的说明，此时  1 也
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是 数。证毕。 π 

现在说明从本文定理 1 可推出 Dolfi 定理。事实上，假设 Dolfi 定理的条件成立，即  π :O G L L 和

 π 均为 数，则从记号 和π   πO G  πO G 的含义不难得出下述两个基本性质： :N N O G
1) 设 H 为 G 的子群，如果 :G H 为 π 数，则  πO G H ； 

2) 如果 N 是 G 的正规子群，则    π πO N O G N  。 

据此即可证明：当      π π π:O G O G L O G L L : 为 π 数时，我们有 

      π π
π πO G O G O O G L  . 

令      π
π π,M O G K O G O G   ，则 K M G  且 K L 。再从 

   π
πO N O G N M N N     

:N M N 为 数，我们有 π 可知

             π πM N K N M N N O G N O G N N M        

为 群，所以π  :M N K N  亦为 数，表明定理 1 中的四个条件均满足，故定理 1 推广了 Dolfi 定理。 π 

最后，使用本文定理 1 即可证明定理 2。 

定理 2 的证明：令      π π ππ,M O G K O M O G    ，则 K M G  ，并且按定义，则 :G M 为 π 数而

:M K 为 数。又因为 π 

 N M N NM M G M  , 

故 :N M N 亦为 数。同理，我们有 π 

     M N K N M N K K M K    , 

故 :M N K N  为 数。但已知 ，所以π   ππO G N  K M N M  ，表明 :M M N 亦为 数。最后，

在定理 1 中取 ，可知其所有的条件均满足，故所证结论成立。证毕。 

π 

L  N
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