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Abstract: Two parameters of rational functions described good mathematics on a closed curve. This paper 
presents a method of double parameters of rational spline, and on the feasibility analysis, explored this inter-
polation function monotonicity, convexity. Actual numerical examples are used to illustrate the effectiveness 
of the new method. The algorithm is simple and easy to implement. 
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摘  要：双参数有理函数对封闭曲线进行了很好的数学描述。本文提出了双参数有理样条的方法，并

对其进行了可行性分析，探究了这种插值函数的保单调性，保凸性，最后用实际的数值例子说明新方

法的有效性。算法简易，易于实现。 
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1. 引言 

曲线曲面的构造是 CAGD 的核心问题，目前已经存在不少方法，都广泛存在于工业设计中，包括：汽车，

飞机，轮船的外观设计。所谓插值问题就是从给定的离散点的值，去构造一个连续定义的(简单)函数，使得它与

被逼近的函数在给定点的值完全一致。插值法是数值逼近的一种最简单的重要方法，利用插值法可以通过函数

在有限个点处的取值情况估算出函数在其它点处的值。有理样条由于其极好的保形性，光滑性已经成为一种广

泛应用的曲线曲面设计方法。 

近些年来，不少学者在有理二次，三次，四次有理样条以及他们的性质和应用上做了研究。如：王仁宏，

吴顺唐在文献[1]从实际的课题着手，构造了几种具有线性结构的有理插值样条并讨论了它们的解析；Gregory

和 Delbourgo 在文献[2]构造了 2/2 型有理插值样条，探究了它的保单调问题；Delbourgo 在文献[3]构造了 2/1 型

有理插值样条，并探究了它的保凸问题；段奇、Hussain 等在文献[4-6]也是用含参数的分段三次有理函数构造了

满足约束条件插值样条；方逵在文献[7]中构造了一种分子为四次，分母为双二次的二元有理插值函数，讨论了

其保形性。王强在文献[8]构造了双参数 3/1 型的有理插值样条，探究了其光滑性。 

上述的插值方法对于非封闭曲线确实能很好地数学描述，但针对封闭曲线的独特性，一直没有能对其进行
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可行的描述。本文在有理二次样条的基础上，采用对称的思想，效仿隐函数的表示方式，引入正参数 和  ，

在 x 和 方向上各自插值，也就是参数分别表示出y x 和 ，再通过隐函数的性质用一阶导数求证其存在性，说

明“双参数有理样条”是可行的，同时由于参数的存在，可以保证插值样条的局部性，即每个区间的函数表达

式只与相邻的若干节点取值有关。这样可以在数据不变的基础上，通过参数的选择经行曲面的局部修改。文章

详细地介绍这种插值方法，并在此基础上由链式法得到一阶，二阶导数来探究其保单调性，保凸性。从理论上

证实插值样条函数的保形性。 

y

它具有以下优点：1) 形式简单，具有显式表达式；2) 局部性，表达式是分片的；3) 插值性，过已知数据

点；4) 交互式修改性，因每片含有参数，可以通过参数的改变而不是点的变动来修改插值函数。 

本文结构如下：第一部分的引言介绍了该插值方法存在的背景，目前的研究领域以及本方法的创新之处。

第二部分具体讲述了这种方法。第三部分从保单调性，保凸性两方面探究了其的保形性。第四部分用数值例子

证实了这种方法的可行性。第五部分是对文章的小结。 

2. 双参数有理样条的构造 

由于封闭曲线的特殊性，故不可以用显式函数将其直接表示，现采用参数曲线的形式，先在 x 方向上进行

插值，再在 方向上插值。下文中的y  x t 和  y t 就是曲线的参数表达式。 

给定数据  , , 1, 2, ,i ix f i n  ，其中 if 为被插函数在分划点 ix 上的函数值，此处 1 2 nx x x   ，记

，定义： 1i ih x x  i
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当 ,i i 都取正数，
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 1
2
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h
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3. 双参数插值函数的保形性 

3.1. 保单调性条件 

下面我们(1)(3)式定义的双参数型插值函数的单调性。假设 ( )f x 在区间  ,a b 单调递增，因此 1 2 nf f f   , 

或 。 0i 

选取导数值 满足： id
0, 1, 2, ,id i   n  

在区间  1,i ix x  ，  y t 单调递增的充要条件为： 

   1 0y x   

由(1)式，
d

0
d

x

t
  

故存在  1x t ，将其带入(3)式 

由链式法则 
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       1 2 3p t p t p t p t   ， 

       1 2 3q t q t q t q t    

其中 
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将(4)式带入，则得到插值函数的保单调条件： 

i
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 1 2 nf f f   单调递增，导数值 满足(6)时，则存在含有正参数0id  id ,i i 定理 2：已知数据 ，当 的

双参数有理插值函数是单调递增的。 

3.2. 保凸性条件 

 ,a b假设  f x 在区间 上是单调凸函数，因此设： 

11 2 n       

选取导数满足 

nd1 1 2 11 i i id d d              

           2 1 1d d

dd

t x
y x y x y x

tx
    

由(2)(5)式代入，并求导，化简得： 
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其中 
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( )y x 的保凸性条件是： 

0
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化简得： 
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 3 2
2 1 1 2 2 1i i i iA B A B h d     

 3 1 1 3 1i i i i i i i iA B A B h d h        

 3 2
3 2 2 3 12 1i i i iA B A B h d      

代入(8)得： 

 11

1 1

2 11 ii i

i i i i i

dd

d d d d






 


 

 
                                   (9) 

定理 3：对于给定的严格凸数据，当导数参数 满足(9)时，则存在id 一族含有非负参数 ,i i  的双参数有理插

值函是保凸的。 

4. 数

下面通过一个例子来验证本文所述的方法。 

数 ：见表 1 
 

of standard experiment 
表 1. 统结果数据 

1 2 3 4 5 

值例子 

 2 2 4 0x y y  数据参考于函

Table 1. The numerical data 
 标准试验系

i  

ix  −2 1 2 −1 0 

iy  0 1.73 2 1.73 0 

 

首先通过已知数据    , 1, 2, ,i ix , y i n  ， ，赋值 0, 0i i  i 计算出 ，代入到 述(1)(3)里，绘制出图 1，

线的视觉效果良好。算出的结果见表 2 

上

曲
 

 

Figure 1. Curve: system result of standard experiment 
图 1. 标准试验系统结果曲线 

 
Table 2. System resulting data of standard experiment 

1 2 3 4 5 

表 2. 标准试验系统结果数据 

i  

i  1.73 −1.73 无 0.27 −0.27 

ih  1 1 1 1 无 

2. −0. −2.id  99 0.46 0 46 99 

i  1.26 0.27 0.69 1.26 无 

i  1. 0. 无26 19 0.27 1.26  
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5. 小结 

本文构 数有 条，探究了 性。给出的 面由 成的曲线十分光滑且

保持了数据的固有形态。事实上这种新方法不仅可以用于曲线的构造，在以后的曲面构造尤其是封闭曲面的构

很好的描述。这将在以后的研究的中进一步讨论。 
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