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Abstract: In this paper, using the lower and upper solution methods and the topological degree theory, we 

study the fourth-order two-point boundary value problem           4 , 0,1t f u t t  ,  0uu t  , 

,  with nonhomogeneous boundary condition, where  1 0u     0 1u u   0 0   is a parameter, 

      0,1 , 0, t C ,     0, , 0,f C    . Under a weaker condition on f , we obtain the exis- 

tence of a positive solution and multiple positive solutions for this class of problems. 
 
Keywords: Two-Point Boundary Problem; Positive Solutions; Lower and Upper Solutions; Topological  

Degree 
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摘  要：本文讨论非线性四阶两点边值问题           4 , 0,1t f u t t ,  0uu t  ，  1 0u  ，

。正解的存在性与多解性，其中   0 1u u   0       0,1 , 0,t C   ，     0, , 0,f C   ， 0 

为参数。运用上下解方法和拓扑度理论，在非线性项满足较弱条件时，获得了上述问题正解及多个正

解的存在性。 
 

关键词：两点边值问题；正解；上下解方法；拓扑度 

1. 引言 

四阶常微分方程边值问题是熟知的刻画弹性梁状态的数学模型，在弹性力学和工程物理中有着广泛的应用。

因此，非线性四阶常微分方程边值问题正解的存在性备受众多学者关注，见文献[1-4]。但这些结果都是在齐次

边界条件下获得的，而实际问题中采用的数值计算方法，数据难免会有些误差，因此考虑带非齐次边界条件的

常微分方程边值问题对解决实际问题具有重要意义。 
 

*基金项目：国家自然科学基金资助项目(11172125)。 
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文献[5]研究了问题 

        
       

4 , 0,1 ,

0 0 1 0, 1

u t f u t t

u u u u ,

  


    
                            (1.1) 

当正参数  变化时正解的存在性，其中     0, , 0,f C   。证明了在 f 连续且非减的条件下，若

 
0

lim 0
u

f u

u
 且

 
li
u

m
f u

u
  ， ，当* 0  *0    时，问题(1.1)至少存在两个正解；当 *  时，问题(1.2) 

 
至少存在一个正解；当 *  时，问题(1.2)无正解。若 lim 0

u

f u


u
，对  0,   ，问题(1.1)至少存在一个

正解。 

受以上启发，本文运用上下解方法[6]、Schauder 不动点定理[7]以及拓扑度理论[8]讨论非齐次边界条件的四阶

常微分方程边值问题 

                  4 , 0,1 , 0 , 1 0, 0 1 0u t t f u t t u u u u    ,                        (1.2) 

当正参数 变化时正解的存在性和多解性。相对于文献[5]，本文使用了较弱的条件。 

2．预备知识 

设  0,1C ，  4 0,1C 为 Banach 空间，在  0,1C 取范数为  ，即  
0 1
max

t
u u

 
 t 。 

定义 2.1 设    4 0,1t C  ，若 满足 t         t t f t  4 ，  0,1t ，  0  ， ， 1 0   0 0  ，

，则称 为问题(1.2)的一个下解；设 1 0   t    4 0,1t C  若  t 满足 ，   4    t f t  0,1t ，

 0  ， ， 1 0  0  0 ， ，则称   1  0  t 为问题(1.2)的一个上解。 

引理 2.1[2] 若 且 ， ，   4 0u t   0 0u   1 0u   0 0u  ，  1 0u  ，则   0u t  ，  0,1t 。 

引理 2.2[9] 若  0,1f C ，则问题 ，     4u t f t  0,1t ，        0 1 0 1u u u u  0    有唯一解 

        1 1

0 0
, , d d , 0u t G t s G s x f x x s t   ,1 ， 

其中 

 
 
 
1 , 0 1

,
1 , 0

s t s t
G t s

t s t s

,

1,

    
   

 

进一步，若 ，则 ，且0f  0u   
1 3

,
4 4

1
min

4t

u t u
   

 。 

引理 2.3 若 是问题(1.2)的正解当且仅当 v uu l  是 

                  4 , 0,1 , 0 1 0 1v t f v t l t t v v v v         0,               (2.1) 

非负解，其中 为问题 ， ， l t    4 0l t   0,1t      1 0 1l  0l l   ，  0 1l  的唯一解，且 ，  1l t t   0,1t 。 

定义算子    : 0,1 0,1A C C ， 

              1 1

0 0
, , d d , 0Av t G t s G s x x f v x l x x s t    ,1 。 

不难验证，算子 A 全连续，且 是问题(2.1)的解当且仅当 是v v A 的不动点。 

为方便，记 

 
0

0
lim
u

f u
f

u
 ，

 
lim
u

f u
f

u 
 ，

 
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u

f u
f

u


 。 
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     
0 1 1

0 0
2 1 , d d

1

s s G s x x x s





 
，
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1
4
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

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。 

本文总假定： 

(H1) 连续且非减；    : 0, 0,f   

0 0f  ， 0f   ； (H2) 

0f   。 (H3) 

引理 2.4 假定(H1)成立，若问题(1.2)有非负下解  t 和非负上解  t ，且满足 ，则问题(1.2)

至少存在一个解

   t  t

 u t ，且      t u t t   ，  0,1t 。 

证明 定义辅助函数 

  
      
        
      

, ,

,

, ,

f t u t t

,F u t f u t t u t t

f t u t t

 



 

 
 




                                (2.2) 

则 F 有界，根据引理 2.3，问题 

                  4 , 0,1 , 1 0 1 0, 0u t t F u t t u u u u ,                        (2.3) 

等价于问题         4v t F v t l   t ，  0,1t ，        0 1 0 1v v v v  0    。 

定义算子    : 0,1 0,1B C C , 

              1 1

0 0
, , d d , 0Bv t G t s G s x x F v x l x x s t    ,1 。 

不难验证，算子 全连续，所以根据 Schauder 不动点定理，算子 在B B  0,1C 中至少存在一个不动点 ，从

而

v

u v l  是问题(2.3)的解且   1l t t  ,  0,1t 。 

下面证明： ，     t u t t    0,1t 。 

首先，证明 。令   u t t      t t u   t ，  0,1t ， 

由上解的定义及 f 的单调性，有 

                               4 4 4 0t t u t t f t t F u t t f t t f t               , 

 0 0  ，  1 0  ，  0 0  ，  1 0  ， 

根据引理 2.1，有 ，即 。   0t     u t t
同理可证 ，即   t u t       t u t t   ，  0,1t 。由 F 的定义可知，  u t 是问题(1.2)的解。 

引理 2.5 若(H1)，(H2)成立，设 是一有界集，则当0,E   E  时，问题(1.2)的所有可能解  u t 都满足

  0u t c ，  0,1t 。其中， 是仅依赖于 的正常数。 0c E

证明 根据引理 2.3，若 是问题(1.2)的正解，则 v u u t l  是问题(2.1)的非负解。 

由于 0f   ，故存在 ，使得当 时，有0 0R  0u R   0f u u 。 

当
1 3

,
4 4

t
   

时，若  0,s t ，则     1 1
, 1 1

4 4
G t s s t s s s     ；若  ,1s t ，则 

       , 1 1G t s t s s   
1 1

1
4 4

s s  。故有    1
, 1

4
G t s s s  ，

1 3
,

4 4
t

    
，  0,s 1 。 

同理可得，    1
, 1

4
G t s t t  ，

1 3
,

4 4
s

    
，  0,1t 。 
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显然 04v R ，若不然，存在 0   04v t R0 ，从而   01 3
,

4 4

1
min

4t

v t v R
   

  。故 0,1t  ，使得

        

      

      

     

   

1 1

0 0

1 1

0 0

3
1

4
10
4

3
1

4
010

4

3
1

4
010

4

1 1
, , d

4 4

1
, , d d

4

1
, , d d

4

1 1
, 1 d d

4 4

1 1 1
1 , d d

4 4 4

v G s G s x x f v x l x

G s G s x x f v x x s

G s G s x x f v x x s

G s s s x v x x s

dx s

s s G s x v x s v

 





 

 

       
   

   
 

   
 

   
 

    
 

 

 

 

 

 

，                    (2.4) 

与  max
t

v v t 矛盾，因此 04v R ，即 04u v l v R        ，取 0 04c R   。故结论成立。 

3．主要结果和证明 

定理 3.1 若(H1)，(H2)成立，则存在 ，满足 * 0 

当 *0    时，问题(1.2)至少存在两个正解； 

当 *  时，问题(1.2)至少存在一个正解； 

当 *  时，问题(1.2)无正解。 

证明 先证明当 0  充分小时，问题(1.2)存在正解。 

由于 0 0 ，所以存在充分小的 1 0  ，当 1u  时，   0 1f u   。 f 
定义凸闭集       10,1 0 , 0,1D v C v t t     。 

由于 ，   , 1G t s s s   , 0,1t s  。取 1  ，则 。事实上，对:T D D v D  ，由 f 的单调性可得， 

             
       

     

1 1

0 0

1 1

10 0

1 1

0 1 10 0

0 , ,

, , 2 d d

1 , 2 d d

Tv t G t s G s x x f v x l x x s

G t s G s x x f x s

s s G s x x x s

 

 

   

  



  

 

 

 

d d

。 

由 Schauder 不动点定理可得， 在 中存在不动点 v，即T D u v l  是问题(1.2)的正解。 

然后，证明当 充分大时，问题(1.2)无正解。 

反证法，假设存在充分大的 0 ，使得问题(1.2)存在正解 ，则0u 0 0v u l  是问题(2.1)的非负解，类似(2.4)

式的证明可以得到矛盾，因此 必有界。 

记   * sup (0, ) 1.2     且使 存在正解问题 ，由上可知 *0   。 

下证对  *0,    ，问题(1.2)存在正解。 

由 * 的定义可知，对  *0,   ，可选取  ，使得所对应的问题(1.2)存在正解 

             1 1

0 0
, , d d 1 , 0u t G t s G s x x f u x x s t t      ,1  。 

下证对 0,   
 ，问题(1.2)存在正解。令           0,1 , 0,1u u C u t u t t      。 

   : 0,1 0,1P C C , 定义算子

               1 1

0 0
, , d d 1 , 0Pu t G t s G s x x f u x x s t t    ,1   
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不难验证，算子 全连续。对P 0,   
 ，  u u  ，根据 f 的单调性，有 

             

           

1 1

0 0

1 1

0 0

, , d d 1

, , d d 1

Pu t G t s G s x x f u x x s t

G t s G s x x f u x x s t u t

 

 

 

 

 

    



 



。 

由 Schauder 不动点定理，算子 在 中存在不动点，即问题(1.2)存在正解。 P  u 
接下来，证明当  *0,  时，问题(1.2)至少存在两个正解。 

取  *0,   ，则存在  *0,  


，使得 


，且

对应的问题(1.2)至少存在一个正解，记为u


。则 v u l 



是问题(2.1)的解。再由引理 2.2 知 l l  u
 

。 

定义  t l 
，    t u t 
 

，  0,1t 。易知  t ，  t


分别是问题(1.2)的下解和上解，且满足    t t 


。

由引理 2.4 可知， 对应的问题(1.2)至少存在一个正解 ，且0u      0t u t t  


，即 0u u 。同理可得，存在

0, * 


，使得  0u  


， ，其中 为u u
 


对应的问题(1.2)的解，故 0u u u  

。 

进一步，证明 满足 0u

       0 , 0,1u t u t u t t   
                                (3.1) 

令      0g t u t u t   ，  0,1t ，则  1 0g  ，  0 0g  ，由 f 的单调性，有 

                    1 1

0 00 0
, d , d 0,g t u t u t G t s s f u s s G t s s f u s s t          

  0,1 。 

则 ， 。故  0g t   0,1t   0u t u t  ，同理可证    0u t u t  ，故(3.1)式成立。 

选取 *N  ，对固定的  *0,   ，定义算子    : , 0,1 0,1NK C C     ， 

             1 1

0 0
, , , d d 1 ,K u G t s G s x x f u x x s t t     0,1  。 

不难验证，算子 全连续，且 是问题(1.2)的解当且仅当K u  ,u K u 。 

记 *,E    ，根据引理 2.5，当 E  时，存在仅依赖于 的正常数 ，使得算子E 0c K 的所有可能不动点

都满足 

u

   0 , 0,1u t c t  。                                   (3.2) 

令 

              00,1 , , 0,1u t C u t c t u t t t        ， 

其中 ，   t u t      t u t   。易证 ， t  t 分别是问题(1.2)的下解和上解，且满足    t  t


。由(3.1)，

(3.2)式知， ，故 是0u    0,1C 中的非空开集。 

定义算子    : , 0,1 0,1NK C C    
 , 

              1 1

0 0
, , , d d 1 ,K u G t s G s x x F u x x s t t     0,1 . 

 

其中 F 由(2.2)式定义，则 K 在  0,1C 中有界。因此存在 ，使对0R c  0,1u C  ，有  ,K u  R 。 

记     , 0,1D R u C u R    ，     , 0,1D R u C u R    。由拓扑度的正规性，有 

   deg , , , ,0 1I K D R     。                               (3.3) 

由(3.2)式及引理 2.5 可知，  ,K   在  , \D R 中没有不动点。由于在 中   ,K K ,    ，因此根据(3.3)

式及拓扑度的切除性，有 

          deg , , ,0 deg , , ,0 deg , , , ,0I K I K I K D R               1。          (3.4) 
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由于 *N  ，因此对  0,1u C  ，  ,NK u u  ，于是 

   deg , , , ,0 0NI K D R     。                                (3.5) 

定义     : 0,1 , 0,1H D R C  为     , 1 NH t K t t  ,     。 

显然，当     , 0,1 ,t u D R  时，  ,H t u u 。若不然，存在     0 0, 0,1 ,t u D R  ，使得  0 0 0,H t u u 。

因此， 0u 是  0 01 Nt t     对应问题(1.2)的解，故 E  。由(3.2)式可知， 0u c0 ，而 0 ,u D R ，这与

矛盾。于是，根据(3.5)式及拓扑度的同伦不变性，有 0R c

         
         

deg , , , ,0 deg 0, , , ,0

deg 1, , , ,0 deg , , , ,0 0N

I K D R I H D R

I H D R I K D R

  

  

    

      
。                (3.6) 

由(3.2)式可知，  ,K   在 上没有不动点，由拓扑度的区域可加性及(3.4),(3.6)式，有 

    deg , , , \ ,0 1I K D R      。 

因此，问题(1.2)在  , \D R 中存在解 ，因为1u 0u ，故 0u u1 ，即 是问题(2.1)的解，

因 ，所以 。 

 1,2i iv u l i   
0 1, 2iv i   1, 2iu l i 

最后，证明当 *  时，问题(1.2)至少存在一个正解。 

由 * 的定义可知，存在  *0,n   ，使得  *
n n    。于是对 n N ， n 对应的问题(1,2)存在正解 

                  1 1

0 0
, , d d 1 , 1 , 0,1

n n nn nu t G t s G s x x f u x x s t u t t t         .           (3.7) 

由 Arzela-Ascoli 定理可知，  在
1n n

u




 0,1C 中相对紧，故一定存在收敛子列，不妨仍记为 

1n n
u




，且

   * 0,1
n

u u C n 
    。当 时，(3.7)式可变为 n  

                  * * *

1 1 * *

0 0
, , d d 1 , 1 , 0,1u t G t s G s x x f u x x s t u t t t

  
       .   

因此 *u

是 * 对应问题(1.2)的正解。 

定理 3.2 若(H1)，(H3)成立，则对 ，问题(1.2)至少存在一个正解。 0,  
证明 分 f 有界和 f 无界两种情况 

当 f 有界时，对 ，存在 ，使得 0,u   0M   f u M 。根据 Schauder 不动点定理，对  0,   ，

问题(2.1)至少存在一个非负解，因此问题(1.2)至少存在一个正解。 

当 f 无界时，因为 且有界，  0t   0,1t ，所以存在正实数 ，使得N  N t 。因为 0f   ，所以存

在 ，使得对 ，有0r  0  0 ,u r     0f u u 。又 f 无界，因此对  0,   ，存在Q ，使得  0max ,Q r  。 

定义有界凸闭集       0,1 0 , 0,1v C v t Q t      。 

定义算子 。对:A  v ，有 0 v l Q2    ，根据 f 的单调性，有 

             
       

     

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

00 0

0 , ,

, , 2 d d

1 , 2 d d

d dAv t G t s G s x x f v x l x x s

G t s G s x x f Q x s

s s G s x x Q x s Q



 

 



 

  



  

 

 

 

。 

即 ，由 Schauder 不动点定理可得Av A 在 中至少存在一个不动点 ，因此，v u v l  是问题(1.2)的正解。 

注：相对文献[5]，这里使用了较弱的条件，显然本文中条件(H2)，(H3)比[5]中相应的(H2)，(H3)要弱。 
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