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摘  要：分布函数由其特征函数唯一决定，特征函数的基本要求、类型及其确定，利用积分变换和积

分方法说明特征函数的求解方法，及其在实际当中的应用，解决实际问题。 
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1. 绪论 

概率论中，随机变量的数学期望和方差只能粗略地反映其分布函数的性质，而分布函数由其特征函数唯一

决定[1]。关于特征函数，众多学者都对它的概念、性质、应用等进行了研究。 
随机变量的分布主要分为离散型、连续型。离散随机变量 X 的特征函数可以表示成： 

( ) i

1
e ,ktx

k
k

f t p t
+∞

=

= −∞ < < +∞∑ ，连续随机变量 X 的特征函数可以表示成： 

( ) ( )ie d ,txf t p x x t
+∞

−∞
= −∞ < < +∞∫ 。从以下方面进行讨论研究。 

2. 判断函数为特征函数的条件与实例 

下面说明函数成为特征函数应具备的条件，并举例说明。 
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2.1. 判断函数为特征函数的条件 

辛钦一渡赫纳尔定理[2]：函数 ( )f t 是特征函数的充要条件是： 
1) 函数 ( )f t 是非负定性的；2) ( )f t 连续；3) ( )0 1f = 。 
问题的关键是判定 ( )f t 是否具有非负定性。即对于任意正整数 n N∈ ，任意实数 t R∈ ，任意复数 
( ), 1, 2,i C i nλ ∈ =  均有 ( )

,
0i j i j

i j
f t t λ λ− ≥∑ 成立，由于 ( )f t 是实变量的复值函数， 

( )
,

i j i j
i j

f t t λ λ−∑ 类似于高等代数酉空间部分的 Hermite 二次型。若 Hermite 矩阵 A 为非负定的，则对应的 Hermite 

二次型具有非负定性。至此把特征函数 ( )f t 的非负定性转化为 Hermite 矩阵的非负定性。 

2.2. Hermite 二次型[2] 

1) 任何一个Hermite 矩阵对应一个二次型，是二次型的矩阵表示。 
2) 二次型定义：设 P 是一数域，一个系数在数域 P 中的 1 2, , , nx x x 的二次齐次多项式 

( ) 2 2 2
1 2 11 1 12 1 2 1 1 22 2 2 2, , , 2 2 2n n n n n nn nf x x x a x a x x a x x a x a x x a x= + + + + + + + +     

称为数域 P 上的一个 n 元二次型，或称二次型。 
3) 二次型的矩阵都是对称的。 

4) 实二次型 ( )1 2
1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x X AX
= =

′= =∑∑ 是正定的充分必要条件为矩阵 A 的顺序主子式全大于

零。 

2.3. 实例 

如判定 ( ) 2

1
1

f t
t

=
+

是否为特征函数？ 

解：由辛钦一渡赫纳尔定理可知 ( )f t 连续并且 ( )0 1f = ，验证 ( )f t 的非负定性。即证明任意的 ,i jt t R∈ ， 

任意的正整数 n ，均有 ( ) ( ),

1 0
1 i j

i j i j

f t
t t

λ λ= ≥
+ −

∑ 成立， 

转化为Hermite 二次型。取 1,2, ,t n=  ，此二次型对应的Hermite 阵 A  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 11
1 1 2 1 1 3 1 1

1 1 11
1 2 1 1 2 3 1 2

1 1 1 1
1 1 1 2 1 3

n

nA

n n n

 
 + − + − + − 
 
 + − + − + −=  
 
 
 
 + − + − + − 





    



 

它的各阶顺序主子式都大于 0，所以 ( )f t 是正定的，即 ( ) 2

1
1

f t
t

=
+

是特征函数。 

3. 特征函数的求解方法 

下面说明不同函数的特征函数的求解方法。 

3.1. 根据特征函数的定义求解 

例题 1：设随机变量 X 的分布如下(表 1)，试求 X 的特征函数。 
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Table 1. The distribution of a random variable X 
表 1. 随机变量 X 的分布表 

X  0 1 2 3 

P  0.4 0.3 0.2 0.1 

 

解：已知 X 的分布列为 ( ) , 0,1, 2,3k kp P X x k= = = ，所以 X 的特征函数为： 

( ) i i0 i i2 i3

1
i i2 i3

e 0.4e 0.3e 0.2e 0.1e

0.4 0.3e 0.2e 0.1e

ktx t t t t
k

k
t t t

f t p
+∞

=

= = + + +

= + + +

∑  

例题 2：设离散随机变量 X 服从几何分布 ( ) ( ) 11 , 1, 2, ,kP X k p p k−= = − = 
求 X 的特征函数。 

解：已知 X 的分布列为 ( ) ( ) 11 , 1, 2, .kP X k p p k−= = − = 
所以 X 的特征函数为 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

1 1i i i i 1

1 1 1 1

i i
i

i 0 2i 1 i 1
i i

e e 1 e 1   e 1

e 1 e elim e e e lim
1 e 1 e

k k ktx tk tk tk k
k

k k k k

kt t
t

t t tk k
t tk k

f t p p p p p p q q p

q pp q q q p
q q

+∞ +∞ +∞ +∞
− − −

= = = =

−

→+∞ →+∞

= = − = − = = −

−
= + + + = =

− −

∑ ∑ ∑ ∑



,其中

 

3.2. 已知分布函数求解特征函数 

例题 3：求分布函数 ( ) ( )e d 0
2

x a taF x t a−

−∞
= >∫ 的特征函数。 

解： ( ) ( ) e
2

a xap x F x −′= = ， 

( ) ( ) 0i i i i
0

2

2 2

e d e e d  e d e d
2 2

1 1
2 i i

a xtx tx tx ax tx axa af x p x x x x x

a a
t a t a a t

+∞ +∞ +∞− + −

−∞ −∞ −∞
 = = = +  

 = − = + − + 

∫ ∫ ∫ ∫
 

3.3. 常用分布的密度函数求解特征函数 

1) 求均匀分布的特征函数 
已知均匀分布 ( ),U a b 的密度函数为 ( )

1 ,   ;

 0  ,       .

a x b
b ap x

 < < −= 
 其他

 

所以特征函数为 ( ) ( )
i i ie e ed

i

tx bt atb

a
f t x

b a t b a
−

= =
− −∫ 。 

2) 求指数分布的特征函数 
已知指数分布 ( )exp λ 的密度函数为 ( ) e ,    0 ;

 0    ,      0 .

x x
p x

x

λλ − >
= 

≤
 

所以特征函数为 

( ) ( ) ( ){ }i
0 0 0

1

2 2 2 2

e e d cos e d i sin e d

ii 1

tx x x xf t x tx x tx x

t
t t

λ λ λλ λ

λ λλ
λλ λ

+∞ +∞ +∞− − −

−

= = +

   = + = −   + +   

∫ ∫ ∫
 

3) 求标准正态分布的特征函数 

已知标准正态分布 ( )0,1N 的密度函数为 ( )
2

21 e ,
2π

x
p x x

−
= −∞ < < +∞，所以特征函数为 
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( )
( )22 2

2 2 2

i
i

2 2 2

i
2 2 2

i

1 1e d e e d
2π 2π

1i  e e d e
2π

x tx ttx

t t t
t

t

f t x x

z x t z

−
− − −+∞ +∞

−∞ −∞

− − −+∞+

−∞−

= =

= − =

∫ ∫

∫

 

其中
2
2e d 2π
z

z
+∞ −

−∞
=∫ 是利用复变函数中的围道积分或广义积分求得的。 

3.4. 利用独立随机变量和的特征函数为特征函数的积来求解和的特征函数 

例题 4：设 ( )~ ,Y Ga n λ ，则 1 2 nY X X X= + + + ，其中 iX 独立同分布，且 ( )~ expiX λ ，由指数分布的特 

征函数 ( )
1i1

iX
tf t
λ

−
 = − 
 

，及独立随机变量和的特征函数为特征函数的积，得 ( ) ( )( )1

i1
n

n

Y X
tf t f t
λ

−
 = = − 
 

。 

3.5. 用高效积分法求解特征函数[3] 

用 FFT 可靠性分析方法，及新的坐标平移方法处理负值随机变量问题；并用高效直接积分法求解特征函数。

说明如下： 
1) FFT 的含义 
FFT 是离散傅里叶变换的快速算法，可将一个信号变换到频域。一些信号在时域上很难看出什么特征，若

变换到频域之后，就很容易看出特征了；另外， FFT 可以将一个信号的频谱提取出来，这在频谱分析方面是常

用的。一个模拟信号，经过 ADC 采样之后，就变成了数字信号，从而就可以做 FFT 变换了。 
2) 概率特征函数的定义及相关性质 
随机变量的概率密度函数与特征函数可以表示为一个 Fourier 变换对，定义为 

( ) ( )

( ) ( )

i

i

e d

1 e d
2π

Y

Y

F f Y Y

f Y F

ω

ω

ω

ω ω

+∞ −

−∞

+∞

−∞

 =


 =


∫

∫
                                 (1) 

其中 ( )f t 和 ( )F ω 分别表示随机变量Y 的概率密度函数与特征函数，ω 为变换参数，i 1= − 。特征函数的引进

本质上是对分布函数作 Fourier 变换，它与分布函数存在一一对应关系，因而特征函数也是刻画随机变量分布的

一种方式，随机变量的分布函数由其特征函数唯一决定。 
3) 利用高效积分法求特征函数 
利用 Fourier 的位移性质求(1)中的 ( )F ω 有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }i ie d e cos i sinY YF f Y Y E E Y E Yω ωω ω ω
+∞ − −

−∞
= = = −∫                (2) 

对 ( )  f Y 进行坐标平移 0t ， ( ) ( )0f Y f Y t→ − ，于是式(2)变为： 

( ) ( )0ii i
0 e d e e d   tY Yf Y t Y f Y Yωω ω+∞ +∞−− −

−∞ −∞
− =∫ ∫                        (3) 

为了求式(3)先求式(2)，而式(2)表明 ( )F ω 是另一函数 ie YY ω−′ = 的均值。因为 ( ) ( )Y Y V Y Y V′ ′= ⇒ = ，所以

式(2)又可写作 

( ) ( ){ } ( ) ( )dF E Y V Y V f V Vω
Ω

′ ′= = ∫                             (4) 

Ω 是积分区域，而式(4)的积分可以完全利用高效数值积分法来完成。另外假设随机变量 1 2, , , nx x x 服从正

态分布且相互独立。那么由于 1 2, , , nx x x 是 n 个相互独立的正态分布随机变量，因此，它们的联合概率密度函

数可以表示为 

OPEN ACCESS 50 



蒋同斌 | 随机变量特征函数的求法研究 

( )
( )2

2
1

1 exp
22π

i

ii

n i x
i

i xx

x
f x

µ

σσ=

 − = − 
  

∏                           ( )5  

于是式(4)的积分可以写为 

( )
( )2

1 2 1 22
1

1, , , exp d d d
22π

i

ii

n i x
Y n n

i xx

x
Y x x x x x x

µ
µ

σσ
+∞ +∞

−∞ −∞
=

 − ′= ⋅ −
 
  

∏∫ ∫              ( )6  

综上所述，求特征函数的具体时效性分以下四步： 
1) 高效积分法求解响应函数 ( )Y Y V= 的均差与方差 Yσ 。 
2) 根据傅里叶变换的位移性质，对特征函数进行平移。 
3) 在频域进行离散采样。 
首先将ω 进行离散， ( ) ( ) ( )1 2π 1,2, , 2 1 , , 8j p p Yj T j N T k kω σ= − = + = ≥

；N 为采样点总数，为了高效的

执行 FFT ，一般取 2mN = ， m 为整数。然后利用式(4)用高效积分法求解。 
4) 根据 Fourier 变换的对称性进行操作，实部正对称，虚部反对称，生成另外一半频率采样点，最后生成

完整的频率采样向量。 

4. 特征函数单调性与迭代数列收敛性之间的关系[4] 

利用特征函数单调性判断迭代数列收敛性并求其极限。 

设数列{ }nx 满足迭代关系 ( )1 sin 1,2, ;0 1  n nx c x n c+ = = < ≤ ，证明：对任意的初值 1x ， lim nn
x

→∞
存在并求此

极限。 

证明：对于任意的 1x ，有 ( )1 1 2,3,nx n− ≤ ≤ =  ，因此 ( ) ( ) sinF x x f x x c x= − = − ⋅ 是{ }nx 在区间 [ ]1,1− 上

的特征函数。又当 [ ]1,1x∈ − 时， ( ) 1 cos 0F x c x′ = − ⋅ ≥ （其中等号仅当 1, 0c x= = 时成立），故 ( )F x 和 ( )f x 在

[ ]1,1− 单调增加，且 ( )0 0F = 。故由定理2知{ }nx 的极限存在且等于0。 

同理可以证明 { }nx ： ( )1 cos 1,2, ;0 1n nx c x n c+ = − ⋅ = < ≤ 的极限存在且 0lim nn
x x

→∞
= ，其中 ( )0 1,0x ∈ − 是

( ) cos 0F x x c x= + ⋅ = 的根。 

5. 二维随机变量的特征函数 

二维随机变量特征函数的求法 

设 ( ) ( )2 2
1 1 2 2, ~ , ; , ;i j N m m rξ ξ σ σ ，它的密度函数为 

( ) ( )( )2 2
1 1 2 21 1 2 2

1 2 2
1 1 2 21 2

1, exp 2
2π 1

x m x mx m x mf x x r
r σ σ σ σσ σ

  − −   − −  = − +    
 −       

 

求特征函数。 

解：它的特征函数为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 21 1 2 2

i
1 2 1 2 1 2

1 2i 2
1 2

, e , d d

e e d d

t x t x

t rt t tt m t m

f t t f x x x x

x x
σ σ σ σ

+∞ +∞ +

−∞ −∞

− + ++∞ +∞ +

−∞ −∞

=

=

∫ ∫

∫ ∫
 

特别，当 1 2 1 20, 1m m σ σ= = = = 时，即 ( ) ( )1 2, ~ 0,1;0,1;N rξ ξ ，则 

( ) ( )2 2
1 1 2 2

1 2
2

1 2, e
t rt t t

f t t
− + +

=  
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当 1 2 rη αξ βξ= + + ， ( ), ,α β γ为实常数 时，η的特征函数为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2
1 1 2 21 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 21 2

1 2ii i 2

1 2i 2

e , e e e

e e

t r t t tm t m ttr rt

t r t t tm t m t t

f t f t t
σ α σ σ α β σ αα β

η

σ α σ σ α β σ αα β

α β
− + ++

− + ++ +

= ⋅ =

=

 

故： ( )2 2 2 2
1 2 1 1 2 2~ , 2N m m r rη α β α σ σ σ αβ β σ+ + + + 。 

6. 特征函数的应用 

下面主要说明特征函数在各方面的具体应用。 

6.1. 在数学方面的应用 

用特征函数求解某些积分与级数的和 
1) 在求积分中的应用 
求 ( ) ( ) ( ) ( )cos d , sin dax f x x ax f x x

+∞ +∞

−∞ −∞
⋅∫ ∫ 的积分，其中 ( )f x 可化成某随机变量的密度函数。 

解：因为 ( ) ( )ie cos i sinax ax ax= + ， 

及 ( ) ( )
i i i ie e e ecos ,sin

2 2

at at at at

ax ax
− −+ −

= = ， 

所以 ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )i i i ie e e e

cos , sin
2 2

at at at atE E E E
E ax E ax

− −+ −
= =       。 

因此，若 ( )f x 是某随机变量 X 的密度函数， ( )f t 是其特征函数时， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
cos d cos

2
f a f a

ax f x x E aX
+∞

−∞

+ −
⋅ = =∫  

2) 求伽玛分布 ( ),Ga α λ 的数学期望和方差。 
解：因为伽玛分布 ( ),Ga α λ 的特征函数及其一、二阶导数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22

2

1 ii i i i i1 , 1 0 , 1 ,t t tf t f t f f t
α α αα αα α

λ λ λ λ λλ

− − − − −+     ′ ′ ′′= − = − = = −     
     

，  

( ) ( )
2

1
0f

α α
λ
+

′′ = − ，有 ( ) ( )0f aE X
i λ
′

= = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2 2 2 2

1 1i0 0Var X f f
α α α αα α α

λλ λ λ λ
+ + ′′ ′= − + = + = − =      

 

3) 证明正态分布的可加性。 
解：设 ( ) ( )2 2

1 1 2 2~ , , ~ ,X N Y Nµ σ µ σ ，且 X 与Y 独立。因为： 

( ) ( )
2 2 2 2
1 2

1 2i i
2 2e , e
t t

t t

X Yf t f t
σ σ

µ µ− −
= =  

由性质独立随机变量和的特征函数为特征函数的积得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2

1 2
1 2i

2e
t

X Y X Yf t f t f t
σ σ

µ µ
+

+ −

+ = =  

这正是 ( )2 2
1 2 1 2,N µ µ σ σ+ + 的特征函数，再由特征函数的唯一性定理，即知 

( )2 2
1 2 1 2~ ,X Y N µ µ σ σ+ + +  

4) 求解
22

0
e dk xx x

+∞ −∫ 。(可用递推法) 
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解：现在用特征函数法来解决。 

设
10,
2

X N  ∼  
 

，其密度函数为 ( ) 21 e
π

xp x −=  

则其特征函数为 ( )
22

1 2
i 4

0

1 1e e d e
4 !π

i ittx x
X

i

tf t x
i

+∞−+∞ −

−∞
=

 = = = − 
 

∑∫ ， 

故 ( ) ( ) ( )
( )

1 2
2 2 ! 2 1 31 1

4 ! 4 1 !

k k
k

X

k k t
f t

k k

+ +   = − + − +    +   



  

所以 ( ) ( ) ( )2 2 !1 10 2 1 !!
4 ! 2

k k
k

X

k
f k

k
   = − = − −   
   

 

由特征函数的性质得 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 1 !!
i 0

2
kk k

X k

k
E X f

−
= − = ， 

由 2k 阶矩定义有 ( ) 22 2
0

e dk k xE X x x
+∞ −= ∫ ， 

故
( )22 2 1 !!

e d
2

k x
k

k
x x

+∞ −

−∞

−
=∫ ，即

( )22
10

2 1 !!
e d

2
k x

k

k
x x

+∞ −
+

−
=∫ 。 

5) 求解 ( )
0

1 e d !k xk x x k
+∞ −Γ + = =∫ 。 

解：用特征函数来求伽玛函数。设随机变量 X 服从参数为 1的指数分布，其密度函数为 ( ) e      0
0        0

x xp x
x

− >
= 

≤
，

则其特征函数为 ( ) ( ) 11 iXf t t −= − 。 
所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 12i 1 i , 2i 1 i , , !i 1 i kk k

X X Xf t t f t t f t k t− − − +′ ′′= − = − = −
， 

故 ( ) ( ) ( )20 i, 0 2i , , 0 !k k
X X Xf f f k i′ ′′= = = 。 

于是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22i 0 1, i 0 2!, i 0 !kk k
X X XE X f E X f E X f k′ ′′= − ⋅ = = − ⋅ = = − ⋅ = 。 

由 k 阶矩的定义知： 

( ) 0
e dk k xE X x x

+∞ −= ∫ ，故
0

e d !k xx x k
+∞ − =∫ ，即 ( )1 !k kΓ + = 。 

6) 求级数
2

1
m

m

m
k

+∞

=

 
 
 

∑ 和级数
3

1
m

m

m
k

+∞

=

 
 
 

∑ 。 

解：设 X 服从几何分布： ( ) ( )1, 1, 2, , 1 ,0 1mP X m pq m q p p−= = = = − < < ，则有 

( ) ( )
i

i 1 i
i

1 1

ee e
1

m t
tm m t

X t
m m

p pf t pq q
q q

+∞ +∞
−

= =

= = =
−

∑ ∑ ， ( )
( )
( ) ( )

i i i i i

2 2i i

ie 1 e ie e ie

1 e 1 e

t t t t t

t t

p q p q pf t
q q

− +
′ = =

− −
 

( )
( )
( )

i 2i
2

3i

e e
i

1 e

t t

t

q
f t p

q

+
′′ =

−
； ( )

( )
( )

i 2i 2 3i
3

4i

e 4 e e
i

1 e

t t t

t

q q
f t p

q

+ +
′′′ =

−
。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 32 4 2i 0 1 i 1 1 1E X f p q q p q− −′′= − = − + − = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 3 4 2 3 2i 0 i i 1 4 1 4E X f p p q q p q q− −′′′= − = + + = + +  

又因为 ( ) ( )2 2 1 3 3 1

1 1
,m m

m m
E X m pq E X m pq

+∞ +∞
− −

= =

= =∑ ∑ ， 

所以： ( ) ( )2 1 2 3 1 3 2

1 1
1 , 1 4m m

m m
m pq p q m pq p q q

+∞ +∞
− − − −

= =

= + = + +∑ ∑ ，取 2 2

1 1, 1q p
k k

= = − ， 

整理得：
( )

( )

2 22

321

1

1
m

m

k km
k k

+∞

=

+  = 
  −

∑ 。取 3 3

1 1, 1q p
k k

= = − ， 
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整理得：
( )
( )

3 6 33

431

4 1

1
m

m

k k km
k k

+∞

=

+ +  = 
  −

∑ 。 

7) 设随机变量 nY 服从几何分布，参数 p
n
λ

= 。证明 nY
n
依分布收敛于 Z ，其中 Z 服从指数分布。 

证明：先计算 nY 的特征函数 ( ) ( )
i

1
i i

i1

e
e 1 e

1 1 e

n

t
k

tY tk
n

tk

nf t E
n n

n

λ
λ λ

λ

−∞

=

 = = − =     − − 
 

∑ ， nY
n
的特征函数为 

( ) ( )

i i i
i

i

e e e e
i 1 i 1i 11 1 11 1 e

Y
n

t t t
tn n n
n

t
n

n n nf t
t tt

n n nn n nn

λ λ λ
λ

λ λ ολλ οο
= = = =

− +        − +− − + +− −               

 

当 n →∞时，上式收敛于 ( )i i
0

e e d e
i

tx x tZx E
t

λλ λ
λ

∞ −= =
− ∫ ，由连续性定理， nY

n
依分布收敛于 Z ，其中 Z 服

从参数为λ 的指数分布。 

6.2. 在生产实际中的应用 

用特征函数的方法解决实际问题成为一种趋势，如无线通信、保险系统、交通运输、信息查询等都有一定

的应用。 

6.2.1. 在无线通信环境中的应用  
通信信号的调制识别技术在信号确认、干扰识别、频谱管理、电子对抗等多个领域具有广泛的应用。如通

过分析α 噪声的性质[4]，利用特征函数相位作为分类特征，实现调制类型识别，通过推导各种调制类型特征函

数相位理论值，形成各类特征向量，经过分析和仿真测试表明该算法适合在各种α 噪声和高斯噪声下进行分类。 

6.2.2. 在检测图片隐藏信息中的应用 
引入特征函数来描述图片的统计规则性，并将图片小波子带系数及其线性预测误差的特征函数的高阶统计

量作为图片的特征向量来建立分类模型能有效检测出含隐藏信息的图片。 

6.2.3. 在保险系统中的应用 
在保险系统中， r 个投保人的平均损失费服从指数分布的参数全相同和各不相同的情况下导出被保险人总

损失费的分布密度函数，并对 r 个投保人的平均损失费服从的指数分布的参数不全相同情况下导出被保险人总

损失费的特征函数，为保险精算研究提供了基础[5]。 
设在一定范围、时间内，投保人数为服从某一离散分布的随机变量 r ，不妨设 r 的分布列为：if the distri- 

bution of r is set
0 1 2 3

0 1 2 3
P P P P

 
 
 





，设第 i 个投保人的损失费为 iX ， iX 间相互独立，且 iX 服从参数为 iλ

的指数分布，
e , 0

~
0,        0

it
i

i
t

X
t

λλ − >


≤
，其中 ( )0 1,2, ,i i rλ > =  。若 iX 相互独立同分布服从参数为 λ 的指数分布，

即 ( )1,2, ,i i rλ λ= =  ，则 r 个投保人的总损失费
1

r

i
i

Y X
=

= ∑ 的分布密度为 

( )
( )
( )

1

1
e , 0

1 !
0,                            0

k
y

k
Y k

y
P y

f y k
y

λ λ
λ

−∞
−

=


>

= −
 ≤

∑
，其期望为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1

1 r r k k
k k k

kE Y E X X X E X X X r k P r k P kP
λ λ

∞ ∞ ∞

= = =

= + + + = + + + = = = =∑ ∑ ∑   
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可以根据 r 取值的不同得到不同的总损失费。因为保险公司在保险费定价时需要知道被保险人总损失的分布及

期望，此项研究具有现实意义。 

6.2.4. 在交通运输方面的应用[6] 
由于交通运输中的随机问题很多。如牵引机车台数问题，用例子说明： 
设铁路货物列车由 n 辆车组成，每辆车的重量为随机变量 X  (单位：t )，其数学期望值为 xm 和均方差 xσ ，

车辆数 n 可以看作一个比较大的数，机车牵引重量不超过 q 吨。如果列车重量超过 q 吨需要双机牵引，试求一

台机车不能牵引列车的概率？如果列车编挂 1n 辆敞车， 2n 辆平板， 3n 辆罐车，各种车辆重量的数学期望为

( )1,2,3im i = 和方差 ( )1,2,3iD i = 。 

设列车重量
1

n

i
i

Q x
=

= ∑ ， n 是一个比较大的数，随机变量Q 近似于正态分布，参数 q xm nm= ， 

2
q q x xD n nσ σ σ= = = ⋅ ， { } ( ) ( )1 0.5 xP Q q q mn nϕ σ > = − + − ⋅   

因为
3

1
q i i

i
m n m

=

= ∑ ，
3

1
q i i

i
D n D

=

= ∑ ， q qDσ = ， 

因此一台机车拉不动列车重量的概率为 { } ( )0.5 q qP Q q q m σ > ≈ − −  。 

6.2.5. 在数据库查询方面的应用 
特征函数在数据库的查询方面也有着一定的作用[7]。利用特征函数来改善系统效率，提高查询速度。从结

构上讲，利用 SQL 内部的基本数符和函数，特征函数可编写成数量表达式，具体的编码依赖于各种语言的内部

特性以及涉及到的变量的数据类型。目前已开发了处理各种数据类型的技术，在此简单介绍将特征函数限于数

字类型的实例。 
特征函数一般的编码形式为 ( )( )1 abs sign A B− − ， ( )sign 和 ( )abs 是内部 Sybase 函数。 ( )abs 返回变量的

绝对值；当变量为负数、零和正数时 ( )sign 分别返回−1，0，+1。 
以下是特征函数的编码(不考虑空值情况)： 

[ ] ( )( )
[ ] ( )( )
[ ] ( )( )
[ ] ( )( )
[ ] ( )( )

1

1 1

1

1 1

1

A B abs sign A B

A B sign sign A B

A B sign sign A B

A B sign sign A B

A B sign sign A B

δ

δ

δ

δ

δ

= = − −

< = − + −

<= = − −

> = − − −

>= = + −

 

例如对于表 ( )student name,status,parincome,selfincome ，它包括学生姓名、独立状况(1代表独立，0代表非独

立)和两种收入(来自父母和自己的)。假设要生成表格 ( )name,income ，分别包括非独立学生和独立学生来自父母 
和自己的收入，传统的 SQL 方法如式(1)： 

( )name,income parincome status selfincome 1 status
students

SELECT
FROM

= ∗ + ∗ −
                   (1) 

而利用上述讨论的特征函数查询，语句如式(2)： 

[ ] [ ]
name,

       income parincome status 1 selfincome status 0
students

SELECT

FROM
δ δ= ∗ = + ∗ =                     (2) 
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传统的查询方法，如式(1)，一旦问题复杂化，即状态不仅是0或者1时，用公式不能直接表达出问题。例如条件

不只一个时，如考虑属性“年龄”，我们利用特征函数编码的方法得到式(3)的查询语句： 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]( )

name,

 income parincome status 1 age 19  selfincome sign status 0 age 23

 parincome selfincome 2.0 1 status 1 age 19 sign status 0 age 23

students

SELECT

FROM

δ δ δ δ

δ δ δ δ

= ∗ = ∗ <= + ∗ = + >

+ + ∗ − = ∗ <= − = ∗ >
    (3) 

此查询过程是：学生在 19 岁或 19 岁以下且非独立的，结果返回 parincome ；学生独立或大于 23 岁的，结

果返回 selfincome ；其它情况则返回算术平均值。传统的 SQL 解决条件查询问题需要多个 SQL 语句[7]，对每个

条件进行一次数据访问，最后通过UNION 合成结果。而现在只用一个 SQL 语句，做一次数据访问，这种方法不

仅节约了查询所需访问数据表的次数，节省时间，减轻计算机工作量。 

7. 结论 

随机变量特征函数的求法及应用，对于初学者来说是有难度的。傅里叶变换是一个有效工具，特征函数能

够决定分布函数，并且具有好的性质，是研究概率分布的最好的方法，特别是研究随机变量序列的概率分布的

极限问题起关键作用，论文的目的是利用积分变换和积分方法，结合具体实例进行分析说明，有利于我们更好

地认识特征函数[8]。 
论文首先用辛钦一渡赫纳尔定理给出了判断函数是否为特征函数，并运用几种不同的方法求解特征函数，

使其在数学领域和实际生活中得到广泛的运用。 
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