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Abstract: In this article, a second-order nonlinear boundary value problem with integral boundary conditions 
is investigated. By calculating, the Green’s function for boundary value problem subject to homogeneous 
boundary conditions and its properties are given. By using the fixed point theory in cones, the existence re- 
sults for at least one positive solution for the problem are established when f is superlinear or sublinear. 
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摘  要：研究一类带积分边界条件的二阶非线性边值问题，通过计算给出齐次边界条件下边值问题的

格林函数及性质。利用锥上的不动点定理，得到了当 f 满足超线性或次线性时边值问题正解的存在性

结果。 
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1. 引言 

在物理学、生物学和工程实践等领域中，许多问题都可以抽象为常微分方程边值问题进行研究。近年，非

线性常微分方程边值问题正解存在性及多解性成为一个重要研究领域，特别是对二阶非线性常微分方程边值问

题的研究已有许多丰硕的成果[1,2]。 
文献[3]利用不动点指数定理，研究了一类二阶三点非线性常微分方程边值问题，获得了正解存在性的结果；文

献[4]利用锥上的不动点定理研究了一类非线性二阶常微分方程积分边值问题，得到了边值问题正解存在的充分条件。 
受此启发，本文研究以下二阶非线性边值问题正解的存在性： 
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其中 ( ) ( )0, 0, 2 , 0,1 ,δ β η> ∈ π ∈ [ ] ( )( )0,1 0, ,h C∈ → +∞ [ ] ( ) [ )( )0,1 0, 0, ,f C∈ × +∞ → +∞ [ ], 0,1a b C∈ 为正。在适当

条件下，运用锥上的不动点定理研究边值问题一个正解的存在性。 
下面给出证明本文结果所用的工具： 
引理 1.1[5,6]：设 K E⊂ 为 Banach 空间 E 中的一个锥， 1 2,Ω Ω 是 E 中的有界开集， 1 1 20 ,∈Ω Ω ⊂Ω ，令

( )2 1: \A K KΩ Ω → 是一个全连续算子使得 
1) 当 1u K∈ ∂Ω ，有 Au u≤ 及当 2u K∈ ∂Ω ，有 Au u≥ 。或者 
2) 当 1u K∈ ∂Ω ，有 Au u≥ 及当 2u K∈ ∂Ω ，有 Au u≤ 。 
则 A 在 ( )2 1\K Ω Ω 中有一个不动点。 

2. 预备知识和引理 

首先，介绍有关概念和引理。 
引理 2.1：对于以下边值问题 
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其解 ( ) ( ) ( ) [ ]1
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注：根据格林函数的定义及性质与边界条件，通过计算易得到 ( ),G t s 。 
(H1) sin sin 0, cos cos 0β δ βη δ βη β− > − ≥ ； 
(H2) ( )sin 1 sin 0, sin sin 0,β η δ βη βα δ βη− − > − > 其中 ( )0 1 2α ∈ ， 。 
引理 2.2：存在一个连续函数 [ ] [ ): 0,1 0,Φ → +∞ 和一个常数 ( ]0,1γ ∈ 使得： 
1) 若(H1)成立，对于任意 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1t s ∈ × ，有 ( ) ( )0 ,G t s s≤ ≤ Φ ； 
2) 若(H1) (H2)成立，对于任意 ( ) [ ] [ ], ,1 0,1t s α α∈ − × ，有 ( ) ( ),G t s sγ≥ Φ 。 
证明：首先，当 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1t s ∈ × 时，显然有 ( ), 0G t s ≥ 成立。 
接下来给出连续函数 ( )sΦ 和常数 γ 。令 ( ) ( )1g s s s= − ， ( ) ( ) ( ), ,H t s g s G t sµ= − 。 
先给出格林函数的上界。只需证存在 0µ µ∗= > 使 ( ), 0,s tH t s

≥
≥ ( ), 0,s tH t s

≤
≥ [ ], 0,1t s∈ 。 

情形 1： [ ]0,s η∈ 。如果 0,s = 则有 ( ) ( ), 0, 0,G t s g s= = 结论成立。如果 ( ]0,s η∈ 则 
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因此对
( ) ( )

( )( )2
1 sin 1

: ,
sin sin 1

δ β η
µ µ

β δ βη η
+ −

≥ =
− −

我们有 ( ), 0s tH t s
≤
≥ 。 

情形 2： [ ],1s η∈ 。如果 1,s = 则有 ( ) ( ), 0, 0,G t s g s= = 结论成立。如果 [ ),1s η∈ 则同情形 1 易得 3 4,µ µ 分别

使 ( ) ( ), 0, , 0s t s tH t s H t s
≥ ≤
≥ ≥ 成立。 

取 { }1 2 3 4max , , ,µ µ µ µ µ µ∗= ≥ ，对 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1t s ∈ × ，有 ( ), 0H t s ≥ ，相应地 ( ) ( ),g s G t sµ∗ ≥ 。 
设 ( ) ( ) ,s g sµ∗Φ = 则 ( ) ( ),G t s s≤ Φ ， [ ], 0,1t s∈ 。 
同理，可证存在 0µ µ∗= > 使 ( ), 0,s tH t s

≥
≤ ( ), 0,s tH t s

≤
≤ ( ) [ ] [ ], ,1 0,1t s α α∈ − × 。由此即得格林函数下界。取

{ }5 6 7 80 min , , , ,µ µ µ µ µ∗< ≤ 对 ,µ µ∗= 有 ( ), 0,H t s ≤ ( ) [ ] [ ], 1 0,1t s α α∈ − ×， 。相应地 
( ) ( ),g s G t sµ∗ ≤ ，则 ( ) ( ),G t s sγ≥ Φ ， ( ) [ ] [ ], ,1 0,1t s α α∈ − × ，其中 [ ]: 0,1γ µ µ∗

∗= ∈ 。 
引理 2.3： [ ]1 2, , 0,1p q q L∈ ，以下边值问题 
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证明：设 x 是边值问题 
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的一个解，则边值问题(2.2)等价于 

( ) ( ) ( )1

0
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设 1 2cos sinx C t C tβ β= + 。由边界条件得到 
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代入(2.4)易得证引理成立。 

定义辅助函数 ( ) ( ) ( )cos cos sin, 1 tan
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[ ]0,1C 为实 Banach 空间，其范数定义
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(H3) [ ] [ )( ), 0,1 , 0,a b C∈ +∞ 使辅助函数 ( ),t sφ 满足 
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定义线性算子 [ ] [ ]: 0,1 0,1S C C→  
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0
, dSx t t s x s sφ= ∫                              (2.7) 
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引理 2.4：线性算子 S 有界， ( ) .S P P⊂ 另外， I S− 可逆， ( ) 1 1 .
1

I S
M

−− ≤
−

 

证明：1) 由 S 的定义得其线性，由(2.6) (2.7)知对 [ ]0,1x C∀ ∈ 有 ( )( ) ( ) ( )1

0
, d ,Sx t t s x s s M xφ≤ ≤∫ 这即证明

了其有界性。 
2) 因为对 [ ], 0,1t s∀ ∈ 有 ( ), 0,t s mφ ≥ ≥ 故对 x P∀ ∈ 有 ( )( ) 0,Sx t ≥ 因此 ( )S P P⊂ 。 
3) 由(2.6)与(2.7)知对 [ ]0,1x C∀ ∈ 有 

( )( ) ( ) ( )1
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= ≤ ≤ <∫ ，由此导出 1,S M≤ < I S− 可逆。 

对 [ ]0,1 ,t∈ 当且仅当 ( ) ( ) ( )( )x t y t Sx t= + 时 ( ) ( ) ( )1x t I S y t−= − 。 S 的定义表明 

( ) ( ) ( ) ( )1

0
, dx t y t t s x s sφ= + ∫                              (2.8) 

由 1M < 知 1 不为核 ( ),t sφ 的特征值，故(2.8)对任意连续函数 y 有唯一解 x 。逐次代入得 
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则边值问题(1.1)正解的存在性问题等价于 K 中算子 A 不动点的存在性及个数问题。 

3. 主要结果 

下面给出主要结果及其证明。 
定义： 
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定理 3.1：假设(H1)~(H3)成立，则边值问题(1.1)在 0 0f = 和 f∞ = ∞ (超线性)或 0f = ∞和 0f ∞ = (次线性)时至

少存在一个正解。 
证明：对 x K∀ ∈ ， 
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这表明 

( ) ( ) ( )( )1
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− ∫                         (3.3) 

由引理 2.2、引理 2.4 及(3.3)得 
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这说明 AK K⊂ 。从而易证 :A K K→ 全连续。 

首先考虑超线性情形： 0 0f = ， f∞ = ∞ 。 
因为 0 0,f = 选取 1 0H > 使对任意 [ ] ( )1, 0,1 0, ,t u H∈ × 有 ( ), ,f t u uε≤ 其中 0ε > 满足： 
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取 { }1 1: ,x E x HΩ = ∈ < (3.5)表明 

1,Ax x x K≤ ∈ ∂Ω                                  (3.6) 

另一方面，因为 f∞ = ∞ ，则 0H∃ > 使当 ( ) [ ] [ ), ,1 , ,t u Hα α∈ − × +∞ 有 ( ),f t u uρ≥ ，其中 0ρ > 的选取满足 
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故有 

2,Ax x x K≥ ∈ ∂Ω                                    (3.8) 

根据定理 1.1 的第一部分知 A 有一个不动点 ( )2 1\x K∗ ∈ Ω Ω 也是边值问题(1.1)的正解。 
接着，我们考虑次线性情形： 0f = ∞和 0f ∞ = 。 
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因为 0f = ∞，首先选取 3 0H > 使当 ( ) [ ] [ ]3, ,1 0, ,t u Hα α∈ − × 有 ( ), ,f t u uσ≥ 其中 0σ > 满足 
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m

γ

γσ

γ σ

≥ Φ
−

≥ Φ
−

−
≥ Φ ≥

−

∫

∫

∫

 

因此取 { }3 3:x E x HΩ = ∈ < 使得 

3,Ax x x K≥ ∈ ∂Ω                                 (3.10) 

因为 0,f∞ = 则存在 0H > 使当 ,u H≥ 有 ( ),f t u uµ≤ 。其中 µ 满足 

( ) ( )1

0
d 1

1
s h s s

M
µ

Φ ≤
− ∫                                 (3.11) 

考虑两种情形： 
1) 若 f 有界，即对 [ )0, ,x∀ ∈ +∞ 有 ( ),f t x N≤ 。在该情形下选取 

( ) ( )1
4 3 0

max 2 , d
1

NH H s h s s
M

 = Φ 
− ∫ 使对于 x K∀ ∈ 及 4 ,x H=  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

1

0

1
40

1 , d
1

d , 0,1
1

Ax t s h s f s x s s
M

N s h s s H t
M

≤ Φ
−

≤ Φ ≤ ∈
−

∫

∫
。 

因此， Au u≤ 。 
2) 若 f 无界，选取 { }4 3max ,2H H H= 使 

( ) ( )4 4, , , 0f t x f t H x H≤ ≤ ≤                             (3.12) 

对 x K∈ 及 4 ,x H= 由(3.2)、(3.11)和(3.12)， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]

1
40

14
40

1 , d
1

d , 0,1
1

Ax t s h s f s H s
M

H s h s s H x t
M

µ

≤ Φ
−

≤ Φ ≤ = ∈
−

∫

∫
 

即得 Ax x≤ 。 
因此，从两方面均可取 { }4 4= ,x E x HΩ ∈ ≤ 使得 

4,Ax x x K≤ ∈ ∂Ω                                 (3.13) 

根据定理 1.1 的第二部分知 A有一个不动点 ( )4 3\x K∗ ∈ Ω Ω 同时是边值问题(1.1)的正解。 
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