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Abstract 
We will use Nevanlinna distribution theory to discuss a power of meromorphic functions of diffe-
rential polynomials sharing two values. The results generalize many results on value sharing of 
meromorphic functions. 
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摘  要 

本文运用Nevanlinna理论讨论了一类亚纯函数微分多项式分担两个值的唯一性问题，得到的结果改进或

推广了亚纯函数分担值的许多唯一性结果。 
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1. 引言 

设 f 是复平面 C 上的亚纯函数，假设读者熟知 Nevanlinna 值分布理论中通用的记号[1]-[3]例如

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,m r f N r f T r f S r f 。如果 ( )( ) ( ), ,T r a z S r f= ，则称 ( )a z 是 ( )f z 的小函数。现在假设 ( )f z
和 ( )g z 是两个非常数亚纯函数， { }a C∈ ∞ 。如果 ( )f z a− 与 ( )g z a− 有相同的零点并且零点 

重数也相同(不计重数)，我们称 ( )f z 与 ( )g z 分担 a  CM (IM)。用
1,kN r

f a
 
 − 

表示 f a− 的重数不超过 k

的零点的计数函数(记重数)，用
1,kN r

f a
 
 − 

表示 f a− 的重数不超过 k 的零点的精简计数函数(不记重数)，

并且令 2 3
1 1 1 1 1, , , , ,k kN r N r N r N r N r

f a f a f a f a f a
         

= + +         − − − − −         
 。 

为了方便，定义 

( )
( )
( )

1
1 1 0

0

   0

                                                  0

m m
m ma w a w a w a m

P w
a m

−
− + + + + >= 

=



                     (*) 

其中 0ma ≠ 且 0 0a ≠ 。 
2010 年，徐俊峰等人[4]证明了下面两个定理： 
定理 A：设 ( )f z 和 ( )g z 是两个非常数数亚纯函数， ,n k 是两个正整数且 3 8n k> + 。如果

( )knf   与
( )kng   分担 1 CM， ( )f z 和 ( )g z 分担∞  IM，则或者 ( ) ( )1 2e , ecz czf z c g z c −= = ，其中 1 2,c c 和 c是三个常

数且满足 ( ) ( ) ( )2
1 21 1k n kc c nc− = ，或者 f tg≡ ，其中 t 是个常数且有 1nt = 。 

定理B：设 ( )f z 和 ( )g z 是两个非常数数亚纯函数且 ( ), 2f nθ ∞ > ， ,n k 是两个正整数且 3 10n k> + 。 
如果 ( )

( )
1

kn ff −  与 ( )
( )

1
kn gg −  分担 1 CM， ( )f z 和 ( )g z 分担∞  IM，则 f g≡ 。 

更多相关结果参考文献[5]-[8]，本文中，我们推广并改进了定理 A 和定理 B。主要结果如下： 
定理 1：设 ( )f z 和 ( )g z 是两个非常数亚纯函数， 0, 0n k> > ， 0m ≥ 是三个整数且 3 6n k m> + + ，

( )P w 由(*)定义。如果 ( ) ( )knf P f   和 ( ) ( )kng P g   分担 1 CM， ( )f z 和 ( )g z 分担∞  IM，则 
(1) 当 0m > ， ( ) ( )n nf P f g P g≡ ； 
(2) 当 0m = ，下面两种情形必有一种成立： 
(3) f tg≡ ，其中 t 是个常数且有 1nt = ， 
(4) ( ) ( )1 0 2 0e , ecz czn nf z c a g z c a −= = ，其中 1 2,c c 和 c是三个常数且满足 ( ) ( ) ( )2

1 21 1k n kc c nc− = 。 
推论 1：设 ( )f z 和 ( )g z 是两个非常数数亚纯函数， ,n k 是两个正整数且 3 5n k> + 。如果

( )knf   与
( )kng   分担 1 CM， ( )f z 和 ( )g z 分担∞  IM，则或者 ( ) ( )1 2e , ecz czf z c g z c −= = ，其中 1 2,c c 和 c是三个常

数且满足 ( ) ( ) ( )2
1 21 1k n kc c nc− = ，或者 f tg≡ ，其中 t 是个常数且有 1nt = 。 

推论 2：设 ( )f z 和 ( )g z 是两个非常数数亚纯函数且 ( ), 2f nθ ∞ > ， ,n k 是两个正整数且 3 6n k> + 。

如果 ( )
( )

1
kn ff −  与 ( )

( )
1

kn gg −  分担 1 CM， ( )f z 和 ( )g z 分担∞  IM，则 f g≡ 。 

2. 主要引理 

定义： 
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( )
( )

( )
( )

,
k kn nF P f G P gf g   = =                                (1) 

其中 ( )f z 是非常数亚纯函数。 

2 2 ,
1 1

F F G GH
F F G G
′′ ′ ′′ ′   = − − −   ′ ′− −   

                             (2) 

.
1 1

F GV
F G

′ ′
= −

− −
                                    (3) 

引理 2.1[9]：设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2, , , , 0na z a z a z a z ≡/ 是 ( )f z 的小函数，那么   

( ) ( ) ( )1
1 0, , , .nn

n nT r a f a a nT r f S r ff −
−+ + + = +  

引理 2.2[7]：设 ( )f z 是非常数亚纯函数， ,s k 是两个正整数，则 

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1, , , , ,

1 1, , , ,

k
s s kk

s s kk

N r T r f T r f N r S r f
ff

N r kN r f N r S r f
ff

+

+

   
≤ − + +       

   
≤ + +         

引理 2.3[3]：设 f 是个非常数亚纯函数， k 是个正整数，若 ( ) 0kf ≡/ ，则 

( ) ( ) ( )1 1, , , ,
k

N r N r kN r f S r f
ff

   
= + +         

类似于文献[5]中引理 3 的证明，我们可以得到下面的引理。 
引理 2.4：假设 , ,F G H 由(1)，(2)定义。如果 ,F G 分担 1 CM 以及∞  IM，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1, , , 3 , , , ,T r F N r N r N r F S r F S r G
F G

   ≤ + + + +   
     

对 ( ),T r G 有同样的不等式成立。 
引理 2.5[10]：设 F 和G 由(1)中所定义，如果 F 和G 分担∞  IM，且 0V ≡ ，则 F G≡ 。 
引理2.6：假设 f , g 是两个非常数亚纯函数，假设 , ,F G V 由(1)，(3)定义。 ( )P w 由(*)定义， 0n > ，

0k > ， 0m ≥ 是三个整数。如果 0V ≡/ ， F 和G 分担1 CM， f 和 g 分担∞  IM，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , ,1 ,1 , , .n m k N r f n m k N r g N r F N r G S r f S r g+ + − = + + − ≤ + + +      (4) 

证明：由于 0V ≡/ ， f 和 g 分担 ∞  IM，假设 0z 是 f 的 p 重极点，是 g 的 q 重极点，则 0z 是 F 的

( )n m p k+ + 重极点，从而是
( )1 1

F F F
F F F F

′ ′ ′
− =

− −
的 ( ) ( )1 1n m p k n m k+ + − ≥ + + − 重极点，同理 0z 也是

( )1 1
G G G

G G G G
′ ′ ′
− =

− −
的 ( ) ( )1 1n m q k n m k+ + − ≥ + + − 重极点，故而 0z 至少是V 的 1n m k+ + − 重零点。因

此 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 , 1 , , .n m k N r f n m k N r g N r
V

 + + − = + + − ≤  
 

                  (5) 

由对数导数引理， ( ) ( ) ( ), , ,m r V S r f S r g= + ，注意到 F 和G 分担 1 CM，故得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 , , , ,1 ,1 , , .N r V T r V m r V N r V N r F N r G S r f S r g≤ = + ≤ + + +         (6) 

由(5)，(6)即得(4)，这就证明了引理2.6。 
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引理2.7[4]：假设 f , g 是两个非常数亚纯函数， , 2 1k n k> + 是两个正整数。如果
( ) ( )k kn nf g   =    ，

则 f tg≡ 其中 t 是个常数且有 1nt = 。 
仿照文献[4]中引理5的证明可得 
引理2.8：假设 f , g 是两个非常数亚纯函数， ( )P w 由(*)定义， 0, 0, 0n k m> > ≥ 是三个整数且

2 1n k m> + + 。如果 ( ) ( ) ( ) ( )k kn nf P f g P g   =    ，则 ( ) ( )n nf P f g P g= 。 
引理2.9[11]：假设 f , g 是两个非常数亚纯函数， ( )P w 由(*)定义， ,n k 是两个正整数且 2n k> + ，

( )( )0,a z ≡ ∞/ 是 f 的小函数且有有限个零点和极点，如果 ( ) ( ) ( ) ( ) 2k kn nf P f g P g a    =    ，f 和 g 分担∞  IM，

则 ( )P w 退化为一个单项式。 
利用文献[11]中定理3的证明可得 
引理 2.10：假设 f , g 是两个非常数亚纯函数， ( )P w 由(*)定义， ,n k 是两个正整数 n k> 。如果
( ) ( )

1
k kn nf g    =    ， f 和 g 分担∞  IM，则 ( ) ( )1 2e , ecz czf z c g z c −= = ，其中 1 2,c c 和 c 是三个常数且满足

( ) ( ) ( )2
1 21 1k n kc c nc− = 。 

3. 定理 1 的证明 

假设 , ,F G H 和V 由(1)~(3)定义，再设 ( )1
nF f P f= ， ( )1

nG g P g= ，则 F 和G 分担 1 CM 以及∞  IM。 
假设 0H ≡/ ，则 F G≡/ ，且 0U ≡/ 。 
情形 1： 0m > 。由引理 2.4 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,1 ,1 3 , , , ,T r F N r F N r G N r F S r F S r G≤ + + + +                (7) 

由引理 2.2，并令 2s = 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1, , ,1 ,1 , ,kT r F T r F N r F N r F S r F+≤ − + +                    (8) 

以及 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1,1 ,1 , , .kN r G N r G kN r G S r G+≤ + +                        (9) 

由(7)~(9)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1, ,1 ,1 3 , , ,

2 ,1 ,1 2 ,1 ,1

3 , , , .

k kT r F N r F N r G k N r f S r f S r g

k N r f N r P f k N r g N r P g

k N r f S r f S r g

+ +≤ + + + + +

≤ + + + + +

+ + + +

 

由引理 2.1 和上面的不等式得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , 3 , , , .n m T r f k m T r f T r g k N r f S r f S r g+ ≤ + + + + + + +       (10) 

类似可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , 3 , , , .n m T r f k m T r f T r g k N r f S r f S r g+ ≤ + + + + + + +       (11) 

由(10)和(11)得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 4 , , 2 3 , , ,n k m T r f T r g k N r f S r f S r g− − − + ≤ + + +           (12)  

注意到 0V ≡/ ，我们得到(4)。利用引理 2.2 并令 1s = ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1,1 ,1 , ,

1 ,1 ,1 , , .
kN r F N r F kN r f S r f

k N r f N r P f kN r f S r f
+≤ + +

≤ + + + +
            (13) 

以及 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1,1 ,1 , ,

1 ,1 ,1 , , .
kN r G N r G kN r g S r g

k N r g N r P g kN r g S r g
+≤ + +

≤ + + + +
            (14)    

注意到 ( ) ( ), ,N r f N r g= ,由(4)，(13)和(14)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 , 1 , , , , .n m k N r f k m T r f T r g S r f S r g+ − − ≤ + + + + +        (15)   

由(12)~(15)得到 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 4 1 2 3 1 , , , , ,n k m n m k k k m T r f T r g S r f S r g − − − + − − − + + + + ≤ +    (16) 

这与 3 6n k m> + + 矛盾。因此 0H ≡ 。仿照文献[5] (Lemma 3)的证明，可得 

(i) ( ) ( ) ( ) ( )
1

k kn nf P f g P g    =    ，或者 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( )k kn nf P f g P g   ≡    。 

注意到 ( )P w 为多项式，由引理 2.9，情形(i)不可能发生。根据引理 2.8，从(ii)即得 ( ) ( )n nf P f g P g≡ 。 
情形 2： 0m = 。仿照情形 1 的证明得到， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 4 1 2 3 1 , , , , ,n k n k k k T r f T r g S r f S r g− − − − − + + + ≤ +         (17) 

这与 3 5n k> + 矛盾。因此 0H ≡ 且有 

(iii) 
( ) ( )

1
k kn nf g    =    ，或者 

(iv) 
( ) ( )k kn nf g   ≡    。 

对于(iii)，根据引理2.10，得到 ( ) ( )1 0 2 0e , ecz czn nf z c a g z c a −= = ，其中 1 2,c c 和 c是三个常数且满足

( ) ( ) ( )2
1 21 1k n kc c nc− = 。 

对于(iv)，由引理2.7得到 f tg≡ ，其中 t 是个常数且 1nt = 。 
这就完成了定理 1 的证明。 
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