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Abstract 
For the nonparametric regression model with random design, we discuss the Nadaraya-Watson 
type kernel regression estimator for ρ  mixing samples, and prove the point moment consistency 
and the global moment consistency of the kernel regression estimator. The obtained results ge-
neralize the Devroye’s (1981) conclusions. 
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摘  要 

对随机设计非参数回归模型，在 ρ 混合样本下研究Nadaraya-Watson型核回归估计，证明了这种核回归
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估计的逐点矩相合性和全局矩相合性，所获结果推广了Devroye (1981)的结论。 
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1. 引言 

设 X 是 d 维随机向量，Y 是一维随机变量。如果 E Y < ∞，则回归函数 ( )m x E Y X x=  =  存在。对

于来自总体 ( ),X Y 的一组样本 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,n nX Y X Y X Y ，Nadaraya (1964, 1965) [1] [2]和 Watson [3] 
(1964)提出了如下核回归估计 

( ) ( )
1

n

n ni i
i

m x W x Y
=

= ∑ ,                                (1.1) 

其中 

( )
1

n
ji

ni
jn n

x Xx XW x K K
h h=

−   −
=    

   
∑ ,                          (1.2) 

( )K u 为核函数， 0nh > 为窗宽。这种估计通常称为随机设计的 NW 核回归估计。 
关于随机设计的 NW 核回归估计的相合性质，有许多学者做过研究。Devroye and Wagner [4]于 1980

年在独立样本条件下证明了 NW 核回归估计的全局矩相合性，并将结果应用于证明相应的判别分析的

Bayes 风险的相合性。Devroye [5] (1981)进一步讨论了这种核回归估计的逐点矩相合性和全局矩相合性，

以及强相合性。Greblicki et al. [6] (1984)证明 NW 核回归估计的弱相合性，并在 Y 有界的条件下证明了该

估计的强相合性。Nze et al. [7] (2002)在一类弱相依样本下讨论 NW 核回归估计和相应的 Boostrap 估计的

渐近性质，如渐近方差、渐近正态性、强相合性及其收敛速度。本文将在 ρ混合样本下研究 NW 核回归

估计的逐点矩相合性和全局矩相合性，所获结果推广了 Devroye [5] (1981)的结论。 

2. 主要结论 

我们首先明确 ρ混合的定义。设{ }:i i Nξ ∈ 是概率空间 ( ), , PΩ F 中的随机变量序列(其中 N 为全体自

然数集)， ( ):S iX i S Nσ= ∈ ⊂F 为 σ-域。对 F 中任意两个子 σ-域 A 和 B，令 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2, sup corr , : ,L Lρ ξ η ξ η= ∈ ∈A B A B .                    (2.1) 

Bradley [8] [9] (1990, 1992)引进 ρ混合系数：对 0k ≥ ，令 

( ) ( ) ( ){ }sup , : , ,dist ,S Tk S T N S T kρ ρ= ⊂ ≥ 有限子集F F .                     (2.2) 

如果存在 1k ≥ 使得 ( ) 1kρ < ，则称随机变量序列{ }:i i Nξ ∈ 是 ρ混合的。 
我们需要如下假设 
(A1) ( ){ }, : 1i iX Y i ≥ 为 ρ混合的随机向量序列，且 ( ),i iX Y 与 ( ),X Y 同分布。 
(A2) 存在正常数 ( )0,1λ ∈ ，使得 1 d

nn hλ− → ∞  (当 n →∞时)，其中 d 为随机向量 X 的维数。 
(A3) 存在正常数 1c ， 2c 和 r，使得 

( ) ( ) ( )1 2 .c I u r K u c I u r≤ ≤ ≤ ≤  

本文将使用缩写“ ( ). . da e x Rµ ∈ ”表示结论“对 dx R∈ 关于测度 µ 几乎处处”成立，并用 Xµ 表示随
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机变量 X 的概率测度。 
定理 1：设条件(A1)~(A3)成立。如果

pE Y < ∞  (其中 1p > )，则 

( ) ( ) ( )0, . .
p d

n XE m x m x a e x Rµ− → ∈  .                      (2.3) 

定理 2：在定理 1 的条件下，有 

( ) ( ) 0
p

nE m X m X− → .                            (2.4) 

3. 定理的证明 

为了证明定理的结论，我们需要下面几个引理。 
引理 1([4], Lemma 1.1)：设 rS 表示在 dR 中以 x 为中心 r 为半径的闭球。如果 ( ) ( )1f x L µ∈ ，即

( ) ( )df x xµ < ∞∫ ，则当 0r → 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 d , . .
r

d
XS

r

f y y f x a e x R
S

µ µ
µ

→ ∈∫   .                     (3.1) 

引理 2([4], Lemma 2.2)：设 rS 表示在 dR 中以 x 为中心 r 为半径的闭球，则存在关于测度 µ 几乎处处

有限的非负函数 ( )g x ，使得当 0r → 时 

( ) ( ) ( ), . .d d
r Xr S g x a e x Rµ µ→ ∈  .                         (3.2) 

从而，如果当 n →∞时 0nh → 且 d
nnh →∞，则 

( ) ( ), . .
n

d
h Xn S a e x Rµ µ→∞ ∈  .                           (3.3) 

引理 3([10]，定理 2)：设 { }: 1j jξ ≥ 是 ρ 混合的随机序列， ( )1 1ρ < ， 0jEξ = 和
q

jE ξ < ∞  

( )1, 1q j> ∀ ≥ ，则存在与 n 无关的常数 C > 0，使得当1 2q< ≤ 时 

1 1

q
n n q

j j
j j

E C Eξ ξ
= =

≤∑ ∑ ,                               (3.4) 

当 q > 2 时 
2

2

1 1 1

q q
n n nq

j j j
j j j

E C E Eξ ξ ξ
= = =

   ≤ +  
   

∑ ∑ ∑ .                         (3.5) 

引理 4：设条件(A1)~(A3)成立。记 

1
,

n
i

n n
in n

x Xx Xu K V K
h h=

   −−
= =   

   
∑  .                         (3.6) 

则当 n 充分大时有 
2 , . .n nV nu a s≥                                     (3.7) 

证明：记 ,
i i

n i
n n

x X x X
K EK

h h
ξ

   − −
= −   

   
。显然 

( ) , ,
1 1

2 2 2
n n

n n n i n n i n
i i

P V nu P nu P nuξ ξ
= =

  < = < − ≤ >  
   
∑ ∑ .                (3.8) 

对任意实数 1s > ，利用条件(A3)，有 1
, 22 2

s s s s si
n i n

n

x X
E EK c u

h
ξ − −

≤ ≤ 
 

。选择常数 2q λ> 。由于 0 1λ< < ，
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所以 2q > 。根据 Markov 不等式和引理 3，有 

( )
( ) ( )

( )
( ){ }

2
2

, , ,
1 1 1

2

2

.

q qn n nq
n n n i n i n iq q

i i in n

q
n nq

n

C CP V nu E E E
nu nu

C nu nu
nu

ξ ξ ξ
= = =

   < ≤ ≤ +  
   

≤ +

∑ ∑ ∑
            (3.9) 

由条件(A3)和引理 2 知， ( )nn X rhnu n Sµ≥ →∞。所以当 n 充分大时， ( ) 2q
n nnu nu≤ 。从而上式变为 

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( )

2

2
2

12
nn

qd
n q

n n q q d
X rhn nX rh

rhC CP V nu C Cn
Snu n rhn S

λ

µµ

−
 
 < ≤ ≤ ≤ ≤
 
 

.        (3.10) 

由于 2 1qλ > ，所以 ( )1 2n nn P V nu∞

=
< < ∞∑ 。由 Borel-Cantelli 引理知， 

{ }( )2 , . . 0n nP V nu i o< = .                             (3.11) 

因此，存在 1N > ，当 n N≥ 时， 2, . .n nV nu a s≥   证毕。 
引理 5：设条件(A1)-(A3)成立，且 1p ≥ ，如果 ( )p

Xf L µ∈ ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0, . .
n p d

ni i X
i

E W x f X f x a e x Rµ
=

 − → ∈  ∑                    (3.12) 

证明：由条件(A3)和引理 4 知，当 n 充分大时 

( ) ( )1 22
, . .i

ni n i n
n n

x X cW x V K I x X rh a s
h nu

−  −
= ≤ − ≤ 

 
                  (3.13) 

由条件(A3)，有 ( )1 nn X rhu c Sµ≥ 。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1

2 2

1

2

2 2 1d d .
rh rhn n

n

n np p
ni i i n i

i in

p p
X XS S

n X rh

cE W x f X f x E I x X rh f X f x
nu

c cf y f x y f y f x y
nu c S

µ µ
µ

= =

   − ≤ − ≤ −      

≤ − ≤ −

∑ ∑

∫ ∫
        (3.14) 

由引理 1 知，上式趋向于 0。证毕。 

定理 1 的证明：记 ( ),
i

n i i i
n

x X
K Y m X

h
η

 −
 = −   

 
。显然，{ }, :1n i i nη ≤ ≤ 是 ρ混合， ( ), 0n iE η = 。令 

( ) ( ) ( )
1

pn

ni i i n
i

G v E W x Y m X V v
=

   = − =  
  
∑ .                     (3.15) 

我们有 

( ) ( )1
,

1 1

p p
n n

pi
i i n n i

i jn

x X
G v E v K Y m X V v Cv E

h
ξ− −

= =

  −  = − = =    
   

∑ ∑ .          (3.16) 

当 p > 2 时，由引理 3 

( ) ( )
2 222

, , ,1 ,1
1 1

pn n pp pp p
n i n i n n

i i
G v Cv E E Cv nE nEη η η η− −

= =

       ≤ + ≤ +           
∑ ∑ .       (3.17) 
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令 ( ) ( ) s
sh x E Y m X X x = − =  

。对任意的常实数 [ ]1,s p∈ ，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,1 2 1 1 1

2 1 2 d
rhn

s ss
n n

s s
n s s XS

E c E I x X rh Y m X

c E I x X rh h X c h y y

η

µ

 ≤ − ≤ −  
 = − ≤ =  ∫

             (3.18) 

由于
pE Y < ∞，所以 ( )sE h X < ∞。利用引理 1，得 ( ) ( ) ( ) ( )d

nrhn
s X X rh sS

h y y S h xµ µ →∫ 。从而 

( ), n

s
n i X rhE C Sη µ≤ .                              (3.19) 

将此代入(3.17)式，且注意到 ( )nX rhn Sµ →∞  (引理 2)，得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2

n n n

p pp p
X rh X rh X rhG v Cv n S n S Cv n Sµ µ µ− − ≤ + ≤  

.           (3.20) 

由此和引理 4，得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2

1

2

2
0.

n

n n

n

pn p p
ni i i n X rh n

i

pp

X rh X rh

p

X rh

E W x Y m X EG V C n S E V

C n S n S

C n S

µ

µ µ

µ

−

=

−

 − = ≤ 

≤

≤ →

∑

           (3.21) 

当1 2p< ≤ 时，由(3.16)式和引理 3 

( ) ( ), ,1
1

n

n p pp p p
n i n X rh

i
G v Cv E Cv nE Cv n Sη η µ− − −

=

≤ ≤ ≤∑ .              (3.22) 

因此 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
1

1
0.

n

n n n

pn
p

ni i i X rh n
i

p p

X rh X rh X rh

E W x Y m X Cn S E V

Cn S n S C n S

µ

µ µ µ

−

=

− +

 − ≤ 

≤ ≤ →

∑
              (3.23) 

联合(3.21)式和(3.23)式得结论。证毕。 

定理 2 的证明：令 ( ) ( ) ( ) p
n nx E m X m X X xζ  = − =  

。由定理 1 知，对 x 关于概率测度 Xµ 几乎处

处有 ( ) 0n xζ → 。也就是， ( ) ( )0, . .n XX a sζ µ→  。如果存在可积函数 ( ) ( )1
XX Lϕ µ∈ 满足 ( ) ( )0 n X Xζ ϕ≤ ≤ ，

则由控制收敛定理得 

( ) ( ) ( )lim lim 0
p

n nn n
E m X m X E Xζ

→∞ →∞
− = =   ,                  (3.24) 

这就是定理的结论。所以余下我们只需证明存在这样的可积函数 ( )Xϕ 。 
令 ( ) pg x E Y X x = = 。显然， ( ) 0n xζ ≥ ，且 

( ) ( ) ( ){ }
( ){ }
( ) ( ){ }

1

1

1

2

2

2 .

p pp
n n

p pp
n

pp
n

x E m X X x E m X X x

E m X X x E Y X x

E m x g x

ζ −

−

−

   ≤ = + =      

   ≤ = + =    

≤ +

                   (3.25) 
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利用 Holder 不等式 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1

1 1 1

p pn np p p
n ni i ni ni i

i i

pn n np p
ni ni i ni i

i i i

E m x E W x Y E W x W x Y

E W x W x Y E W x Y

−

= =

−

= = =

= =

       ≤ =           

∑ ∑

∑ ∑ ∑
            (3.26) 

而由条件(A3)和引理 4 

( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

2

2

2
2

1

2

2

2 12 d .
rhn

n

p p
ni i n i n i

p
n i n i

n i n XS
X rh

E W x Y c nu E I x X rh Y

c nu E E I x X rh Y X

cc nu E I x X rh g X g y y
c n S

µ
µ

   ≤ − ≥   

 = − ≥ 

= − ≥ ≤ ∫

   (3.27) 

联合上面两式，且利用引理 1，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

2 21 d
rhn

n

p
n XS

X rh

c cE m x g y y g x
c cS

µ
µ

≤ →∫ .                 (3.28) 

从而存在正常数 3c 使得 ( ) ( )3 1
p

nE m x c g x≤ +   。因此 

( ) ( ) ( ){ } ( )1
3 42 1 1p

n x c g x g x c g xζ −≤ + + ≤ +       .                    (3.29) 

令 ( ) ( )4 1X c g Xϕ = +  。由于 ( ) ( )4 41 1pE X c Eg X c E Yϕ  = + = + < ∞     ，所以 ( ) ( )1
XX Lϕ µ∈ 。因此，

函数 ( )Xϕ 满足要求。证毕。 
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