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Abstract 

The nonlinear damping Petrovsky equation ( )r p
tt t tu u a u u b u u+ ∆ + + =2 1  with initial-boundary 

conditions on bounded region is studied. The V. Komornik lemma here plays a crucial role in the 
energy decay estimate of global solution. 
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摘  要 

本文主要研究非线性阻尼Petrovsky方程 ( )r p
tt t tu u a u u b u u+ ∆ + + =2 1 在有界区域的初边值问题。利

用V. Komornik引理得到整体解的能量衰减估计。 
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1. 引言 

本文主要考察一类带耗散项和源项的波方程初边值问题的整体的衰减稳定性： 

( )2 1 , , 0,r p
tt t tu u a u u b u u x t+ ∆ + + = ∈Ω >                          (1.1) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1,0 , ,0 , ,tu x u x u x u x x= = ∈Ω                           (1.2) 

( ) ( ), , 0, , 0,u x t u x t x t
n
∂

= = ∈∂Ω ≥
∂

                            (1.3) 

其中 , , , 0a b r p > 均为实数，Ω是 NR 中具有光滑边界 ∂Ω的有界集，∆是拉普拉斯算子
u
n
∂

∂Ω
∂

表示 u 在边

界 ∂Ω外法线方向的导数。 
A.Guesmia [1]曾考虑方程 

( ) ( )2 0, , 0tt tu u q x u g u x t+ ∆ + + = ∈Ω >                           (1.4) 

在(1.2)和(1.3)下的初边值问题，其中 g 是连续增函数， ( )0 0g = ，且 [ ): 0,q Ω→ +∞ 是有界函数。在

函数 g 适当的增长性条件下，他得到了问题弱强解的衰减性结果。具体地说，在[2]中，A.Guesmia 获得

了 g 为线性函数时问题解的指数衰减性结论，但是衰减具有相同的多项式次数。另外，A.Guesmia 在[3]
中对耦合半线性波动方程的研究中也得到了相关结果。将(1.4)中条件 ( ) ( )tq x u g u+ 换做 ( )2

tu g u∆ + ∆ ∆ ，

M. Aassila 和 A. Guesmia [4]利用 V.Komornik 引理获得了指数衰减定理[1]。 
针对非线性阻尼波动方程

r p
tt t tu u a u u bu u− ∆ + = ，其 Cauchy 问题和初边值问题解的爆破和整体解

的存在性、唯一性和衰减估计，已被众多学者通过各种方法或在不同条件下进行了研究[5]-[10]。本文运

用 V. Komornik 引理[1]得到了问题整体解的能量衰减估计。 

我们采用通常的符号记法。设 ( )mH Ω 表示 Sobolev 空间，其中范数为 ( ) ( )2

1
22

mH Lm
u D uα

α
Ω Ω

≤

 
=   
 
∑ ， 

( )0
MH Ω 代表 ( )mH Ω 中 ( )0C∞ Ω 的闭包。为方便起见，今后用

p⋅ 表示 Lebesgue 空间 ( )pL Ω 中的范数， ⋅

表示 ( )2L Ω 中的范数，并且用范数 ∆ ⋅ 代替 ( )2
0H Ω 中的范数 ( )2

0H Ω
⋅ 。此外， M 表示依赖于已知常数的

正数，且在不同点处的含义有所不同。 

2. 预备知识 

问题(1.1)~(1.3)解局部和整体解存在的重要结果([11])。 
定理 2.1 假设 , 0r p > 满足 
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40 , 4; 0 , 4,
4

p N p N
N

< < +∞ ≤ < ≤ >
−

                          (1.5) 

80 , 4; 0 , 4,
4

r N r N
N

< < +∞ ≤ < ≤ >
−

                          (1.6) 

如果 ( ) ( ) ( )2 2
0 1 0,u u H L∈ Ω × Ω ，则存在 0T > 使得问题(1.1)~(1.3)存在唯一局部解 ( )u t ，且 

[ ) ( )( ) [ ) ( )( ) [ )( )2 2 2
00, ; , 0, ; 0,r

tu C T H u C T L L T+∈ Ω ∈ Ω Ω×                    (1.7) 

定理 2.2 假设 (1.5)和 (1.6)成立， ( )u t 是问题 (1.1)~(1.3)的局部解。如果 ( )2
0 1,u W u L∈ ∈ Ω 且

( )( )0E u d< ，则 ( )u t 是问题(1.1)~(1.3)的整体解。 
为证得主要结论，首先定义泛函： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2
,

p

p
I u I u t u t b u t

+

+
= = ∆ −  

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2

1 ,
2 2

p

p

bJ u J u t u t u t
p

+

+
= = ∆ −

+
 

问题(1.1)~(1.3)的能量表示为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2

2

1 1 1
2 2 2 2

p
t tp

bE u t u t u t u t u t J u t
p

+

+
= + ∆ − = +

+
 

这里 ( )2
0 , 0u H t∈ Ω ≥ ， ( )( ) ( )2

1 0
10
2

E u u J u= + 是初始总能量。 

为了证明主要结果，我们需要下面的一些引理： 

引理 2.1 设 q 满足 2 , 4q N≤ < +∞ ≤ 或者
22 , 4

4
Nq N

N
≤ ≤ >

−
，则存在依赖于Ω和 q 的常数C 满足 

( )2
0, .qu C u u H≤ ∆ ∀ ∈ Ω  

引理 2.2 设 ( )u t 是问题(1.1)~(1.3)的一个解，则 ( )( )E u t 是 0t > 的非增函数，且 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

2

d .
d

r
t tr

E u t a u t u t
t

+

+
= − +  

证明：用方程(1.1)乘以 tu ，并在Ω上积分得 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

2

d 0.
d

r
t tr

E u t a u t u t
t

+

+
= − + ≤  

因此， ( )( )E u t 是关于 t 的非增函数。 
引理 2.3 ([1])设 :F R R+ +→ 是一个非增函数，并假设存在常数 1β ≥ 和 0A > 满足 

( ) ( )
1

2 d , 0
S

F t t AF S S
β ++∞

≤ ≤ ≤ +∞∫ , 

则当 1β > 时有 ( ) ( )( )
2

10 1 , 0F t CF t tβ
−

−≤ + ∀ ≥ ，且当 1β = 时有 ( ) ( )0 e , 0tF t CF tω−≤ ∀ ≥ ，其中C 和ω

是不依赖 ( )0F 的正常数。 

引理 2.4 如果定理 2.1 中的假设成立，则 

( ) ( ) ( ) [ )2 2

2
1 , 0, ,

p

p
b u t u t tθ

+

+
≤ − ∆ ∀ ∈ +∞                         (2.1) 

其中 
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( ) ( )( )
2

2
*

2 2
1 0 0

p

p p
bC E u

p
θ + + 
= − > 

 
 

且 ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ )2 2

2
, 0,

1
p

p
I u t u t b u t tθθ

θ
+

+
≥ ∆ ≥ ∀ ∈ +∞

−
。 

证明：由引理 2.1 得 

( ) ( )( )
22 2 2 22 2 2

*2

2 2
0

p

p p pp p p
p

p
b u bC u bC u u bC E u u

p
+ ++ + +
+

+ 
≤ ∆ = ∆ ∆ ≤ ∆ 

 
        (2.2) 

设
( ) ( )( )

2
2

*

2 2
1 0 ,

p

p p
bC E u

p
θ + + 
= −  

 
 

则由(2.6)得 0 1θ< < ，因此根据(2.2)，有 

( )2 2

2 1 .p
pb u uθ+

+
≤ − ∆                                   (2.3) 

同样由(2.3)，知 

( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 21 .
1

p p
p p

bI u u b u u u u uθθ θ
θ

+ +

+ +
= ∆ − ≥ ∆ − − ∆ = ∆ ≥

−
 

所以引理 2.4 得证。 

3. 主要结果及其证明 

定理 3.1 如果定理 2.2 中的假设成立，则有问题(1.1)~(1.3)整体解的能量衰减估计 

( ) ( )
2

1 ,rE t M t −≤ +  

其中 ( ) ( )( ) , 0E t E u t M= > 是依赖初始能量 ( )0E 的常数。 

证明：设 ( ) ( )( )E t E u t= ，对方程(1.1)两边同时乘以 ( )2
r

E t u ，并在 [ ],S TΩ× 上积分，得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22

2 22 2 2 2

1 d d

d d d d 1 d d d d

0,

rT r p
tt t tS

r r r rT T T TT p
tt t tS S S S

E t u u u a u u bu u x t

E t uu x t E t u u x t E t ua u u x t b E t u u x t

Ω

Ω Ω Ω Ω

 + ∆ + + −  

= + ∆ + + −

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (3.1) 

其中 0 S T≤ < < +∞ . 
因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2 2 2 2d d d d d d d
2

r r r rT T TT
tt t t tSS S S

rE t uu x t E t uu x E t u x t E t E t uu x t
−

Ω Ω Ω Ω
′= − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (3.2) 

所以，将(3.2)代入(3.1)，整理得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2

22
2 2 2

d d

2 1 d d d d d
2

rT p
tS

r r rT Tr T
t t t t t SS S

E t u u b u x t

rE t u a u u u x t E t E t uu x t E t uu x

+

Ω

−

Ω Ω Ω

+ ∆ −

  ′= − + + −  

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
   (3.3) 

根据引理 2.4， ( )E t 的定义和 0 1θ< < ，得 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2

2 2 2
2

2 2 2
2

2

2 2 2
2 2

22 2
2 2

d d

d d

d

d d

1 12 d 2 d
2 2

rT p
tS

rT p
tS

rT p
t pS

r rT T
t tS S

r rT T
tS S

E t u u b u x t

E t u u b u x t

E t u u b u t

E t u I u t t E t u u t

E t u u t E t t

θ

θ θ

+

Ω

+

Ω

+

+

+

+ ∆ −

 = + ∆ −  

= + ∆ −

= + ≥ + ∆

 ≥ + ∆ ≥ 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

                (3.4) 

由引理 2.1 知 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 22
2

22 22
2

22 22
2

2

2

2

d d
2

1 1 d
2 2 2

1 d
2 2 2

2 1 d
2 2 2 2

2
max ,1 d

2

2
max ,1

2

rT
tS

rT
tS

rT
tS

rT
tS

rT

S

r E t E t uu x t

r E t E t u u t

r CE t E t u u t

p Cr pE t E t u u t
p p

p Cr E t E t t
p

p Cr E t
r p

−

Ω

−

−

−

′

 ′≤ + 
 
 

′≤ − ∆ + 
 
 +

′≤ − ∆ +  + 
 +

′≤ −   
 

 +
= −   +  

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

( )
2 2

2 2 ,
r r

T
S

ME S
+ +

≤

              (3.5) 

同理，得 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
2

d max ,1 ,
r r r

T T
t S S

p C
E t uu x E t ME S

p

+ +

Ω

 +
− ≤ ≤  

 
∫                 (3.6) 

其中
( ) 22

max ,1
p C

M
p

 +
=   

 
。 

将估计(3.4)，(3.5)和(3.6)代入(3.3)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2 2 22 d 2 1 d d ,
r r rT T r

t t tS S
E t t E t u a u u u x t ME Sθ

+ +

Ω
 ≤ − + +  ∫ ∫ ∫               (3.7) 

利用 Young 不等式， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

22 2
2 21 1

2 2 2
21 1 2

2
121

2
21

2 d d d d

d d

d

d ,

r rT T r
t tS S

rT T r
t trS S

rT

S

rT

S

E t u x t E t M u x t

M E t t M u u t

M
M E t t E T E S

a

M E t t ME S

ε ε

ε ε

ε
ε

ε

+
+

Ω Ω

+
+

+

+

+

 ≤ + 
 

≤ + +

= − −

≤ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

                (3.8) 
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由 Young 不等式，引理 2.1， 

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

22
2 2 22 2

2 222 2 22 2 2

2
2

2 2 22 2

2
2 22

2 2 2 22 2

d d

d

0 d d

2 2
0 d

2 2
0 d ,

rT r
t tS

rT rr
tr rS

r rT T rrr
t trS S

r
r rTr

S

r
r r rTr

S

a E t uu u x t

a E t u M u t

aC E u t aM E S u u t

p
aC E E t t M E S E S E T

p

p
aC E E t t M E S

p

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

Ω

++

+ +

+++
+

+

+

+
+ +

+

−

≤ +

≤ ∆ + +

+ 
= + − 

 

+ 
≤ + 

 

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫

             (3.9) 

且 

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

22
2 2

2
22

2

2
22

2

2 2 2
2 2

1 1d d d
2 2

1 d
2 2

2 1 d
2 2 2

2
max ,1 d

r rT T
t tS S

rT
tS

rT
tS

r rT

S

a E t uu x t a E t u u t

Ca E t u u t

p C pa E t u u t
p p

p C
a E t t ME S

p

Ω

+ +

 − ≤ + 
 

 
≤ ∆ + 

 
 +

= ⋅ ∆ +  + 
 +

≤ ≤  
 

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

                     (3.10) 

其中 ( )1M ε 和 ( )2M ε 是依赖于 1ε 和 2ε 的正数。 
选取足够小的 1ε 和 2ε ，使得 

( ) ( )
2

2 2
21 2

2 2
0 2 ,

r
r p C

M aE
p

ε ε θ

+

 +
+ <  

 
 

将式(3.8)，(3.9)和(3.10)代入(3.7)，得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

22 2d 1 0 .
rr rT

S
E t t ME S ME S M E E S

+ +

≤ + ≤ +∫  

因此，由引理 3.1 知 

( ) ( )( )( ) [ )20 1 , 0, .
r

E t M E t t−≤ + ∈ +∞  

其中 ( )( )0 0M E > 是依赖于 ( )0E 的常数。 
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