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Abstract 
In this paper, for a class of three-dimensional autonomous vector field which has heteroclinic loop 
containing two hyperbolic fixed points, a saddle point and a saddle-focus point, we structure the 
Poincare map by choosing appropriate local coordinate system and using the flow of linearized 
vector field inside the small neighborhood of the two fixed points and present a sufficient condi-
tion of the Poincare map possessing a countable infinite horseshoes. 
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摘  要 

本文对一类含有鞍点、鞍焦点的两点异宿环的三维自治向量场，通过选取适当的局部坐标系并利用两奇
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点的小邻域内线性化向量场的流构造了庞加莱映射，并给出了庞加莱映射含有可数无穷多个马蹄的一个

充分条件。 
 
关键词 

异宿环，庞加莱映射，局部坐标系，马蹄 

 
 

1. 引言 

文献[1]对三维自治向量场中鞍点的同宿轨和鞍焦点的同宿轨在不动点附近的流的动力学行为进行了

讨论，给出了在轨道邻域内定义的庞加莱映射产生马蹄的充分条件。由文献[2]可知，对于三维系统 
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其中 2, ,P Q H C∈ ， ( ), , 2P Q H O= ， ( )2O 表示在 ( )0,0,0O 处的泰勒展式首项不低于 2 次，若假定下面两

条件 1) 此系统有一同宿于O 的轨道 Γ，2) 0λ ρ> − > 成立，可证得在 Γ邻域内适当定义的庞加莱映射包

含可数无穷多个马蹄。 
在同宿轨道研究的基础上，本文就一类含有鞍点和鞍焦点的两点异宿环问题，通过选取适当的局部

坐标系定义了庞加莱映射 P ，并给出了 P 包含可数无穷多个马蹄的一个充分条件。 

2. 预备知识 

令 iH ， 1, ,i N=  ，表示不相交的 hµ -水平带集合； iV ， 1, ,i N=  表示不相交的 vµ -垂直带的集合； 
f 是 i iH V→ 的同胚映射。记 

( )i j jif H H V≡ ， ( ) ( )1 1
i j ij jiH f H H f V− −≡ = ，

,
ij

i j S
H H

∈

=


，
,

ji
i j S

V V
∈

=


， { } ( ),1, 2S NN= ≥ ， 

显然有 ( )f H V= 。对 0z H V∀ ∈  ，记
0

s
zS 为在 0z 处稳定的扇形束；

0

u
zS 为在 0z 处不稳定的扇形束。令

0
0

s s
H z

z H
S S

∈
=  ，

0
0

s s
V z

z V
S S

∈
=  ，

0
0

u u
H z

z H
S S

∈
=  ，

0
0

u u
V z

z V
S S

∈
=  ，称 s

HS 为 H 上的稳定扇形束， s
VS 为V 上的稳定

扇形束， u
HS 为 H 上的不稳定扇形束， u

VS 为V 上的不稳定扇形束。 

下面给出两个假设： 
假设 1 [1]：0 1v hµ µ≤ < 且 f 是 i iH V→ 的同胚映射 ( )( )i if H V= ， 1, ,i N=  。并且 iH 的水平边界(垂

直边界)映射到 iV 的水平边界(垂直边界)。 

假设 2 [1]： ( )u u
H VDf S S⊂ 并且 ( )1 s s

V HDf S S− ⊂ 。 

另外，如果 ( )0 0 0
, u

z z zSξ η ∈ ， ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 00 , , u
z z f z f z f zDf z Sξ η ξ η≡ ∈ ，则有 ( ) 00

1
zf z u

η η ≥  
 

，其中

0 1 v hµ µ µ< < − 。 

由文献[1]可知，当 f 满足假设 1 和假设 2 时， f 有不变 Cantor 集Λ，且在Λ上拓扑共轭于 N 符号

上的全平移。 
引理 1 当 k 充分大时，映射 k Tf f 有不变 Cantor 集，且在其上拓扑共轭于 N 符号的一全平移，其

中 k Tf f 是 ( ) 0 0
TD f V V⊂ → 的横截映射， ( )TD f 表示 Tf 的定义域。(证明参见文献 的 Moser’s 定理) [1]
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引理 2 0 0µ∃ < ，使得当 0 0µ µ< < 时，P 有一不变 Cantor 集，且在其上共轭于二符号上的一全平移。

(证明参见文献[1]的定理 27.2.2) 

3. 主要结果 

在 3R 内考虑 rC 自治向量场(其中 r 满足所需阶数)。在 3R 内取直角坐标系 - -x y z 。假设在 -x y 平面上

向量场有两个双曲不动点 1p ， 2p 。 
局部假设： 
在 1p 处，线性化向量场为 
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其中 1 0λ > ， 3 2 0λ λ< < 。 
在 2p 处，线性化向量场为 
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其中， 0ρ < ， 0λ > ， 0ω ≠ 。 
全局假设：在 -x y 平面内用 12Γ 表示连接 1p ， 2p 的异宿轨，在 -x y 平面外用 21Γ 表示连接 1p ， 2p 的

异宿轨。因此 { } { }12 21 1 2p pΓ Γ   构成异宿环。下面将通过在异宿环的一领域内构造庞加莱映射 P 证明

下面的定理。 

定理：当 2

1

1
ρλ
λλ

< 时，庞加莱映射有可数无穷多个马蹄。 

证明：证明过程主要分两部分：构造庞加莱映射 P ；当 2

1

1
ρλ
λλ

< 时， P 有可数无穷多个马蹄。 

首先构造庞加莱映射。主要分为三步： 
第一步，选取适当局部坐标系。分别以 1p 、 2p 为原点建立局部直角坐标系 1 1 1x z y− − 、 2 2 2x y z− − ，

且都满足右手系。由线性化向量场的形式可知： 1p 为鞍点并且在 1p 的邻域内线性化向量场的流在 1x 轴上

不稳定，在 1y 轴上稳定，在 1z 轴上强稳定； 2p 为鞍焦点且在 2p 的邻域内线性化向量场的流在 2z 轴上不

稳定，在 2 2-x y 平面上为稳定焦点[3]。 
第二步，构造庞加莱截面。对充分小的 0ε > ，由文献[1]的讨论易知，可取如下四个横截面： 

( ){ }3
01 1 1 1 1 1 1, , , ,0x y z R x y zπ ε ε ε= ∈ ≤ = < ≤ ， 

( ){ }3
11 1 1 1 1 1 1, , ,0 ,x y z R x y zπ ε ε ε= ∈ = < ≤ ≤ ， 

( ){ }3 2π
02 2 2 2 2 2 2, , e , 0,0x y z R x y zρωπ ε ε ε= ∈ ≤ ≤ = < ≤ ， 

取 12π 足够大，使得 02π 的像在其内部。 
第三步，构造庞加莱映射 11 01 12 02P P P P P=    ： 02 02π π→ 。 
由于，在 1p 处线性化向量场产生的流为 
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01 11π π→ 的时间 t 满足： 1
1 0e tx x λ ε= = ，即

1 1

1 lnt
x
ε

λ
= 。 

所以 01 11π π→ 的映射 01P 可近似取作 01P ： 01 11π π→ 。 

2 1

3 1

1

1
1

1
1

x

x
z

z
x

λ λ

λ λ

ε

εε ε

ε

 
 
 
  

    →                  

 

同理，在 2p 处线性化向量场的流为 
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02 12π π→ 需要的时间 t 满足： 2 0e tz z λ ε= = ，即
2

1 lnt
z
ε

λ
= 。 

所以 02 12π π→ 的映射可近似取作 02P ： 02 12π π→ 。 
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另外，作如下两个仿射： 12P ， 11P 。 

12P ： 12 01π π→  

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0
0 0

0 0 0 0

x a b x
y c d y
ε ε

      
      → +      
      
      

 

其中， 1a ， 1b ， 1c ， 1d 是常数。注意到 1p ， 2p 附近点的坐标分量间的对应关系为

1 2

1 2

1 2

x x
y z
z y

   
   →   
   
   

，并且在 01π

上 1y ε= 。所以，在第一个仿射中的线性部分第三行全为零。在 12π 上 2z ε= ，所以第一个仿射中线性部

分的第三列全为零。 

11P ： 11 02π π→  
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其中， 2a ， 2b ， 2c ， 2d 是常数， ( ) 12 02,0,0ε π≡ Γ  是 02π 与异宿轨 12Γ 的交集(由 02π 的选取可知，仅

相交一次)。线性部分的选取与上面类似。 
因此，可得庞加莱映射 11 01 12 02P P P P P=    ： 02 02π π→ 。 

下面只需证，当 2

1

1
ρλ
λλ

< 时，庞加莱映射 P 有可数无穷多个马蹄。在证明定理前先给出一个引理。 

引理 3 考虑 ( )
( )2π 12π 2π

3
2 2 2 2 2 2, , e , 0, e e

k k

kR x y z R x y z
λρ λ

ω ω ωε ε ε ε
− + −  = ∈ ≤ ≤ = ≤ ≤ 

  
。对给定的 k  ( k 足

够大)，当
ki
α

≥ 时， ( )kP R 的内边界交 kR 的上水平边界至少 2 个点，其中1 λα
ρ

≤ < − 。 

证明：考虑矩形 ( )
( )2π 12π 2π

3
2 2 2 2 2 2, , e , 0, e e

k k

kR x y z R x y z
λρ λ

ω ω ωε ε ε ε
− + −  = ∈ ≤ ≤ = ≤ ≤ 

  
， 

显然， 02
0

k
k

Rπ
∞

=

=


。 

矩形 kR 的四条边分别记作 uh  (上水平边)， lh  (下水平边)， rv  (右垂直边)， lv  (左垂直边)，其中 

( )
2π 2π

3
2 2 2 2 2 2, , e , 0, e

k
uh x y z R x y z

ρ λ
ω ωε ε ε

−  = ∈ ≤ ≤ = = 
  

， 

( )
( )2π 12

3
2 2 2 2 2 2, , e , 0, e

k
lh x y z R x y z

λπρ
ω ωε ε ε

− +  = ∈ ≤ ≤ = = 
  

， 

( )
( )2π 1 2π

3
2 2 2 2 2 2, , , 0, e e

k k
rv x y z R x y z

λ λ
ω ωε ε ε

− + −  = ∈ = = ≤ ≤ 
  

， 

( )
( )2π 12π 2π

3
2 2 2 2 2 2, , e , 0, e e

k k
lv x y z R x y z

λρ λ
ω ω ωε ε ε

− + −  = ∈ = = ≤ ≤ 
  

。 

在 02P 作用下，边 uh ， lh ， rv ， lv 的像分别为 

( ) ( )
( )2π 1 2π

3
02 2 2, , e e , 2π ,

k k
uP h r z R r k z

ρ ρ
ω ωθ ε ε θ ε
+  = ∈ ≤ ≤ = = 

  
， 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2π 2 2π 1

3
02 2 2, , e e , 2π 1 ,

k k
lP h r z R r k z

ρ ρ
ω ωθ ε ε θ ε
+ +  = ∈ ≤ ≤ = + = 

  
， 

( ) ( ) ( )3
02 2 2, , e , 2π 2π 1 ,rP v r z R r k k z

ρθ
ωθ ε θ ε

  = ∈ = ≤ ≤ + = 
  

， 

( ) ( )
( )

( )
2π

3
02 2 2, , e , 2π 2π 1 ,lP v r z R r k k z

ρ θ
ωθ ε θ ε
+  = ∈ = ≤ ≤ + = 

  
。 

iR 的上水平边界的 2z 坐标为 
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2π

2 e
i

z
λ

ωε
−

=  

在 ( )02 kP R 的内边界上的点中与 ( )0,0,ε 距离最小的点满足下式 
4π 2π

min e e
k

r
ρ ρ

ω ωε= 。 

由 01P 的构造知：在 01P 的作用下，分量 1x 压缩到一定值 ε 其余分量作相应的伸缩。又由于 12P ， 11P 是

仿射，故在 ( ) ( )11 01 12 02k kP R P P P P R=    的内边界上的限制可以表示为 
4π 2π

min e e
k

r K
ρ ρ

ω ωε= ， 

存在 K ， 0K > 。 

所以，当
( )2π4π

min

2

e e 1
k ir K

z

ρ λρ
ω ω

+

= > 时， ( )kP R 的内边界将交 iR 的上水平边界(至少)两点。 

因为
4π

eK
ρ

ω 是固定的常数，故要使
( )2π4π

e e 1
k i

K
ρ λρ

ω ω
+

> 成立，只需取 k iρ λ+ 足够大即可。而当 1ρ
λ
−

< 时，

存在α 使得1 λα
ρ
−

≤ < 。当
ki
α

≥ 时， k iρ λ+ 是正的且当 k 充分大时，
( )2π4π

min

2

e e 1
k ir K

z

ρ λρ
ω ω

+

= > 成立。故

得证。 
接下来后半部分的证明类似于引理 1 和引理 2 的证明。 
对于 02π 上的矩形 kR ，只需在 kR 中找出两个不相交的 hµ -水平带映射为自身上的 vµ -垂直带，使得

假设 1 和假设 2 成立。 

由引理 3 可知：当 0 1ρ
λ
−

< < 时，存在满足假设 1 的 hµ -水平带。 

当满足稳定流行比不稳定流行弱即 2 10 λ λ< − < 即 2

1

0 1
λ
λ
−

< < 时，类似于引理 1 和引理 2 的计算可知

假设 2 也成立。 

综上，由 P 的构造可知，当满足 2

1

1
ρλ
λλ

< 时对充分大 k ， kR 包含不变 Cantor 集 kΛ ，并且在 kΛ 上 P 共

轭于二符号上的一全平移。故 P 存在可数无穷多个马蹄。 
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